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1 Motivation und Vorbetrachtungen

Zunachst wird die Motivation

Das Skalarfeld

und einige grundlegende Begrifflichkeiten erldutert.

Sollen FeldgroBen beschrieben werden, kann die Aufteilung des interessierenden Raumes in

Teilbereiche zweckmaRig sein.

Fiir jede Teilflaiche kann die dort vorherrschende GroRe,

bspw. die Temperatur, Luftdruck, etc. durch einen Zahlenwert ausgedriickt werden. Diese
skalare, ortsabhangigen Ortsfunktionen werden als Skalarfeld bezeichnet, O(x,y). Flache
mit gleichen Werten, werden Aquipotentialflichen genannt.

20,10(20,10
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Abb. 1:

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann

Beispiele fiir unterschiedliche Skalarfelder [5]
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Auipotentiallinien und -flichen

Zwei verschiedene Arten von Skalarfeldern

sind gebrauchlich. Orte mit gleichem Betrag 4 Ts
werden miteinander verbunden; so entsteht in Ty

der Ebene eine Schar von Kurven oder im

Raum eine Schar von Flichen, deren Betrige -

jeweils konstante sind. Die zweite Art ist die
bereits gezeigte Darstellung von Betrdgen in T
dquidistanten Abstdnden. Diese Erfassung
entspricht praktischerweise der zeilen- und
spaltenweise Darstellung einer Matrix.

|

Abb. 2: Darstellung Aquipotentiallinien [5]
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Das Vektorfeld und Feldlinienbild

In Ergénzung zu Skalarfeldern kann fiir ™
Vektrofelder zu jedem Punkt im Raum ?‘H
zusitzlich zum Betrag eine Richtung ';';';
angegeben werden, auch Feldvektor genannt. i
Feldlinien sind dafiir ein sehr iibersichtliches 277
Hilfsmittel. Feldlinien sind dadurch
gekennzeichnet, dass an jeder Stelle des :
Raumes der Feldvektor in Richtung der I
Tangente an die Feldlinie iibereinstimmt. Die
Langen von Feldvektoren beschreiben die
Betrage. Eine Feldlinie entsteht dann durch
Verbinden der Anfangspunkte der Abb. 3: Unterschiedliche Erscheinung von
Feldvektoren. Vektorfeldern [4]
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Feldlinien sind eine Darstellung, um
Vektorfelder anhand einer Verteilung von
Linien darzustellen. Dabei entsprechen
Bereiche mit einer dichten Distribution von Abb. 4: Vektorfeld und Feldlinienbild [5]
Feldlinien einer hohen Feldstarke. Die
Feldstarke ist der Betrag des Feldvektors .
Die im allgemeinen gekriimmten Feldlinien
diirfen nicht mit den geraden Feldvektoren
verwechselt werden.

Feldlinie

Vektor U

ds
Abb. 5: Feldlinie, Vektor w und Linienelement ds [5]
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Der Begriff: Fluss

Betrachtet sei die laminare Flissigkeitsstromung durch ein metallisches Rohr. Die
Geschwindigkeit in der Rohrmitte ist am groBten; nimmt aber zur Rohrwand durch die
Reibung der Fliissigkeitsmolekiile mit der Rohrwand gegen 0 ab. Das Flichenintegral
tiber den kreisformigen Rohrquerschnitt, integriert

tiber Ringe mit konstanter Geschwindigkeit v, ergibt

sich zu

, / dA
@Z//"vdA:\/OIUrW], dA:ndA’ é v Rohrwand(
Zeit

\

Abb. 6: Geschwindigkeitsverteilung im

mit dA dem Vektor des Flachenelements und n der Rohrquerschnitt [5]

Normalenvektor. Ein Fluss ist die Summe der

Feldlinien durch eine vorgegebene, wohldefinierte
Flache A.
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Fir die Verallgemeinerung des Begriffes Flusses |asst sich die Verbindung zu den
FeldgroRen, hier Stromungsgeschwindigkeiten, aufzeigen. Betrachtet wird die Stromung
einer inkompressiblen Fliissigkeit in einem Rohr. Hier muss fiir jeden Rohrquerschnitt das
gleiche Fliissigkeitsvolumen hindurchstrémen.

Abb. 7: Fliissigkeitsstréomung bei variablem Querschnitt [5]

Ein Fluss ist die Summe der Feldréhren durch eine vorgegebene Flache A.
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Die Maxwell Gleichungen

Der schottische Physiker James Clark Maxwell (1831-1879) verdffentlichte in seinem Werk
A Treatise on Electricity and Magnetism im Jahr 1873 alle damaligen vorhandenen
Kenntnisse iiber Elektromagnetismus. Dariiber hinaus entwickelte er ein System von vier
Gleichungen, das nicht nur die bis dahin erhaltenen Versuchsergebnisse enthielt, sondern
auch die theoretisch Existenz von elektromagnetischen Wellen zeigte. Diese wurden erst
1886 erstmals von Heinrich Hertz erzeugt und nachgewiesen.

Maxwell Gleichungen

Die Maxwell Gleichungen beschreiben vollstandig alle phanomenologischen
elektromagnetischen Erscheinungen und bilden die vollstandigen Grundlagen der
Elektrodynamik.
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Die vier Gleichungen lauten in integraler Form:
1. Gleichung: Das Durchflutungsgesetz, Gesetz nach Ampere

%Hds_//<J+> dA,

mit H der magnetischen Feldstarke, J der elektrischen Stromdichte, D die elektrische
Flussdichte, ds dem Wegelement und dA dem Flachenelement.

2. Gleichung: Das Induktionsgesetz, Gesetz nach Faraday

%Eds—yg (v x B) ds—//dA

mit E der elektrischen Feldstirke, v der Geschwindigkeit, B der magnetischen Flussdichte.
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3. Gleichung: Der GauBsche Satz des Magnettfeldes

#BdAzO.

4. Gleichung: Der GauBsche Satz der Elektrostatik

# DdA = Q,
mit () der elektrischen Ladung.
Diese vier Gleichungen sind im Vakuum giiltig; sie werden durch drei Materialgesetze
erganzt:
D = ¢ E, mit der Permittivitat: e
B = H, mit der Permeabilitat: u
J = k E, mit der spezifischer Leitfahigkeit:
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Die Maxwell-Gleichungen kdnnen nicht bewiesen werden; hier sind die folgenden

wese
o

Prof. Dr.-

ntlichen Aspekte zu beachten:

Empirische Basis: Die Maxwell-Gleichungen wurden durch Experimente und
Beobachtungen entwickelt.

Mathematische Struktur: Die Maxwell-Gleichungen kénnen mathematisch
hergeleitet werden, wenn man bestimmte Annahmen und Axiome iiber die Natur der
elektrischen und magnetischen Felder und ihre Wechselwirkungen akzeptiert. Dazu
gehoren: (i) Gesetz von Coulomb, (ii) Gesetz von Biot-Savart, (iii) Faradays Gesetz
der elektromagnetischen Induktion (iv), Kontinuitdt von Ladung, (v) der
Verschiebungsstroms.

Theoretische Konsistenz: Die Maxwell-Gleichungen sind in Ubereinstimmung mit
der speziellen Relativititstheorie und anderen fundamentalen physikalischen Theorien.
Experimentelle Bestatigung: Zahlreiche Experimente haben die Vorhersagen der
Maxwell-Gleichungen bestatigt. Dies umfasst u.a. die Ausbreitung von
elektromagnetischen Wellen oder die Wechselwirkung von Licht mit Materie.
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2 Elektrostatische Felder

In der Elektrostatik werden statische, also ruhende, Ladungen und deren Wirkung auf die
Umwelt betrachtet; diese kann wiederum andere statische Ladungen beinhalten.

Es werden grundlegende Eigenschaften aufgezeigt, die in technischen Aufbauten ihre
Anwendung finden. Die Grundsitze der Elektrostatik sind:

o Keine Bewegung von freien Ladungstrager (makroskopisch).
@ Freie Ladungstrager sind in Leitern vorhanden.
o In Dielektrika (Nichtleitern) sind i.d.R. keine freien Ladungstrager vorhanden.

@ Zum Zeitpunkt der Betrachtung sind alle dynamischen Ausgleichsvorginge (Stréme)
abgeschlossen.

)
Keine zeitabhdngigen Funktionen: 6—‘: =0,f:RYN - RN

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfiihrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 23 / 249



HSB

X

2.1 Eigenschaften des Elektrostatischen Feldes
Elektrische Ladung
@ Materie ist elektrisch neutral; die Summen der eingeschlossenen positiven sowie
negativen Ladungen sind gleich grolR = kein AuBenfeld.
o Einem AuBenfeld entsteht bei gestértem Gleichgewicht.
o Geladener Korper: Uber- oder Unterschuss an negativer Ladung.
@ Mit einer Ladungstrennung geht stets Arbeit einher.

o Erweiterung der Eigenschaften von Materie, vgl. 26.

Ladungserhaltungssatz der Elektrostatik [2]

Die algebraische Summe der in dem abgeschlossenen Volumen enthaltenen Ladungen
(Gesamtladung) ist stets konstant, sie kann sich nur anders verteilen: >~ Q = const.
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o Die elektrische Ladung wird in Coulomb (C) angegeben: [Ladung] = C = As.

@ Alle Ladungen (Q) sind ganzzahlige Vielfache der Elementarladung
g=e=1,602-10"1C.

@ Gebrauchlich sind die folgenden idealisierten Ladungsverteilungen:

» Punktladungen, vgl. Seite 27

> Linienladungen: Querabmessungen « Langsabmessungen (bspw. Draht)
» Flachenladungen: flachige Anordnung

» Raumladungen: rdumliche Anordnung

e Daraus ergibt sich die Definition der Ladungsdichten p;y, 4 v}
» Linien-Ladungsdichte: pp, = % mit der Ladung @ und der Lange [
» Flachen-Ladungsdichte: p4 = % mit der Flache A

» Volumen-Ladungsdichte: py = g mit dem Volumen V'
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Erweiterung der “Materie” um Ladung

Die Masse ist eine grundlegende physikalische Eigenschaft von Materie und weist mehrere
wesentliche Eigenschaften auf:

o Tragheit: Die Masse eines Korpers bestimmt seine Tragheit.

o Gravitationswirkung: Jeder Kdrper mit Masse zieht andere Massen an.

o ErhaltungsgroRe: Die Masse bleibt in einem abgeschlossenen System.

o Additivitdt: Die Gesamtmasse eines Systems ist die Summe der Teil-Massen.

e Energiedquivalenz: Nach Einsteins Formel E = m c? ist Masse eine Form von Energie,
mit ¢ der Lichtgeschwindigkeit.

@ Unabhingigkeit von Zustand und Position: Die Masse eines Kdrpers ist unabhingig
von seiner Position im Raum und seinem physikalischen Zustand (fest, fliissig,
gasformig).
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Sonderfall: Die Punktladung

Um iiber die Ladungseigenschaften eines Raumpunktes Aussagen treffen zu kdnnen,
bezieht man sich auf ein infinitesimales Volumen mit einer infinitesimalen Ladung. Per
Definition bleibt der Quotient bei der Grenzbetrachtung AV — 0 endlich und man erhilt
die Punkt-Ladungsdichte:

lim 2@

= lim —

AV—0 AV

Eine rdumliche Anordnung kann alternativ auch mit der Delta- oder Dirac-Funktion fiir
den Raumvektor r, beschrieben werden:

PP

1 fir0

pp(rq) = Q(ry) = Q(r —7y), mit: () = {0 fir 2 £ 0

Die 0-Funktion wird nur ungleich Null fiir » — 7, = 0 und stellt dort einen unendlich
hohen, unendlich schmalen Impuls, mit der Impulsflache 1, dar.
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Elektrostatisches Feld

Tritt in einem Raum eine Wirkung durch eine Ladungsanordnung auf, spricht man von
einem Elektrostatischen Feld, welches von vektorieller Natur ist. Vektorielle Felder konnen
durch Feldlinien veranschaulicht werden; fiir jeden Punkt im Raum gibt es einen Betrag
und eine Richtung. Der Betrag wird durch die Dichte der Feldlinien reprdsentiert, wobei
die Richtung tangential zur Feldlinie verlduft. Man unterscheidet zwischen homogenen und
inhomogenen Feldern.

I

_ >

_— >
D

Abb. 8: Beispiel fiir ein homogenes und inhomogenes Vektorfeld [2]
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Es wird zudem fiir Vektorfelder zwischen reinen Quellenfeldern und reinen Wirbelfeldern
unterschieden.

Abb. 9: Quellenfeld: Inhomogenes elektrisches Feld Abb. 10: Wirbelfeld: Magnetfeld eines langen,
zweier gleichgroRer ungleichnamiger Punktladungen geraden, stromdurchflossenen Leiters [2]

(2]
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Das Coulombsche Gesetz

Fir die Einfiihrung des Coulombschen Gesetzes wird der experimentellen Entdeckung fiir
dieses grundlegende Gesetz gefolgt, welches besagt:

Coulombsche Gesetz

Eine elektrische Ladung Q5 iibt auf jede weitere Ladung Q1 eine Kraft F = F aus,
@ die proportional zu den beiden Ladungen Q1 und Q5 ist,
o die umgekehrt proportional zum Abstand 2 der Ladungen zueinander ist,

@ wobei die Richtung dem Einheitsvektor e, von Q2 nach )7 entspricht.

In diesem Beispiel stellt Q5 die felderzeugende Ladung, die auf Q1 wirkt, dar. Hierbei
stolen sich Ladungen mit gleichem Vorzeichen ab, wahrend sich ungleiche Ladungen
anziehen. Mit der Definition, dass die Kraft Fio auf Q1 wirkt und ihre Ursache in Q2 hat,
lautet das Coulombsche Gesetz:
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|Fi2| = Fi2
F12_kQ1Q2 T:kQIQQ 37
P 2o
1
[ —
47 e

€ : Dielektrizitatskonstante

Abb. 11: Darstellung Coulombsche Gesetz [2]

Die Einheit der Dielektrizitdtskonstanten e ist durch die gegebenen Einheiten der Ladungen
(Coulomb), des Abstandes (Meter) und der Kraft (Newton) definiert, mit

[ ] _ [Q]2 _ A252 _ A252 _ E

TTIFIIE T N T AV Vi
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Im Vakuum betragt der Wert fiir die Dielektrizitatskonstante, auch Permittivitdt genannt,

A
€= eo = 8,854 - 10—12\/—S

)

und ist eine Naturkonstante. Fiir unterschiedliche Materialien wird die einheitenlose
relative Dielektrizitatszahl €, eingefiihrt und man schreibt: € = €,.¢q.
Fiir die Uberlagerung der Krafte fiir mehr als eine Quelle gilt das Superpositionsprinzip.

Konvention

Die hier (willkiirlich) verwendete Konvention legt fest, dass die Kraft Fjo auf die Ladung
Q1 am Ort von 1, verursacht durch @2, wirkt.
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Die Elektrische Feldstirke
Mit den Erkenntnissen aus dem Coulombschen Gesetz wirkt eine Kraft auf eine Ladung @,
die proportional zu ihrer eigenen GroRe und einem Vorfaktor, der unabhangig von @ ist,
sowie von einer anderen Quelle Q5 gespeist wird:
Q2
F =
Arer2’”
—_—

E

Q

Dieser Vorfaktor wird als Elektrische Feldstirke E bezeichnet und
@ ist somit das Vektorfeld, verursacht durch eine felderzeugende Ladung Q.
o verl3uft fiir ungestorte Felder (hier: radial) ins Unendliche.
@ nimmt mit T% ab, wobei r die radiale Entfernung zum Aufpunkt angibt.
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e wird in der Einheit [E] = @l =R ﬁ = angegeben.

o verfligt iiber den gleichen Richtungssinn wie die Kraft.

VE

Abb. 12: Vektorfeld E einer positiven Punktladung (links) und einer negativen (rechts) Punktladung ohne
Fremdfeld (homogenes Quellenfeld) [2]
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Vergleich Coulomb-Kraft und Gravitationskraft

Bei der Betrachtung von Wechselwirkungen spielt fiir die Elektrostatik die Coulomb-Kraft
ein viel gewichtigere Rolle als die Gravitationskraft, obwohl fiir Elektronen, mit einer
Elektronenmasse von ca. 9,11 - 1073! kg, auch die Gravitationskraft gilt.

mim
Fo= kDo und Fo=c™ e,
mit der universellen Gravitationskonstanten G = 6, 6743 - 10*11%22 und den Massen mq

und mg. Das folgende Zahlenbeispiel verdeutlicht den jeweiligen Einfluss:

Zwei Bleikugeln® mit der Masse von je 1 kg ziehen sich im Abstand von 1 m mit der
Gravitationskraft Fg = 6,67 - 10~'! N an. Wire die elektrische Ladung der Kugeln nicht
durch Protonen neutralisiert, wire die abstoRende Coulomb-Kraft F- = 1,31 - 10%° N.

2pro Bleikugel: ca. 6 x 10*® Atome; Ordnungszahl Blei: 82
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2.2 Verhalten von Leitern im Elektrostatischen Feld

Bei der Betrachtung des elektrostatischen Feldes sind alles Ladungstransporte
abgeschlossen; es entstehen somit auch keine Stromwarmeverluste.

Feldfreiheit in leitenden Kérpern

Im Inneren eines ideal leitenden Korpers ist kein elektrostatisches Feld vorhanden: E = 0
und damit ist die Coulombsche Kraft auch F' = 0. Bedingt durch die Feldfreiheit verteilt
sich vorhandene elektrische Ladung an der Oberfliche, die dann eine Aquipotentialfliche
darstellt.

Wird der Ausgleichsprozess betrachtet, so konzentriert sich aufgebrachte Ladung zunachst
an der Kontaktstelle, an der Oberflache, durch die Kraftwirkung auf die beweglichen
Ladungstrager entsteht eine Ausgleichsbewegung, die zu einem elektrostatischen Zustand
fiihrt.
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Abb. 13: Das Aufprigen von Ladung und der Vorgang der Ladungsverteilung in Leitern [2]

Die Feldlinien des elektrostatischen Feldes E stehen stets senkrecht auf der Oberflache
leitender Kérper, da es keine tangentiale Komponente durch die zuvor stattgefundene
Ausgleichsbewegung gibt.
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Abb. 14: Feldlinien des elektrostatischen Feldes mit der Feldstérke E an einer Leiteroberflache [2]
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Influenz

Wird ein neutraler metallischer Korper in ein elektrostatisches Feld eingebracht, werden
sich die freien Elektronen im Korper so anordnen, dass im Inneren das elektrostatische Feld
wieder zu Null wird; diese Ladungstrennung dauert bei Metallen unter 10712 Sekunden. Im
Experiment mit den Maxwellschen Doppelplatten lasst sich dieser Effekt nachweisen.

feldfreier
Raum

— ]

YYVYVY

i

vy YVVVlllVVV vy

>
e
e
>
|

copd

SEEEEOOPPDHD
DDDTOODDDDDD
CIOEIOPOEDD
DODTODODDDDDD

YYVYY

Abb. 15: Die Maxwellschen Doppelplatten [2]
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Punktladungen auBerhalb des Ursprunges

Sind Ladungen beliebig im Raum verteilt und ist die elektrische Feldstarke im Raum
gesucht, miissen neben den Ladungen auch die entsprechenden Ortsvektoren
beriicksichtigt werden.
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2.3 Elektrische Spannung und Potential

Wird eine Ladung in einem elektrostatischen Feld durch dieses beschleunigt, so wirken
Krafte und es wird eine Arbeit geleistet.

o Die Krafte wirken auf freie Ladungen in

einem E-Feld®. -

@ Es wird eine Arbeit W verrichtet. o /?/ﬁ‘%—"

@ Bewegung positive Ladung entlang FmQr //i B
E-Feld: Q E 5 __>F
Kinetische Energie nimmt zu A

@ Bewegung negativer Ladung entlang Abb. 16: Krifte auf eine Punktladung [2]

E-Feld:
Potentielle Energie nimmt zu

b F-Feld stellvertretend fiir ein elektrostatisches Feld
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Wird eine Ladung zwischen zwei beliebigen Punkten A und B in einem E-Feld bewegt, so
muss dafiir die Arbeit W4 g verrichtet werden.

B B
WAB—/FdS—Q/Eds,
A A

——
Uas

mit dem Wegelement ds und der Spannung Up, betrachtet von A nach B. Die Einheit

VA
[‘/‘[/5]3] _ Ais _ T: =V angegeben.

der Spannung wird in [U] =

Linienintegral von E

Das Linienintegral der elektrischen Feldstirke E zwischen zwei Punkten, ist die Elektrische
Spannung zwischen diesen Punkten.
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Wegunabhangigkeit der Elektrischen Spannung

Um die Effekte und Wirkungen von elektrostatischen Feldern nachzuweisen werden
Probeladungen eingefiihrt.

@ Verwendung einer Probeladung Q)

@ Bewegung von @ entlang Cy von A
nach B

@ Bewegung von @ entlang Cs von B
nach A entlang C5

@ Es resultiert kein Energiegewinn bei
Umlauf

° Es rleSI:cItlert kein Energieverlust bei Abb. 17: Zur Wegunabhingigkeit von U [2]
mlau
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Q/Eds+Q/Eds:0:> %Eds:o

Geschlossenes Linienintegral der elektrischen Feldstarke

Das Linienintegral der elektrischen Feldstirke E entlang jeder beliebigen geschlossenen
Kurve ist Null. Allgemein gilt, dass ein Vektorfeld a, welches die Eigenschaft § ads =0
auf jeder geschlossenen Kurve erfiillt, wirbelfrei oder konservativ genannt wird.

Hier sei auch auf den 2. Kirchhoffschen Satz verwiesen, der besagt:
"Die Summe aller Teilspannungen in einer Masche ist Null".
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Die Uberlagerung der elektrischen Feldstirken in jedem Punkt des Raumes fiir beliebig
viele Ladungen muss vektoriell betrachtet werden.

Ek~_

Abb. 18: Feldbild der elektrischen Teil-Feldstirke E von zwei gleichgroRen Punktladungen [2]
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Das Elektrische Potential

Mit der Einfiihrung einer skalaren Ortsfunktion, dem elektrischen Potential ¢, kann
geschrieben werden:

B B
UAB:/EdszsaA—ch:>s03=¢A—/Ed82>\E:—V@B(“’7y’Z)‘
‘A A

: C(Sp(zy,2)  de(m,y.2)  dplwyz)  \T _
mit V o(x,y,z) = ( 52 €., 5y ey, 5. e.] und oy =0.
Potential und Aquipotentialflichen

Das Potential ist eine stetige Funktion, wobei man Flachen mit konstantem Potential
Aquipotential-Flichen nennt, auf denen die E-Feld Linien senkrecht stehen.
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@ Im Ohm'schen Gesetz U = R
werden U und [ richtungsgleich
gezahlt.

@ Positive Ladungen bewegen sich
entlang dem E-Feld.

ﬁ%

@ Spannung Uyp wird von A nach B Y, A

gezahlt.

® pa>ovp=Uip=9¢a—¢B Abb. 19: Vorzeichen der elektrischen Spannung [2]

B
Ist o4 = @i (Aquipotentialfliche), so ist /Eds =0 und somit ist E 1 ds.
A
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Abb. 20: Ladungsanordnung mit E-Feld [4]
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2.4 Die Erregung des Elektrostatischen Feldes

Das Coulombsche Gesetz beschreibt,

@ nicht den Zusammenhang zwischen einer Ladung und dem von ihr erzeugten E-Feld.

Q

o die bereits bestehende Feldstarke fiir eine Punktladung mit E = T2 er
TET

Die Elektrische Flussdichte

Ein E-Feld tritt aus einer geladenen Oberflache A aus. Die Elektrische Flussdichte (auch:
Elektrische Verschiebungsflussdichte, Verschiebungsdichte) ist als Grenzwert mit

. AQ
1Dl = Jim o0

definiert und ist somit materialunabhdngig. Und entspricht der Definition einer
infinitesimalen Flachenladung, vgl. S. 25.

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 49 / 249



Entstehung Elektrische Flussdichte
Metallkugel positiv geladen mit +@Q und 1 Nichtleiter

umgeben von einer Metallhiille,

isoliert durch ein Dielektrikum.

Influenz auf die innere Metallhiille =
Ladungstrennung.

@ Es existiert ein Elektrischer Fluss oder
Verschiebungsfluss W2,

@ U mit Zihlrichtung von E.

o Elektrische Flussdichte D = % mit der
Flache A

“HilfsgroRe fiir die Kraftwirkung

Metallkugel i Metallhiille

Abb. 21: Anschauung Elektrische Flussdichte D [2]
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Da das D-Feld materialunabhidngig ist muss es nicht gleichmaRig auf Flachen verteilt sein
und kann somit auch beliebige Winkel mit der Flachennormalen aufweisen, allgemein ist
der Verschiebungsfluss definiert als:

\Il—/ DdA

Richtung D-Feld

Da die Ladungsverschiebung gerichtet ist, weist die elektrische Flussdichte D in die
Richtung des E-Feldes.

Die Einheit der elektrischen Flussdichte® ergibt sich zu: [D] = 4 = —.

“auch: Ladungsdichte freier Ladungstriger
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Der GauRsche Satz der Elektrostatik

Der GauBscher Satz der Elektrostatik ist ein fundamentales Grundgesetz der Elektrostatik
und beschreibt den elektrischen Fluss ¥ durch eine geschlossene Fliache (Hiille).

Der Fluss der elektrischen Flussdichte D durch eine beliebige geschlossene Fliche ist
gleich der, von der Flache insgesamt umbhiillten, Ladung:

#DdA:Q :>‘divD(x,y,z) :pv‘

wobei: div D(z,y,z) = a;)x + a;)y 4 88Dz
X Y z

Mit der Volumen-Ladungsdichte py und dem Flichenelement d A, das auf geschlossenen
Flachen stets nach auRen zeigt.
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Der GauBsche Satz gilt:
o fiir beliebig geformte Hiillflachen.
o fur nichtleitende Hullflachen auf denen das elektrische Feld nicht senkrecht steht.

@ auch fiir zeitlich schnell verdnderliche Felder und beschreibt eine Maxwell Gleichung.

Da die Ladungen als Erregung fiir den Raumzustand angesehen werden, der sich durch
Kraftwirkungen auf Ladungen bemerkbar macht, wird die elektrisch Flussdichte D oft
elektrische Erregung genannt. Somit fiihrt das Vorhandensein einer materialunabhangigen
Flussdichte zu einem elektrischen Feld, welches sich durch eine Kraftwirkung bemerkbar
macht:

Q=VY=D=FE=F
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Zusammenhang von E- und D-Feldern

Die Felder E-Feld und D-Feld unterscheiden sich in ihrer Natur durch die folgenden
grundlegenden Merkmale:

@ Die elektrische Feldstdrke E ist materialabhdngig und ist direkt
der Wirkung des elektrischen Feldes, der Kraftwirkung F', zugeordnet:

F=QE

o Die elektrische Flussdichte D ist materialunabhingig und direkt
der Ursache, also den felderzeugenden Ladungen, zugeordnet:

\IJ:/ DdA
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Das Materialgesetz der Elektrostatik

Die beiden FeldgroRen (E und D) haben in linearen und isotropen Materialien dieselbe
Richtung, so dass sie sich ausschliellich in einem skalaren Faktor unterscheiden.
In linearen und isotropen Dielektrika besteht der Zusammenhangd:

’DzeEzeoeTE

dPolarisation P wird an dieser Stelle vernachlissigt.
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Tab. 1: Materialeigenschaften

Permittivitdt kritische Feldstarke

€p ’Ek‘
kV/cm
Luft 1,00059 20...30
Glimmer 5.7 bis 100
Isolierdle ca. 5,5 50...300
Hartporzellan 4.8 300...350
Quarz 4.5 300.400
Polystyrol 2.3 1000
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2.5 Feldstarke und Potential spezieller Ladungsverteilungen

Sollen elektrische Feldstarken und elektrische Potentiale einer gegebenen
Ladungsverteilung bestimmt werden, so wird der GauBsche Satz fiir die Bestimmung der
elektrischen Flussdichte D angewandt.

Das Vorgehen dabei ist immer wie folgt:

@ Ansatz: () = #DdA

@ Wahl einer moglichst symmetrischen Hiillflache.

o Lage der Hiillflachen sollte so gewahlt werden, dass das Skalarprodukt fiir
Teilabschnitte einfach zu I6sen ist, mit

» D1 dA
» D |l dA
> D:O

Im Folgenden werden Beispiele fiir klassische Quellanordnungen betrachtet.

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfiihrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 57 / 249



Feldstirke und Potential einer Punktladung
Es wird das, durch die Ladung +Q erregte, E-Feld im Punkt P(r) gesucht.

o Radiale Feldlinien starten auf Q.

@ Bei Abstand || sind E und D konstant, vgl. L dA
Abb. 25. 4--dP
l’ T >
#DdA = D#dA:DMrQ:Q <
D|dA
Kugel Kugel
Q Q
D(r) = A | Elr)=——e,
(r) A2 © (r) Arer? ©
op(r) = Q Abb. 22: Positive Punktladung [2]
dmer
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Schon die Gesamt-Feldstdrke von zwei Ladungen l&sst sich nicht mehr mit einfachen

Mitteln tiber den GauBschen Satz berechnet, da keine Hiillflache zu finden ist auf der
ganzlich D 1L A gilt.

Abb. 23: Feldlinienverlauf von D und E bei zwei gleichnamigen, gleichgroBen Ladungen [2]
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Feldstidrke und Potential einer geladenen metallischen Kugel

Es wird das, durch die Kugelladung mit dem Radius R, erregte E-Feld im Punkt P(r)
gesucht.

o E-Feld und Potential fur
R < r < o0o: wie Punktquelle

@ E-Feldfir0<r<R:D=E =0,
@ Potential fur 0 <r < R:

wp(r) = 472 R

= metallische Korper sind dquipotential.
Abb. 24: Positive Ladung auf metallischer Kugel [2]
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Abb. 25: Verlauf E-Feld und Potential ¢ einer Abb. 26: Verlauf E-Feld und Potential ¢ einer
Punktladung [2] geladenen Kugel [2]
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Feldstirke und Potential einer weit ausgedehnten Metallebene

Es wird das, durch die Ladung auf einer quasi unendlich ausgedehnten geladenen Ebene
erregte, E-Feld im Punkt P(r) gesucht.

Prof.

+P,

Finite Flichenladungsdichte: p; = Q o D >

“Ps =y E<~——>E
Das E-Feld steht senkrecht auf der ——
Flache A in Richtung +e,. — B >
Hiillfache: Parallelepipedische Flache ——
mit sechs Teilflachen (Kasten): ;—2—:
auf vier Teilflachen: D 1 dA < >
auf zwei Teilflachen: D ” dA Abb. 27: Quasi unendlich ausgedehnte geladene

Platte [2]
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Abb. 28: Berechnung des E-Feldes einer quasi unendlich ausgedehnten geladenen Platte [2]

ﬂ DdA =¢ # EdA_eZEdA A 2eFEA=p,A,

Kasten Kasten
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und somit:

Ps
E="=
2€em

Das E-Feld ist homogen und die Feldstirke konstant.
Fiir die Bestimmung des Potentials wird zur einfacheren Berechnung ¢(zo = 0) =0
angenommen, vgl. Abb. 32.

pla) = plao) — [ Do = [ L2
Ty 0
_ b
pla)=—5 @

Das Potential ¢(x) variiert linear mit dem Abstand zur Ebene.
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Feldstarke und Potential von zwei parallelen, geladenen Platten

Gegeben seien zwei parallele Platten, geladen mit +ps und —ps im Abstand d, so kann das
Gesamtfeld durch Superposition bestimmt werden.

+ps -ps +ps _ps +pe -p.s‘

< > = < > > <=

D 'S D PR S D b 4=
g S “—d <SPERd d >
g ———-»g ---- ————»E)————vg«———— E >

Bl N < P DI < P s

—— e =

p Q & 0 S o = D e g
’E ‘— o 2 > S D o> i >
x tanl e B = >
€A «—b—> S <« >O—> d >

D BN PR NN RS P B >

< > *@ < " :9* > >
a) b) ) d)

Abb. 29: Superposition der Feldstérken von zwei Platten [2]

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfiihrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 65 / 249



Diese Anordnung entspricht einem Plattenkondensator und es gilt:

o Fiir einen groBen Abstand d zwischen
den Platten herrschen inhomogene
Randeffekte vor.

e Aquipotentiallinien | E-Feld

@ fiir ¢9 = 0 und die Spannung U
zwischen den Platten

P(pl:%
P(p2:%
> p3 =3
>s04:U

¥y

@,

I ®,

L | |
%)
®, :

Abb. 30: Aufbau eines Plattenkondensator [2]
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Feldstarke und Potential einer Linienladung

Es wird das, durch eine Linienladung eines unendlich langen Drahtes erregte, E-Feld im
Punkt P(r) gesucht. Mit der Annahme, dass das Potential ¢(7,) = 0 sei, ergibt sich:

ﬁDdA:leéeE%Trl:le

r

_ pr dr  pL r
¢ = — | —/——=—-—"1Inr
E|dr 2me r 2me T
o
r
0= PL In (;p)
2me T

Das Potential variiert bei allen Anordnungen,
die zylinder-symmetrischen, sind logarithmisch.
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Abb. 31: Linienladung [2]
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Abb. 32: Verlauf E-Feld und Potential ¢ einer Abb. 33: Verlauf E-Feld und Potential ¢ einer
geladenen Ebene [2]. Linienladung [2].
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2.6 Bedingungen an Grenzflachen

Grenzen unterschiedliche Isolationsmaterialien mit unterschiedlichen
Dielektrizitatskonstanten aneinander, so unterscheiden sich D und E nicht mehr nur um
eine Konstante.

o Grenze zwischen zwei Materialien mit ¢; und es.
o Die elektrische Feldstdrke muss immer ¢ E ds = 0 erfiillen.
@ Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke E; ist stetig.

@ Die elektrische Flussdichte muss immer {f D dA = Q erfiillen.
(Annahme: Quellfreiheit der Materialgrenzen)

@ Die Normalkomponente der elektrischen Flussdichte D,, ist stetig.
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Abb. 35: Normalenkomponente von D [2]
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Brechungsgesetz der Feldlinien an Grenzflichen

Das Verhalten der Normalenkomponente von E und Tangentialkomponente von D kann
wie folgt beschreiben werden:

E
m——und = = —.

E,, €9 €1 €2 D, €2

€1 .En1 = €9 En2 =

Mit den beiden korrespondieren Winkeln a7 und «s ergibt sich das Brechungsgesetz der
Feldlinien an Grenzflachen mit

tanaq = By _ Dy, _ By _ D,

E,, D, E,, D,

tana;  Ey En,  Dp,e € N tana; €1
M an as E, E, D, e tanas €y |
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Hochschule Bremen
iy Uniarity of Applied Siences.

D-Feld, a, = 0° D-Feld, a, = 13°D-Feld, o, = 27°D-Feld, o, = 67°D-Feld, o, = 82°D-Feld, a, = 90°D-Feld, a, = 27°D-Feld, a, = 67°
5 5 T 5 T 5 T 5 T 5 T 5 T 5 T

4o =1 1 afeg =t 1 4t =t 1 afeg =t 1 afeg=t 1 afeg =t 1 afq=3 A ap=3
3r 1 3f 1 3f 1 3f 1 3f 1 3f 1 3f 1 3f 1
2r 1 2f 1 2f 12 2r 1 2f 1 2f 1 2f 1
1 11 1 11F 11F 11F 11F 1 1r 1

[m] = =
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Hochschule Bremen
iy Uniarity of Applied Siences.

E-Feld, a, = 0° E-Feld, o, = 13°E-Feld, o, = 27°E-Feld, a, = 67°E-Feld, a, = 82°E-Feld, a, = 90°E-Feld, a, = 27°E-Feld, a, = 67°
5 5 T 5 T 5 T 5 T 5 T 5 T 5 T

4l =1 1 afe =t 1 afe =t 1 afe =t 1 afe =t 1 afe =t 1 4fq=3 A ar=3
3r 1 3f 1 3f 1 3f 1 3f 1 3f 1 3f 1 3f 1
2r 1 2f 1 2f 12 2r 1 2f 1 2f 1 2f 1
1 11 1 11f 11f 11f 11f 11f 1

[m] = =
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Verhalten von E-Feld und D-Feld bei Quer— und Liangsschichtung

@ Querschichtung
Steht die Grenzschicht senkrecht zu den Feldlinien von E-Feld und D-Feld, so
beschreibt diese eine Aquipotentiallinie. Das D-Feld bleibt stetig an der Grenzfliche
wohingegen eine sprunghafte Anderung des E-Feldes stattfindet.

@ Lingsschichtung
Verlauft die Grenzschicht parallel zu den Feldlinien von E-Feld und D-Feld, so bleibt
das E-Feld stetig an der Grenzfliche wohingegen eine sprunghafte Anderung des
D-Feldes stattfindet.
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S g S 4SS S
D \ S =N S D \\ >5 D <=
s > EB > BT g > S Z <=
T TN S o\ > ‘ >
D NS D S D = S5 S
b > DL, > D > S5 >
D S s S D € s S5 s
o > e > e e & >
d = B> >0 D > d >
> D > D = >
s > 4 > > D > s >
b »O D S D = S5 >
5 > e, »O » o > O
d, d, d, d, d d
D-Feld E-Feld D-Feld E-Feld
Abb. 36: Querschichtung von Dielektrika [2] Abb. 37: Langsschichtung von Dielektrika [2]
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2.7 Kondensator und Kapazitat

Der allgemeine Aufbau von Kondensatoren umfasst zwei gegeneinander isolierte
Elektroden, die entgegengesetzt geladene werden®. Der aufgepriagten Ladungen (+@Q und
—Q) folgt eine Spannung U und somit eine Potentialdifferenz ¢1 — 2 . Der Raum
zwischen den Elektroden ist dielektrisch gefiillt, in diesem wird das E-Feld verdichtet; im
AuRenbereich entsteht kein Streufeld (ldealisierung). Die Aufnahmefahigkeit des
Kondensators fiir Ladung ist die maRgebende GroRe und wird Kapazitit C genannt, d.h.
die Ladungsmenge @, die bei einer Spannung U auf den Kondensator-Oberfldchen
gespeichert werden kann. Es gilt:

ff DdA
0227
[i Eds

>0=|C=

SO

A
Die Einheit der Kapazitdt wird in: [C] = Vs = Farad = F angegeben.

¢Umgangssprachlich: "Der Kondensator tragt die Ladung Q".
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Ladevorgang eines Kondensators

Zur vollstandigen Darstellung wird der Ladevorgang eine Kondensators dargestellt.

Anlegen einer Gleichspannung zum u_C
Zeitpunkt tg. %%
Elektronen werden zwischen den

Elektroden umverteilt. U

Dynamischer Vorgang bis die Spannung
zwischen den Elektroden auf U
gestiegen ist.

Der Strom ist beim Anlegen g maximal.

Verzdgerter Anstieg der Spannung

Der Strom eilt vor

Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfiihrung in die Elektrodynamik

3. Juli 2024

Abb. 38: Einschaltvorgang Kondensator [2]
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Impedanz des Kondensators

Ergdnzend wird der Kondensator im Wechselstromkreis betrachtet. Im Wechselstromkreis

kann der Strom als eine zeitliche Anderung von Ladung verstanden werden, mit

. t
I(t) = % Mit der Definition der Kapazitdt Q = C U(t) ergibt sich I(t) = C dgli) Es
wird eine sinusformige harmonische Schwingung (U, I € C) mit U(t) = U et und

I(t) = I e/t betrachtet.

au d [~ . 1
= _— = e _]’LUt = 1 ]wt = —
1 Cdt Cdt(Ue ) CijZ - U ijI

Daraus folgt der Wechselstrom-Widerstand, die Impedanz, des Kondensators:
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Parallel- und Reihenschaltungen von Kapazititen

In der Praxis kommt der Betrachtung von Parallel- und Reihenschaltungen von
Kapazitdten, insbesondere bei parasitdren Effekten, eine hohe Bedeutung zu.

+ + + U -

Q, Q, Q l Q c ¢ cC c
U t ¢ At G, = » U t c T = + |2_ | = _+{ -
—‘7 R Il |
° o U1 Uz U:; Un
Abb. 39: Parallelschaltung von Kondensatoren [2] Abb. 40: Reihenschaltung von Kondensatoren [2]
- 1 -1
c=Y ¢ =3 =
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Die Kapazitat spezieller Anordnungen: Zylinderkondensator (Koaxialkabel)

In der Nachrichtentechnik werden zur Abschirmung vor hochfrequenten Stérungen haufig
Koaxialkabel eingesetzt.

@ Runder Innenleiter mit Radius R;
= Linienleiter

o Dunner AuBenleiter
= Flichenleiter

@ Der Zwischenraum mit Radius R, ist ,
gefiillt mit Dielektrikum. Isolation

Aupenleiter
(Geflecht)

@ Linge | » Radius R{i,a} Abb. 41: Darstellung Koaxialkabel [2]

Zur Bestimmung der Kapazitat wird ein Zylindermantel mit einem Radius R; < r < R,
und eine Ladung @, auf der Lange [ verteilt, angenommen.
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Die Zylinderkappen liefern keinen Beitrag, da D 1 A; der GauBsche Satz liefert:

# DdA = D # dA=D2rrl=Q
D|dA

Zylinder Zylinder

Q

o2mrl Er; (r) o2rrel er

= D(r)
Die Spannung U zwischen den Leitern ergibt sich zu (vgl. S. 67):

I TQ ar  Q R

r a
/ TEHdr 2rel r 2mel n(R,-)
R; R;

T
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sich das Potential zu:

N D
Mit der Annahme, dass p(R;) = 0 ergibt \\&‘
N

T r E i
Q dr R R T
—o(R)— | Edr = — il Ul e i
o) =lR) -~ [Bar—— [ ;20 (A
R; R; |
_ Q n r Abb. 42: Verldufe des Zylinderkondensators [2]
2mel R;
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Die Kapazitit spezieller Anordnungen:
Zylinderkondensator mit Mehrschichtdielektrikum

In der Praxis ist ein haufig auftretender Storfall die Abldsung des Dielektrikums vom
Innenleiter.

@ Zwischenraum 1 mit Radius R,,:
gefiillt mit Dielektrikum €; = €

@ Zwischenraum 2 mit Radius R, — Ry:
gefiillt mit Dielektrikum e
e Grenzschicht L D : D,, = D,,
Q

2mrl
0 e by =e ks Abb. 43: Mehrschichtdielektrikum [2]

0D1:D2:
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Daraus ergeben sich die Feldstédrken in den Zwischenrdumen

o fir R; <r <R, E

Q

EFi=—
! 2rrerl

o fir R, <r <R,

—o—‘—o—) r
L Q R R, R
2rregl Abb. 44: Verliufe des Zylinderkondensators [2]

In einer sehr diinnen Luftschicht entstehen sehr hohe Feldstarken, die zu einem
Durchschlag und Zerstérung fiihren kdnnen, vgl. Tab. 1.
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Die Spannung U zwischen den Leitern ergibt sich zu:

oo o f oo 4
r r
U= — —
/27rell r + 2mreal 1
R; Rm

Q|1 R, 1 R,
- 2ml |:61 I ( R; > * € n (Rm>] '

Die Gesamtkapazitat dieses Aufbaus ergibt sich aus der Reihenschaltung der beiden

Teil-Kapazitaten:
In Fom In Fa
1 R; Ry,
= +

Cy 2merl 2megl
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Die Kapazitit spezieller Anordnungen: Doppelleitung

In der Praxis ist die Kapazitdt einer Doppelleitung, also die Anordnung von zwei parallelen
Leitern, der Lange [ und des Radius R, im Abstand a von Interesse.

@ Die Ladungen sind gleichmaRig auf den

Leitern verteilt. R .
@ Links: positive Ladung KD ] N
@ Rechts: negative Ladung N % F \'J ’
@ Abstand a >> R 2 2
@ Der Zwischenraum ist mit Luft gefiillt. Abb. 45: Doppelleitung [2]

@ Die Lange [ >> Radius R

Es bildet sich ein inhomogenes Feld zwischen den beiden Leitern aus.
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Fiir einen beliebigen Punkt auf der z-Achse wird das E-Feld als Superposition der
Einzelfelder bestimmt.

Abb. 46: Inhomogener Feldverlauf einer
Doppelleitung [2]
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Die Spannung U zwischen den Leitern ergibt sich zu:

a_p a_p

2 2
Q 1 1 Q a
— E dz = de=—% m(2_1).
UE||ez/ = el rrg T ) i (F-1)
S+R

a

2

Die Kapazitdt der Doppelleitung ergibt sich mit ¢ >> R zu:
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Die Kapazitdten idealer Kondensatoren [2]

Zylinderkondensator
Plattenkondensator

o €€ A 0_27T€0€rl
- d Ry
In i
A 47
. A
d
Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfiihrung in die Elektrodynamik
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Die Kapazitit spezieller Anordnungen: Uberblick

Plattenkondensator Réhrchenkondensator Schichtkondensator
A
—

Wickelkondensator Elektrolytkondensator Drehkondensator
Abb. 47: Unterschiedliche Bauformen fiir Kondensatoren [3]
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2.8 Energie und Krafte im elektrostatischen Feld

Im Folgenden wird die elektrische Energie, die bendtigt wird, um positive und negative
Ladungen aufzuprigen, sowie die Krifte im elektrostatischen Feld, erlutert.

Elektrische Energie und Energiedichte

Im Aufladevorgang wird dem Kondensator elektrische Energie zugefiihrt. Die benétigte
elektrische Arbeit ist W, = [ uc(t) i(t )dt' hier beschreiben uc(t) und i.(t) die
Momentanwerte im Ladeprozess. Mit u, = &, i = dt und @ = CU ergibt sich:

00 Q
/qq 1/

cal=¢g/ad
0 0

Fiir den Plattenkondensator l3sst sich die gespeicherte Energie auch mit

1 1, ., 1
=5 = |We=5CU*=5QU

1Q*
C

DO \
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dem E- und D-Feld ausdriicken, W, = fOQ uedg, mit u. = Ed und dg = AdD:

D D
W.= Ad /EdD—V/EdD.
~
Volumen 0

Fiir die Energie pro Volumen, die Energiedichte, ergibt sich:

D D
W, 1 D? B2 DE
we:e:/EdD:/DdD::> we =" =22
V € 2€
0 0

Gespeicherte Energie im E-Feld

In einem Kondensator wird die Energie im elektrostatischen Feld, also zwischen den
Elektroden, gespeichert.
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Krafte im elektrostatischen Feld und Virtuelle Verschiebung

Werden homogene Dielektrika betrachtet und ist die Ladungsverteilung bekannt, kann mit
F = QQ E die wirkende Kraft im E-Feld beschrieben werden. Sind diese Voraussetzungen
nicht erfiillt, wird das Prinzip der Virtuellen Verschiebung eingesetzt.

Virtuelle Verschiebung

Betrachtung der Energiebilanz: Es sei ein Kdrper um ein infinitesimales Wegstiick ds unter
der Wirkung der elektrostatischen Krafte virtuell verschoben. So wurde durch diese Kraft
F; die mechanische Arbeit dW, = F ds geleistet, mit W, fiir die elektrostatische Energie.

Fiir die elektrostatische Kraft ergibt sich, wenn die Ladung ¢ bzw. die Spannung U

konstant bleibt
FS:_<dWe> _ <dWe> '
ds q=const. ds U=const.
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1
Hier ergeben sich mit W, = 3 QU die folgende Fille:

@ Bei konstanter Spannung U

» +F,: Potentielle Energie W, des Systems nimmt zu
» —F: Potentielle Energie W, des Systems nimmt ab

@ Bei konstanter Ladung @
» —F: Potentielle Energie W, des Systems nimmt zu

» +F,: Potentielle Energie W, des Systems nimmt ab
Resultierende Krafte

Nur wenn eine energetische Anderung des Systems stattfindet, also die Energiezustinde
verandert werden, entstehen wirkende Krafte.
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Krafte auf bewegliche Ladungen

Fiir viele Anwendungen ist das Verhalten von Elektronen in elektrostatische Feldern von
Bedeutung. Hier wird zunichst die allgemeine Beschleunigung von Ladungen betrachtet.

Prof.

Homogenes E-Feld in Richtung e,: E,

Wirkende Coulombsche Kraft: eSS TesTesTesTe STt eagesgen |
Fm = Q E:l? Q
Startgeschwindigkeit bei YYYYYYTYY
vix=0)=v9=0 E

Erreichte Endgeschwindigkeit: v,

Elektronenmasse: m

Fiir die Ladung Zugewinn an kinetischer Abb. 48: Freie Ladung im E-Feld [2]
Energie
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Die Ladung wird von vy auf v, beschleunigt; die aufgenommene kinetische Energief betrigt

1
AWgin, = 3 m (vg — v%)
und wird dem E-Feld bei konstanter Spannung U = E, d mit AW, = Q U entnommen.

Mit der Startgeschwindigkeit von vg ergibt sich:

AWk’LTL = AI/Vel
= m (vgz_ U(Q]) _ QU

2
/2
:>mU5:QU:>’Ue: QU
2 m

fallg. Whin = %va
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Ablenkung in Elektronenstrahlr6hren

Innerhalb einer Elektronenstrahlrohre wird die vertikale und horizontale Ablenkung durch
elektrostatische Felder zwischen parallelen Platten realisiert.

e Homogenes E-Feld: E = (0, Ey)T Y 7 e

o Coulombsche Kraft: F' = (0, Fy)T i |

o Eintrittsgeschwindigkeit: vy = (vg,,0)" Ul d > | T
o Elektronenmasse: m v v ! Vv vov v

@ Spannung zwischen den Platten: U, SSSSSSSSSsss

o Plattenldnge | und Plattenabstand d _l Sctirm

o Evakuierter Glaskolben Abb. 49: Ablenkung im E-Feld [2]
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Das negative geladene Elektron wird in Richtung positiv geladener Platte abgelenkt. Die
U
Coulombsche Kraft wirkt ausschlieRlich in y-Richtung mit F, = Q E, = Q —Z. Das

d
Elektron wird konstant in positiver y-Richtung beschleunigt, mit:
U,
may = Q E, iay—gg

Die Zeit, die das Elektron fiir die Strecke [ benétigt ist ¢t = UL Nachdem das Elektron
0z

das homogene E-Feld durchlaufen hat, betragt die Geschwindigkeit des Elektrons

QU, I

vy(w:l):ayt:m 4o
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Die Reibung mit den verbleibenden Luftmolekiilen kann vernachldssigt werden, daher
verandert sich die Geschwindigkeit des Elektron nicht mehr und es verlasst auf einer
Graden unter dem Winkel o das E-Feld:

Uy QU

tana = — = .
v mdvgz

T

Wird das Elektron initial durch eine Spannung U, beschleunigt, so ergibt die
Startgeschwindigkeit zu:

2QU,

m

Vo, —

x

und der Austrittswinkel zu:
QUylm

l
t e
M= d2QU, 24

Uy
U,
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3 Stationare Elektrische Felder

Die kollektive Bewegung von geladenen Teilchen bildet das elektrische Strémungsfeld. In
Isolatoren sind die elektrischen Ladungen unbeweglich, so dass sich im Idealfall kein Strom
ausbilden kann — dies wurde fiir den elektrostatische Zustand bereits betrachtet.

Die Grundsatze des elektrischen Stromungsfeldes sind:

@ Verursacht eine Gleichspannung einen Strom ergibt dies ein stationdres Strémungsfeld.
@ Dies ist gleichbedeutend mit einem konstanten Strom.

@ Die Elektrostatik betrachtet stets den stromfreien Zustand.

@ Bisher: Gleichstromnetze mit Linien-haften, diinnen Leitern — homogener Strom

@ In technische Anwendungen werden haufig raumlich beliebig ausgedehnte, geformte
stromfiihrende Korper eingesetzt, daher kdnnen inhomogene Stréme auftreten, bspw.
Kondensatoren mit defekten Dielektrikum, hohe Kurzschluss- oder Betriebsstrome.
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Das Innere von Leitern ist nicht feldfrei.

Physikalische Stromrichtung: Elektronen
werden entgegen dem E-Feld
beschleunigt.

Technische Stromrichtung: Ladungen
werden mit dem E-Feld beschleunigt.

Fiir die Elektrostatik werden zwei
vektorielle FeldgroBen, das E-Feld und
D-Feld, bendtigt, um alle Effekte im
Vakuum und Leitern zu beschreiben.
Fiir elektrische Stromungsfelder werden
zwei vektoriellen Feldgroen bendtigt:

» die elektrische Feldstdrke (E-Feld )
» die elektrische Stromdichte J

Aquipotentiallinien

Engstelle

Feldlinien

Abb. 50: Beispiele fiir homogenes und inhomogenes
Strémungsfeld [2]
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3.1 Eigenschaften des Elektrischen Stromungsfeldes

Die Netzwerktheorie geht in Leitern von Stromstarken I = % mit der Annahme
homogener Ladungsverteilung, aus.

Die Elektrische Stromdichte; Kontinuitdt des stationdren Stromungsfeldes

Bei inhomogener Stromung, kann die Stromdichte zur Beschreibung des Stromungsfeldes
herangezogen werden, mit

Al ll
J =5 dabeisind: a= N\ i
dr — /\ -

dr— e
@ AA elementare Querschnittsflache ‘”m

o AI durch AA elementarer
Stromanteil

dI

Abb. 51: Erlauterung der Stromdichte [2]
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Allgemein ldsst sich die skalare GroRe, der Strom I, schreiben als
I://JdA://JdA cos Z(J, dA) = //JdA
J|dA
A A A

Elektrische Stromdichte J

Die elektrische Stromdichte ist eine ortsabhdngige Funktion und in allen Punkten parallel
zur Geschwindigkeit v der Ladungstrager.

Analog zur elektrischen Flussdichte D ist die elektrische Stromdichte J eine flachenhafte
GroBe:

d dl
Q.

A
——, und wird in der Einheit: [J] = ) angegeben.

D=1 Y=
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Kontinuitatssatz: GauBscher Satz des stationaren Stromungsfeldes

Der Gesamtstrom durch eine geschlossene Flache (also eine Hiille) entspricht im
stationdren Zustand stets Null.

ZI:#JdAzO

Dabei miissen stets alle Strome entsprechend ihres Vorzeichens® betrachtet werden, also
hinein- und herausflieBende Strome. Hier sei auch auf den 1. Kirchhoffschen Satz
verwiesen, der besagt: "Die Summe aller Strome, die in einen Knoten hinein flieBen ist
Null".

Ewillkiirlich gewahlter Z3hlsinn
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Dies fiihrt zu der Konsequenz, dass entlang eines elektrischen Leiters der Gleichstrom
konstant sein muss.

Jous forfr [ - AL

Mantel

//JdA + // JdA= -1 +1,=0 | --------------- g

gedachte
Hiille

= H Abb. 52: Gewahlte Integrationshiille [2]

Somit ist die Normalenkomponente der elektrischen Stromdichte J stetig und dhnelt der
Stetigkeitsbedingung fiir das D-Feld.

~
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Die elektrische Stromdichte J muss stets die Bedingung erfiillen:

Prof.

n
# JdA =0.
A
AuRerhalb des Leiters ist J = 0, @
somit gilt J,, = J; = 0. P

Damit muss J,, im Inneren des Leiters
auch gleich Null sein. @
K,> K,

Das Stromungsfeld im Leiter verl3uft
tangential zur Oberflache. Abb. 53: Stetigkeitsbedingung von J [2]
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Geschlossenes Hiillenintegral von J

Das Flachenintegral der elektrischen Stromdichte J durch eine beliebig geschlossenen
Flache (Hiille) ist im stationdren Zustand Null. Der Gleichstrom kann nur in geschlossenen
Kreisen flieBen.

Allgemein gilt, dass ein Vektorfeld V', welches die Eigenschaft # V dA =0 auf jeder
Hiille erfiillt, quellenfrei oder Wirbelfeld genannt wird.
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Wegunabhangigkeit der elektrischen Spannung

Auch im stationdren Stromungsfeld besteht weiterhin die Giiltigkeit fiir die
Wegunabhéangigkeit der Spannung mit den folgenden Konsequenzen:

@ Die elektrische Feldstirke E ist %Eds =0
wirbelfrei. B
@ Die Spannung ist wegunabhangig. Uip = /Eds = ou— op
@ Die elektrische Feldstarke kann auch in “2
Abhangigkeit des Potentials beschrieben B
werden mit: E = —grad (). o= 04— /Eds
@ Die Tangentialkomponente des E-Feld °
ist stetig. E - E
t1 — to
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Mit diesen Eigenschaften, die identisch mit der Elektrostatik sind, ergeben sich fiir das
stationdre Stromungsfeld die folgenden Konsequenzen.
In Leitern,

sind Leiter-Oberflachen nicht
aquipotential.

o steht das E-Feld nicht senkrecht auf der
Leiter-Oberflache. BT
@ besteht im Inneren keine Feldfreiheit.
. . . <> S m—
o gilt im angrenzenden Medium P-$,=0 Pr=Py*0
E;, = E;, > 0, mit der spezifischen Abb. 54: Vergleich des elektrostatischen und des
Leitfahigkeit k. stationaren Falls [2]
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Das Materialgesetz des Elektrischen Stromungsfeldes

In Analogie zu der Verkniipfung der beiden beschreibend FeldgroRen der Elektrostatik
werden im stationdren Stromungsfeld, die Stromdichte J und der elektrischen Feldstarke
E iiber die spezifische Leitfahigkeit x miteinander verkniipft.

Dies beschreibt die Verallgemeinerung des Ohmschen Gesetzes; gingig ist ebenso die
Verwendung des spezifischen Widerstandes mit p = %

o Leitwert: G =& %

AT
o Leitwert ist auch: G = —

AA AT Y B

Al
°:>/€E—A7U:>H E

~i
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Der spezifische Leitwert wird in

Siemens S . 1
(k] = - _E’mlt's_ﬁ

und der spezifische Widerstand in [p] = Qm
angegeben. Da Querschnitte von Leitern oft
in mm? angegeben werden, ist auch die

2

Q :
Einheit [p] = mm gelaufig.

Tab. 2: Spezifische Leitwerte

KinS/m
Kupfer 56 - 106
Aluminium  (33...38) - 106
Eisen (6,7...10) - 10°
Silber 62,5 - 10°
Messing 12,5- 106

Chromnickel 0,9- 106

Ein aktuelles Forschungsgebiet stellen die Supraleiter dar, diese weisen fiir den absoluten
Nullpunkt (0 K = —273,15°C) keinen elektrischen Widerstand auf
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Gesetz iiber die Energiewandlung in Leitern

In stromdurchflossenen Leitern entsteht durch die Reibung der Ladungstrdger mit dem
Metallgitter stets Warme, man spricht auch von Dissipation. Dies wird durch die
Leistungsdichte p = J E ausgedriickt.

Energiewandlung in Leitern

Die abgegeben Leistung des elektrischen Feldes pro Volumeneinheit des Leiters
(Leistungsdichte), entspricht dem Skalarprodukt der Stromdichte J und der elektrischen
Feldstarke E.

Die gesamte umgesetzte Warmeleistung in einem Leiter mit Volumenelement dV ist:

P:///pdV:///JEdV
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Fir einen Leiter des Querschnitts A mit konstanter Stromdichte J und konstanter
Feldstarke E ergibt sich

2 2

P:/JEdAds = /EJAds
E|ds||J|dA
1

2
:JA/EdSZIU12 1
1

Abb. 55: Konstante Stromdichte [2]

\P=UI=RP

Das Wegstiick ds wird zweckmaRigerweise in Richtung des E-Feldes gewahlt.
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Analogie zwischen Elektrostatik und stationdren Stromungsfeldern

Die Korrespondenzen zwischen der Elektrostatik und dem stationdrem Strémungsfeld
werden in im Folgendem zusammengefasst.

Tab. 3: Korrespondenzen Elektrostatik und stationdre Strémungsfelder

Elektrostatik ‘ Stationdre Stromungsfelder ‘ Gleichstrom mit J = konstant

#DdA:Q #JdA:O Y I=0
%Eds—o ¢5m3_0 Y U=0
D=¢

E | J=krE | I=GU
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3.2 Widerstandsberechnung bei inhomogenen Feldern

Fiir homogene Strémungsfelder findet das Ohmsche Gesetz in spezieller Form Anwendung.

U l
R=7=2

Mit [ der Leiterlange, A dem Querschnitt senkrecht zum Ladungstransport und x der
spezifischen, elektrischen Leitfahigkeit. Fiir inhomogene Felder miissen zwei Integrale
geldst werden, mit

[Eds
B=Tr7ia

Zwei Beispiele fiir die Berechnung des Widerstandes R werden im Folgenden diskutiert.
Hierfiir werden so genannte Stromfaden als ein Modell eingefiihrt.
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Variation des Querschnittes entlang des Ladungstransport

Andert sich der Querschnitt A entlang des Ladungstransportes, bspw. in z-Richtung, so ist
der Querschnitt eine Funktion von = (A = f(z)) und die Inhomogenitat des
Stromungsfeldes besteht ausschlieBlich in xz-Richtung. Das folgende Vorgehen ist
zweckmaRig, da die Annahme eines mittleren Querschnittes oftmals mit groen Fehlern
verbunden ist:

o Aufteilung des Leiters in Teilstiicke der Dicke dz mit konstantem Querschnitt.

@ Der Widerstand einer Scheibe entspricht somit dR = _dr .
Kk A(x)

@ Die Scheiben liegen in Reihe und miissen entlang [ integriert (summiert) werden, mit
l
d
R= / —
Kk A(x)
0
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Variation der Linge der Stromfaden oder Variation der Leitfihigkeit

Andert sich der Querschnitt A entlang des Ladungstransportes nicht und sind entweder die
Lange der Stromfaden oder die spezifische Leitfahigkeit nicht konstant, ist das folgende
Vorgehen ist zweckmalig:

o Aufteilung des Leiters in Stromfaden der variablen Lange [.
o Aufteilung des Leiters in Bereiche konstanter spezifischer Leitfahigkeit.
o Integration senkrecht zum Ladungstransport.

o Da die Stromfiden parallel geschaltet sind muss der Leitwertes betrachtet werden,

G://”‘;A,mitR:g;.
A
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3.3 Berechnung elektrischer Stromungsfelder

Es werden typische Aufbauten fiir homogene und inhomogene Stromungsfelder betrachtet.

Homogenes Strémungsfeld in diinnen Leitern

o Stromdichte J konstant
@ /=1kmund A=10mm?2
@ Spezifischer Leitwert: k = 56 - 106%

@ Stromdichte: 2 m/?n2 bis 10 ﬁ

R = L =1,7850Q. Abb. 56: Homogenes Stromungsfeld im Leiter [2]

KA
Typische Warmeverluste liegen zwischen 714 W und 17,85 - 10> W und die elektrische

. . . .106 —
Feldstarke fiir J =2 -2, bei £ = = 230A¥M — 3 57.1073 ¥,
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Inhomogenes zylindrisches Strémungsfeld

o Koaxiale, ideale Zylinderelektroden mit
R;,R,;, l und kg —

@ Schlecht leitendes homogenes %
Medium, & sehr klein

o Elektrodenspannung U gegeben

@ Gesucht: Strom I und Widerstand R

e Radiale Vektorfelder E und J (E || J)

oU

= // JdA = J2rrl i
Abb. 57: Zylinder: inhomogenes Strémungsfeld [2]

27r7'l
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1 2kl Ry Abb. 58: Verlauf der FeldgroRen [2]
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Fiir diesen Aufbau kann man, mit ¢ des Mediums, auch die Kapazitit angeben (vgl. S. 82)
2mel
R\’
1 ek
n<&>

Dieser Aufbau stellt eine Parallelschaltung von Widerstand und Kondensator dar.
Sind € und k fiir das Medium homogen, kann immer mit

C:

2
[Eds
C

DdA EdA
_Q_gDin_c[BiA ., 0

o 1
I EdA’
[Eds [Eds )
1 1

RC=°S gefolgert werden".
K

"Bei gleicher Geometrie fiir R und C' ist der Ubergang {f — [[ zulassig.
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Inhomogenes zylindrisches Strémungsfeld mit Querschichtung

Werden zwei leitenden Dielektrika iibereinander geschichtet durchstrémt, so muss der
radiale Strom fiir alle Richtungen gleich sein.

e 1 =LL=1
o Ji(Rp) = J2(Ry,), da J, stetig
J1(Rpy) =
® Ji(Fm) 2mrl
I
o=l 1
K1 2wk rl
o= 1
K9 2T ko Tl Grenze
° & _ M Abb. 59: Inhomogenes Stromungsfeld im Zylinder
FEs K2 mit Querschichtung [2]
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Die Spannung zwischen den Elektroden ergibt sich zu:

R R,
I 1 R, 1 R,
- | E Eydr = — | —1 -1 )
U / lm/ dr = o [(R>+<Rm)]
R; Rm

Bei der Bestimmung des D-Feldes in den beiden Medien (mit unterschiedlichen
Permittivitdten €; und €2) darf nicht mehr D,,, = D,,, angesetzt werden, da im
Stromungsfeld die Grenzschicht nicht mehr als ladungsfrei angenommen werden darf.

Di=aE =7, Dy=exBy=2J
K1 K2

D1 e ke
Dy € K1
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Die Flachenladungsdichte pg, die an der Grenzschicht bei » = R,,, entsteht, kann aus dem
GauBschen Satz der Elektrostatik (vgl. S. 52) bestimmt werden. Daraus folgt die Differenz
der elektrischen Flussdichten Dy und D5 mit!

pS(Rm) = €2 E2(Rm) — € El(Rm)
B I I
T2 9ma Rl 2w Ryl

_ I €9 €1
C2r Rl | ke k1]
Die Zylinderanordnung mit einer Querschichtung mit leitenden Dielektrika kann als eine

Parallelschaltung von zwei Reihenschaltungen, von jeweils zwei Kondensatoren und zwei
Widerstanden, betrachtet werden.

'Erinnerung: [D] ist 25 und entspricht einer Flichenladungsdichte
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Inhomogenes zylindrisches Stromungsfeld mit Langsschichtung
Werden zwei leitenden Dielektrika nebeneinander geschichtet, so muss der Strom durch
alle Teil-Mantelflichen konstant sein.

o J,, =Jn,
) Etlet2:>E1:E2:Eer,E”J
eg=J o t_2_
K K1 K2
o [[JdA=1= Jinri+ Jonri=1

I
:>J1+J2=7l=(/€1+/€2)E
wr Grenze 0
I U
mrl (HQ + l<51) Abb. 60: Inhomogenes Stromungsfeld im Zylinder
mit Lingsschichtung [2]

= F =
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Die Spannung zwischen den Elektroden ergibt sich zu:

R,
I 1 R,
U= ———dr=——+————In[— .
/WTZ(Hl—i-HQ) " 7Tl(l€1+/{2) n<R1>

i

Der Widerstand und die Kapazitdten von langsgeschichteten Zylinderkondensatoren sind
gegeben mit:

ln(Ra>
R:g: R; o merl Oy = megl .
In &
<Rz‘>

I 7l (Iil + /<c2) ’
Der gesamte Aufbau entspricht einer Parallelschaltung von vier Elementen; zwei
Widerstinden und zwei Kondensatoren.

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 126 / 249



< HSB
5¢ HS

4 Stationare Magnetfelder

Wird ein Magnetfeld durch einen Dauermagneten oder einen konstanten Gleichstrom
verursacht, spricht man von stationdren Magnetfeldern. Allgemein spricht man auch von

Elektromagnetismus; dies driickt die Verkniipfung zwischen elektrischem Strom und
Magnetfeldern aus.
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4.1 Krafte auf durchstromte Korper

Ein Magnetfeld kann durch seine Kraftwirkung auf die direkt benachbarte AuRenwelt
nachgewiesen werden; dabei ist die Ursachen, ob elektrischer Strom oder Dauermagnet,
irrelevant. Die Eigenschaften lassen sich einfiihrend zusammenfassen:

@ Ein Magnet ist stets polarisiert; hat also einen Nord- und einen Siidpol.

o Es existiert kein magnetischer Monopol =- die Divergenz ist gleich 0.

@ AuBerhalb eines Dauermagneten verlaufen die Feldlinien vom Nord- zum Sidpol.
@ Gleichnamige Pole stoen sich ab und ungleichnamige ziehen sich an.

o Die Tangente der magnetischen Feldlinien gibt die Kraftrichtung an.

o Feldlinien tiberschneiden sich nicht.

o Es existieren ausschlieRlich magnetische Wirbelfelder (Feldlinien sind in sich
geschlossen)
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Abb. 62: Magnetfelder und ihre unterschiedlichen Ursachen [2]

Die Ursache ist in beiden Fillen die Bewegung elektrischer Ladungen in der Form von
Elektronenstrom oder des Elektronenspins.
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Krafte zwischen parallelen Leitern

Bei gleichsinnig stromdurchflossene Leitern ziehen diese sich an, ungleichsinnig
stromdurchflossene Leiter stoBen sich ab. Die Kraft, die auf einen stromdurchflossenen
Leiter mit dem Strom I7, durch den Strom Iy wirkt, lautet:

I 151
|Fi2| = Fi2 L2
I Il
Flgzk 172 67»,]<Z:ﬂ
T 2T

[ : magnetische Permeabilitit
I : Lange der Leiter
r : Achsenabstand

wl Il

= Fio=—F—e€r ‘
27 r Abb. 63: Gleichsinning durchstrémte Leiter [2]
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Die Einheit der magnetischen Permeabilitat u ist durch die gegebenen Einheiten des
Stromes (Ampére), Abstand (Meter) und Kraft (Newton) mit

[F][]  VAsm Vs

W= 0] " mmAz ~ Ame

Im Vakuum und in der Luft betragt der Wert fiir die Permeabilitat

7 Vs

= jp = 4r - 10~
p=po = 4m A

und ist eine Naturkonstante, die experimentell gemessen werden muss. Fiir unterschiedliche
Materialien wird die einheitenlose, relative Permeabilitatszahl p,. eingefiihrt: = pu, po.
Fiir die Uberlagerung der Krifte fiir mehrere Strome gilt auch hier das
Superpositionsprinzip.
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Magnetfeld eines langen Leiters: Magnetische Flussdichte und Feldstarke

Analog zum Coulombschen Gesetz der Elektrostatik ist die Kraft, die auf den zweiten
Leiter der Lange [ mit dem Strom Iy wirkt, proportional zu I3 mit F' o< I3 und einem

Proportionalitatsfaktor P2 Dieser Faktor stellt die magnetische Wirkung des ersten

™Tr
Leiters am Ort des zweiten Leiters, im Abstand r, dar.

I I
F21:F:&67»12l = B:&e'p
2rr 2rr
B

Diese magnetische FeldgréRe nennt man die magnetische Flussdichte B und sie gibt die
magnetische Wirkung eines sehr langen Leiters, der vom Strom I7 durchflossen wird, im
Abstand r an.
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Die magnetische Flussdichte B,

@ ist somit das Vektorfeld, verursacht
durch einen stromdurchflossenen Leiter
mit Strom I7.

@ entspricht einem Wirbelfeld = B ist
rotationssymmetrisch.

@ nimmt mit % ab.

@ wird in der Einheit

VsA Vs
[B] = Amm = w2 =Tesla=T
angegeben.

Abb. 64: Magnetfeld eines Leiters (1) und die Kraft

@ hat einen willkiirlich gew3hlten Fo auf den Leiter 2 [2]

Umlaufsinn.
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Rechtsschraubenregel

Der elektrische Strom? und magnetische Flussdichte sind im Sinne der
Rechtsschraubenregel oder auch Rechte-Faust-Regel miteinander verkniipft.

?im Sinne der technischen Stromrichtung

Strom I
Fir Leiter die senkrecht zur Zeichenebene

liegen, wird der Stromzahlpfeil des Stromes
fir austretenden Strom als Pfeilspitze
(Punkt) und fiir eintretenden Strom als
Pfeilende (Kreuz) dargestellt. Dies ist eine
willkiirliche Konvention und vereint somit die
technische und physikalische Stromrichtung.

Abb. 65: Die Rechtsschraubenregel [2]

Feldlinie von B
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Mit der Materialkonstanten p, stellt die magnetisch Flussdichte B eine materialabhangige
GroRe dar. Die materialunabhingige GroRe, magnetische Feldstirke H, wird analog zur
Elektrostatik, eingefiihrt mit

Das H-Feld wird auch als magnetische Erregung bezeichnet und wird in der Einheit

A
[H] = - angegeben; daraus folgt der Zusammenhang:

Um das Magnetfeld von Paralleldrahtleitungen schneller berechnen zu kdnnen, betrachtet
man zundchst das Feld eines Leiters auf einer Achse. Der Strom I sei in Richtung der
2—Achse und gesucht ist die Flussdichte B auf der z-Achse.
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@ links vom Leiter, falls zg = 0

P" 0
po L l
B(z) =— ]
(.’IJ) Ut |I| €y B
z
o allgemein, falls 2o # 0 B
7 Abb. 66: B-Feld eines Leiters [2]
Ho
B(z)=—F———
(z) 21 (x — x9) €y
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Magnetfelder von Paralleldrahtleitungen
Parallel verlaufende Leiter werden gegensinnig bestromt.

@ Zwei diinne Leiter im Abstand 2d,
o [ >>d= B# f(2).

@ Das Innere der beiden Leiter wird nicht
betrachtet, x # d.

@ Die Flussdichten ergeben sich zu
po I
B = —
@)= a®
—1I
Bs(z) = =) v : -
2w (l‘ — d) Abb. 67: Paralleldrahtleitung gegensinnig bestromt [2]

B(a;) = Bl(a:) + Bg(x)
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Die resultierende Flussdichte in jedem Punkt auf der z-Achse (auRerhalb der Leiter) ergibt

sich zu:

o I 1 1 B
B =
@)= o ((m+d)+(d—a:)> “v B
\ I:
o ld \\/
= B_iﬂ'(cp—xz) €y B\ ,B
"""""" ° €T
@ Zwischen den Leitern wird das Feld @
verstarkt, m
@ aulBerhalb beider Leiter wird das Feld '
geschwécht. . o
. . Abb. 68: Verlauf der B-Felder bei gegensinniger
@ Das Feld im AuBenbereich kann gegen Bestromung [2]
Null gehen.
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Parallel verlaufende Leiter werden gleichsinnig bestromt.
@ Zwei diinne Leiter im Abstand 2d

e Lingel >>d = B # f(2)

Das Innere der beiden Leiter wird nicht
betrachtet, x # d.

Die Flussdichten ergeben sich zu:

po I
B __ ~s
@)= ara®

1
By(z) = — 105 e, | | .
o' (x _ d) Abb. 69: Paralleldrahtleitung gleichsinnig bestromt [2]

B(z) = Bi(z) + Ba(z)
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Die resultierende Flussdichte in jedem Punkt auf der z-Achse (auRerhalb der Leiter) ergibt
sich zu:

B
,LL()I 1 1
B =
@) = o ((a:+d)+(:c—d)) % -
= B_iﬁ(aﬁ_cp) ey h KBl B/ T
L] o X

B\ /-
@ Zwischen den Leitern wird das Feld \ B,
B

geschwiécht,
o aullerhalb beider Leiter wird es verstarkt.

@ Das Feld bei z = 0 geht aus Griinden
der Symmetrie gegen Null.

Abb. 70: Verlauf der B-Felder bei gleichsinniger
Bestromung [2]
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Abb. 71: Feldlinienbild einer Paralleldrahtleitung mit Abb. 72: Feldlinienbild einer Paralleldrahtleitung mit
gegensinnig bestromten Leitern [2] gleichsinnig bestromten Leitern [2]
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Die Uberlagerung der magnetischen Feldern von bspw. drei parallel in einer Ebene
liegenden Leitern, die den gleichen Strom fiihren, muss vektoriell betrachtet werden.

Abb. 73: Feldbild von drei parallelen Leitern [2]
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Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter im Magnetfeld
1% Il IQl

Mit der zuvor eingefiihrten wirkenden Kraft F' = e, und der Beriicksichtigung der

T
Definition der magnetischen Flussdichte B ergibt sich:

—

B4

A
F /
F=IlB = Il|B = B=— T 1
LB Il

@ Stehen [ und B nicht senkrecht
aufeinander, ergibt sich F

|F =1 (1xB)|=IIBsin(a).
Abb. 74: Strom, Flussdichte und Kraftwirkung [2]
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Kraft von Laplace?
Die Kraft F =1 (I x B) beschreibt die Kraft, die
o auf den Leiter der Lange |l|, der vom Strom I durchstromt ist, wirkt.

@ proportional zum Vektor 1 ist, mit || der Lange des Leiters und der Richtung des
Ladungstransportes.

@ proportional zu der fremderzeugten magnetischen Flussdichte B ist.

“die Lorentz-Kraft (vgl. S. 211) wirkt auf Ladungen

In der Elektrostatik war die Kraft-verursachende GroRe die elektrische Feldstarke E,
wohingegen in der Magnetostatik die Kraft-verursachende GroBe die Flussdichte B ist.
Sollte das B-Feld nur auf Teilstiicken homogen sein, so kann die resultierende Kraft nur fiir
Leiterelemente angeben werden, auf denen das B-Feld konstant ist, AF =1 (Al x B).
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4.2 Magnetfeld von Leitern in der Luft

Die magnetische Feldstarke kann fiir den idealisierte Fall mit einem unendlich langen,
diinnen Leiter angegeben werden mit
I
= —e;.
2rr

Fiir praktische Anwendungen mit unterschiedlichen diinnen Leitern, beliebiger
Anordnungen, kann die Formel nach Biot und Savart herangezogen werden.
Die Formel von Biot und Savart

Ein durchgefiihrtes Experiment von Biot und Savart betrachtet das H-Feld auf der
Winkelhalbierenden eines geknickten Leiters.
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Abb. 75: Bestimmung des H-Feldes auf der Winkelhalbierenden der Leiteranordnung [2]

Das H-Feld in Punkt P kann beschrieben werden, mit:

H(P)= ! (1 —cos(a)) eq.

2

Fiir o = § ergibt sich wieder die Formel fiir einen graden, unendlich langen Leiter.
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Satz von Biot und Savart

,Das Magnetfeld eines beliebigen Stromkreises in einem Punkt des Raumes kann als
Uberlagerung der Beitrage kleiner Elemente des Stromkreises betrachtet werden.” [2].

Mathematisch formuliert sich der Satz wie folgt:

1 ds xr I ds r—Tr
PO LTL o R E
47 r ™ J |r -7 lr — 7|

Dieser Zusammenhang wurde von Biot und Savart aufgestellt und in den darauf folgenden
Experimenten bestatigt. Zu beachten ist hier, dass es stets der Integration entlang einer
geschlossenen Linie (geschlossener Stromkreis) bedarf und es etwa nicht als Feld eines
einzelnen, isolierten Leiterelements ds verstanden werden darf.
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Die Betrachtung stationarer Stréme bedingt stets die Betrachtung geschlossener Linien.

I

@ Stromkreis mit Strom [

@ Die magnetische Feldstirke H in
Aufpunkt P ist gesucht.

o Leiterelement ds, in Richtung des
Ladungstransportes

@ Vektor r vom Leiterelement zum
Aufpunkt P

e H ist proportional zu I und zu T% Abb. 76: Leiterschleife und Bestimmung des
H-Feldes [2]
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Giiltigkeitsbereich der Fromel von Biot und Savart

Die

Prof. Dr.-

Formel Biot-Savartschen Formel gilt

nur fiir geschlossene Kreise.

nur fiir stationdre Strome.

nur in Luft; fiir ferromagnetische Stoffe mit p, >> 1 gilt keine Giiltigkeit.
auch innerhalb von massiven Leitern mit homogener Stromdichte.

auch fiir raumlich ausgedehnte Leiter, in denen die Stromdichte J inhomogen
ist. Dazu muss iiber alle stromfiihrende Volumenelemente integriert werden,

I=[[JdA:
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Anwendung der Biot—Savartschen Formel

Fiir die Betrachtung von Magnetfeldern mit Hilfe der Biot—Savartschen Formel muss der
Strom und die stromfiihrende Geometrie bekannt sein. Das Vorgehen ist folgendermaRen:

@ Wahl Geometrie des Stromkreises und die Stromzahlrichtung.

o Wahl des Aufpunktes P, in dem das H-Feld bestimmt werden soll.

o Leiterelement ds in Richtung des Ladungstransportes.

@ Bestimmung des Vektors r zwischen ds und P.

@ Bestimmung ds x r und damit auch die Richtung von dH in P.

o Randparameter fiir ds und r anhand der Geometrie wahlen.

@ Integration liber den gesamten Stromkreis durchfiihren.
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Magnetfeld eines endlich langen, geraden Leiterstiickes

Ein Leiterteilstiick kann nur dann betrachtet werden, wenn es Teil eines geschlossenen
Stromkreises ist. Dieses Vorgehen kann fiir die Beschreibung von komplizierte Geometrien
geschlossener Stromkreise verwendet werden.

o Das H-Feld steht senkrecht auf der
Zeichenebene und tritt in diese hinein (in P).

@ Kurzester Abstand zwischen P und Leiter ist a.

@ Winkel zwischen 7 und ds an den Enden des
Leiterstiickes: (1, B2

ds

@ Vektor r vom Leiterelement zum Aufpunkt P ! ’
B B )
H— I /(dsxr) H] I /(dssmﬁ) U
= — - u— = — _—
4m 4 rs 4m A 7 Abb. 77: H-Feld eines Leiterstiickes [2]
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tan(ﬂ'—/j’)=%
= s =a cot (m — B) = —a cot (5)
dg_ 1 . ag
%_a—siﬁﬂ ids—a—sirpﬁ

: a
Sln(w—ﬁ):;jrzsm

ds X r =dsr sinf

I ads sin?s I Feing I 8

a S1n S1n 2

Hl=— inf=— df= - (— .

Hl = /sinQB g Sinb 477/ o PB= g Cesh|,
B1 B1

I
H = T (cos 1 — cos B2) ep.
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Die magnetische Feldstarke eines geraden Leiterstiickes ergibt sich somit zu

I
H = ira (cos 1 — cos B2) el

und fiir den unendlich langen Leiter, mit 81 = 0, B8y = 7, erneut: H = g €eq.
Ta

7 B
1= [
A7

A

(ds sin )

r2

o Das H-Feld nimmt mit %2 ab.
o Das H-Feld skaliert mit der

Effektivldnge: ds sin 3

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann
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Approximation unendlich langer Leiter

Je weiter eine Leiterstiicke ds vom Aufpunkt P liegt (Abstand a, vgl. Abb. 77), desto
kleiner ist der Beitrag zum gesamten H-Feld . Das Leiterteilstiick der Lange 4a liefert
bereits 90% der magnetischen Feldstérke eines unendlich langen Leiters im Punkt P.
Ob ein Leiter als unendlich lang betrachtet werden darf hangt damit von der Entfernung
des Aufpunktes P, in dem das Feld berechnet werden soll, ab.

Betrachtet wird eine quadratische Leiterschleife; das H-Feld im Mittelpunkt soll bestimmt
werden. Es sei erwdhnt, dass in allen anderen Raumpunkten, die Bestimmung nicht auf
einfache geometrische Verhaltnisse zuriickgefiihrt werden kann.
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@ Superposition von vier Teilfeldern
@ Alle Teilfelder stehen senkrecht auf der
Zeichenebene.

@ Oberes Teilstiick liefert Hq, mit:
a=h, 1 = 45° und B3 = 135°

COS/Blzﬁ; COS/BQZ—Q;
2 2
1 2 2 12
oo L (Y2 V2 _Ive
41 h 2 2 4 h
IV2
Hyes=4H = ——
g ! mh

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann

Einfithrung in die Elektrodynamik
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Abb. 78: H-Feld einer quadratischen Leiterschleife
im Mittelpunkt [2]
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Magnetfeld auf der Achse einer kreisférmigen Leiterschleife

Die kreisrunde Leiterschleife ist ein elementares Grundkonzept aus dem viele praktische
Anwendungen hervorgehen, bspw. die kurze zylindrische Spule. Wird das Magnetfeld einer
kreisformigen Schleife auBerhalb der Achse gesucht, ist dies i. d. R. mit einfachen
mathematischen Herangehensweisen nicht mehr |3sbar.

Abb. 79: Feld in der Diametralebene einer bestromten kreisférmigen Schleife [2]
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Bestimmung des H-Feldes im Zentrum einer kreisrunden, bestromten Schleife.

ds x r = dsrsin(90°) =dsa

ds

I ¢ ds 7 21 a

_— — e = e
A a2 H dra? 1

Schleife

I
H=—
QaeH

Soll das H-Feld entlang der Achse bestimmt

werden, werden Symmetrien ausgenutzt, die die  Abb. 80: Bestimmung H-Feld einer
Berechnung vereinfachen. Leiterschleife [2]
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Der Aufpunkt wird nun auf der 2-Achse auRerhalb des Zentrums gewahlt.

a z
CoOSOY = —————
va? + h?
ds Ll r

dH,, + dHa, =0

Abb. 81: H-Feld Bestimmung entlang der z-Achse [2]
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Waihrend sich dH; und dH5 aufheben, addieren sich die

axialen Komponenten dH cos a. 0
I dsr
H=— —3- cosae;
4 T
Schleife

B i 55 dsa o
A (a2 +h2) Va2 + 12

Schleife

I 27a?
:—762

4 (a2 + hZ)%

mit: ygds =27 a
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Fiir die kreisrunde Leiterschleife ergibt sich somit das H-Feld entlang der z-Achse mit

gl @
2

3 €2
2

(2 + 1)

Im Zentrum der Schleife ergibt sich, mit h = 0 erneut:

I
H=g,¢
und im Fernfeld, mit h >> a :
I a?
Hx~g e

Die magnetische Feldstirke nimmt entlang der z-Achse mit h3 ab.
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Magnetfeld auf der Achse einer kurzen Zylinderspule

Das Magnetfeld einer kurzen Zylinderspule entspricht auRerhalb der Spule exakt dem Feld
eines Dauermagneten mit denselben AbmaRBen. Daher kann man der kurzen Zylinderspule
ebenso einen Nord- und einen Siidpol zuordnen.

///, \\'

Abb. 82: Feld einer kurzen Zylinderspule [2]
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Bestimmung des H-Feldes einer kurzen Zylinderspule auf der z-Achse mit W der Anzahl
aller Windungen. Jede elementare Kreisspule fiihrt den Strom:

dl =1 K dz dz
L — <

I ©
Mit dem H-Feld der elementaren Kreisschleife B, 5
ergibt sich: 2a ML

P g z
I 2
g =tWo @ I ®
2 L (CL2 + 2:2)5 L

Abb. 83: H-Feld Bestimmung einer kurzen
Zylinderspule [2]

mit tan (8) = % = 2z = a cot(B)
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[2]

d 1 d
@ 5> > dz=—a f
g sin” 3 sin® 3
sin 8 = ¢
“Vaia
2 .
g = L Wads a7 sinp
2 L sin®p (a2 + 22)2 sin 8
3
1
mit sin3ﬁz—3:>dH:——Ksinﬁdﬁez
(a2—|—z2)5 2 L
1 Iw 8
2
H=/dH=—§f (—cos ) BleZ=> H =

B1

1w
2 L

(cos B> — cos ) e
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Magnetfeld auf der Achse einer langen Zylinderspule

Der Ubergang von einer kurzen zu einer langen Zylinderspule bedeutet hier exemplarisch
eine Verdoppelung der Lange und eine Halbierung des Durchmessers der Spule. Das Feld
innerhalb der langen Spule zeigt nun Bereiche in denen das H-Feld radialsymmetrisch
parallel zur 2-Achse verlauft.

Abb. 84: H-Feld im Inneren einer langen Zylinderspule [2]

Ist die Lange der Spule viel groRer als der Durchmesser, darf von einem homogenen Feld
im Spuleninneren ausgegangen werden (und nicht nur auf der Achse).
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Fiir sehr lange Zylinderspulen gilt 81 = 7, B3 = 0 und die magnetische Feldstarke wird zu

W

H
L

€,

und damit in jedem Punkt im Inneren der Zylinderspule konstant (homogenes Feld).

Der Betrag des Feldes am Ende der Spule, also bei 82 = 5 wird zu

w
H = 5T |cos B1] .

Iw
Ist L >> a, wird 81 & 7 = cos f1 = —1 und damit |H| ~ 5T

Der Betrag der Feldstarke an den Randern der Spule, entspricht ca. der halben Feldstarke
in der Mitte der Spulel.

iGedankenexperiment: unendlich lange Spule vertikal auftrennen
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4.3 Das Durchflutungsgesetz

Das Durchflutungsgesetz beschreibt den Zusammenhang zwischen der Stromdichte J und
der magnetischer Feldstirke H.

Magnetische Durchflutung und Magnetische Spannung

Analog zu der elektrischen Spannung in der Elektrostatik und fiir stationare
Stromungsfelder wird eine magnetische Spannung motiviert, mit

2
Vm—/Hds
1

A
Die magnetische Spannung wird in der Einheit [V,,] = [H] [l] = —m= A angegeben.
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Da in einem Magnetfeld alle Feldlinien geschlossen sind, ist es zweckmaRig iiber einen

geschlossenen Weg zu integrieren.

Abb. 85: H-Feld fiir einen Leiter [2]

Verweis auf den Integralsatzes von Stokes, mit der Erkenntnis I = [[, J dA.

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann
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Im Zusammenhang mit dem Durchflutungsgesetz und der magnetischen Spannung
verwendet man den Ausdruck von verketteten Strémen, da der Integrationsweg senkrecht
zum Ladungstransport zu wahlen ist; ist dies erfiillt, ist der Umlauf beliebig zu wahlen.

Nur der Umlauf (I) entspricht einer Feldlinie,
die Umlaufe (2) und (3) sind beliebig gewahlt,
liefern aber die selbe magnetische Spannung,
da in allen drei Fillen der gesamte Strom [
umschlossen wird.

Daraus ldsst sich schlussfolgern, dass
Integrationswege zweckmalRig zu wihlen sind.

Abb. 86: Unterschiedliche Integrationswege [2]
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Werden mehrere Strombahnen verkettet
betrachtet, so gilt:

Vm:§£Hds:Il—|—Ig—13:®

Der Strom I, wird vom Umlauf nicht
eingeschlossen und ist somit nicht verkettet.
Die Summer der Stréme nennt man die
Durchflutung ©. Die Zahlrichtung des
Stromes I und die Richtung des Umlaufes
sind einander im Sinne einer Rechtsschraube

verkniipft. Abb. 87: Betrachtung mehrerer Strombahnen [2]
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Ist die Stromung raumlich ausgedehnt, mit I = [[ J dA, ergibt sich

¢ mis— [ 7aia-e

Flache Flache

Wird hingegen kein Srompfad verkettet, so gilt: ¢ H ds = 0. Diese Zusammenhange
werden das Durchflutungsgesetz genannt und es verkniipft die Ursache des Magnetfeldes
die Stromdichte J, und die Wirkung, H miteinander.

Durchflutungsgesetz

,Das Linienintegral iber die magnetische Feldstirke H entlang jeder beliebigen
geschlossenen Linie (Umlauf) ist stets gleich dem gesamten Strom, der durch eine
beliebige, von dieser Linie berandete Flache hindurchtritt.” [2]
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a)O=-I b)O=1 ) ©=0

1 2

@ Fir einen verketteten Strom:

ngds:I

@ Fir mehrere verkettete Strome:

%Hdszznsz
k=1

o Allgemeine Formulierung:

%Hds://JdAzé)

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann

Abb. 88: Verschiedene Durchflutungen [2]
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Anwendung des Durchflutungsgesetzes

Ist die Richtung des H-Feld fiir alle Raumpunkte bekannt, so kann das Skalarprodukt
H ds ausgerechnet werden und das Durchflutungsgesetz mit einfachen Mitteln
angewendet werden. Dies ist nur in wenigen Fillen moéglich, bpsw. fiir sehr lange, grade
Leiter, sehr lange Zylinderspule oder Ringspulen. Hier ist auch die Ausbreitung in
ferromagnetischen Materialien, d.h. dass das Magnetfeld durch einen ferromagnetischen
Korper gefiihrt wird, erlaubtk.

1

Wird das H-Feld innerhalb von Leiter betrachtet, muss die bisherige Formel H = Fy
T

genauer untersucht werden, da mit » = 0 die magnetische Feldstirke gegen Unendlich
strebt. Die Idealisierung, die dies bisher erlaubte, war dass der stromfiihrende Leiter keine

axiale Ausdehnung aufwies.

KDies ist fiir die Biot-Savartsche Formel nicht zulissig.
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1. Anwendung
Bestimmung des H-Feldes eines zylindrischen Leiters von » = 0 bis r = co.

o Im Intervall rop < r < o0:
H, =
oy

@ Im Inneren des Leiters umschlielt ein Umlauf
nicht den gesamten Strom, sondern nur einen

Stromanteil:
I 7“2 Aufen feld ﬁ"
L(r)=JAi=—5nr’=1—
Ty o Abb. 89: H-Feld Bestimmung eines Leiters
r2 mit Radius 7o [2]
éngds:Hi%rr: —
7o
3. Juli 2024 173 / 249
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Damit ergibt sich das H-Feld im Intervall 0 <r < rg: H; =

Ir
27r7"(2)

H

_ I
maz 27-(7'“

Abb. 90: Radialer H-Feld Verlauf im Intervall —co < r < oo [2]
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2. Anwendung
Bestimmung des H-Feldes eines zylindrischen Hohlleiters (Rohr) von r = 0 bis r = oc.

Prof.

Innerer, stromfreier Bereich (I): Jeder Umlauf
mit r < r; umschlieRt keinen Strom:

:>¢H1d820

Stromdurchflossener Bereich (2): Jeder Umlauf
mit 7; < r < r, umschlielt einen Teilstrom:

- - _ 2 _ 2

I =J A, o Gy T (r*=r7)
()

j%HQdS—HQ27TT—IM

AuRerer, stromfreier Bereich (3): Der Strom I
wird vollstandig umschlossen mit r» > r,

Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik

Abb. 91: H-Feld eines Hohlleiters [2]
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Damit ergeben sich drei H-Felder im Intervall 0 < r < oc:

e Bereich (D
Hi =0
@ Bereich (2):
I (r2—r?
Hy = 2 ( 2 ;)
Tr (Ta - rz)
@ Bereich 3):
I
Ha—
3 2rr

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann

H

T

mazx 27rr
a

ONONE)

=T -7
a i

Abb. 92: Radialer H-Feld Verlauf im Intervall —co < r < oo [2]
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3. Anwendung

Bestimmung des H-Feldes einer langen Zylinderspule (Solenoid) von r = 0 bis r = oc.
Dieses Feld wurde bereist mithilfe der Biot-Savartschen Formel bestimmt, es soll nun mit
dem Durchflutungsgesetz erneut gezeigt werden. Ist die Lange der Spule viel groBer als der
Durchmesser, kann H, im AuRenbereich (Nahe der Spule') gegeniiber H; vernachlissigt
werden. Das Umlaufintegral kann aufgeteilt werden:

%Hds: /Hds+/HdszH,-L:@:NI;5HW]\;f,

innen aulen

mit der Windungszahl N. Im Inneren kann das Feld in guter Ndherung als homogen
angenommen werden. Die Approximation liegt hier in der Annahme, dass das AuRenfeld
gegen Null geht.

'Feldlinien verlaufen sehr weit weg vom Spulenkdrper
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4. Anwendung
Bestimmung des H-Feldes einer Ringspule (Toroid) von r =0 bis r = oc.

Es liegen drei Bereiche vor:

o Innerer, stromfreier Bereich (I): Jeder Umlauf
mit < r; umschlielt keinen Strom.

o Innerhalb der Ringspule, Bereich (2): Jeder
Umlauf mit r; < r < r, umschlieBt den selben
Strom:

NI
NI:¢H2d82H227TT:>H2:
2rr
o AuRerer, stromfreier Bereich (3):
§1§H3 ds=NI—-NI=0. Abb. 93: H-Feld einer Ringspule [2]
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Mit der Annahme, dass der Leiterquerschnitt der einzelnen Windungen gegen 0 geht,
ergeben sich drei H-Felder im Intervall 0 < r < oco:

H
NI
H1 =0 H, = or, |
NI
Hy = —
2 2rr D 6 6
H3 =0 r.r r

Abb. 94: Radialer H-Feld Verlauf im Intervall 0 < r < oo [2]

Ein Toroid kann in guter N3herung als streufrei angenommen werden, wenn dieser schmal
und dicht bewickelt ist.
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Erweitertes Durchflutungsgesetz

pras— [[ 144

ist fiir die Betrachtung von stationdren Zustanden immer giiltig. Wird ein nicht
geschlossener Stromkreis mit einem Kondensator betrachtet, fiihrt das
Durchflutungsgesetz in dieser Form jedoch zu Widerspriichen. Zwischen den isolierten
Kondensatorplatten herrscht immer J = 0 und dennoch kann in den Leitungsdréhten ein
Wechselstrom flieBen. Wahlt man zwei kreisformige Umlaufe, um diesen Widerspruch zu

verdeutlichen, dann gilt einmal

%Hds:lund %Hds:().
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Um diesen Widerspruch aufzulésen wird die Verschiebungsstromdichte eingefiihrt. Sie
beschreibt die zeitliche Anderung der elektrischen Flussdichte und wurde von James Clerk
Maxwell als notwendiger Zusatzterm definiert.

Die Verschiebungsstromdichte lautet

5D

Ip =

Daraus folgt die 1. Maxwellsche Gleichung

fras [[(5+72) ia
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Erweitertes Durchflutungsgesetz

Ein Kondensator stellt in einem Gleichstromkreis eine Unterbrechung dar und fiihrt
zwischen den Platten keinen Strom (Dielektrikum). Variiert aber die elektrische Flussdichte

(Verschiebungsflussdichte) D mit der Zeit, so ist 56—1; # 0 und es flieBt ein

Verschiebungsstrom, der die Fortsetzung des Leitungsstromes zwischen den Elektroden ist.
Dieser Verschiebungsstrom ist bei der Auf- und Entladung des Kondensators, sowie bei
Wechselstrom, zu finden. Der Verschiebungsstrom hat das gleiche magnetische Aulenfeld
wie der Leitungsstrom.
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4.4 Der magnetische Fluss; Kontinuitdt des Flusses

Fiir die vollstandige Beschreibung des Magnetfeldes wird die skalare GroRe, der
magnetische Fluss, eingefiihrt. Dieser gibt die Gesamtheit der Flussdichte an.

Der GauBsche Satz des Magnetfeldes

Analog zum elektrischen Strom I, der als Flachenintegral der Stromdichte J definiert ist,
wird der magnetische Fluss definiert. Er ist ebenfalls das Flachenintegral der magnetischen
Flussdichte iiber die durchstromte Fliche.

<I>:/ BdA
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Der magnetische Fluss durch eine Fliche ist am gréBten, wenn das B-Feld parallel zur
Flachennormalen verlauft

<I>://BdA cos Z (B,dA) B|ﬁ1A//BdA

Kann B als homogen betrachtet werden, so gilt ® = B A. Der magnetische Fluss ® wird
V 2
in der Einheit [®] = [B][A] = m—z m = Vs = Weber = Wb angegeben.

GauBscher Satz des Magnetfeldes

Auch als Kontinuitdt von ® bezeichnet. Der Gesamtfluss von B durch eine beliebig
geschlossene Flache (Hiille) ist immer gleich Null und damit quellenfrei.

@E:#BdAZO
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4.5 Das magnetische Verhalten materieller Korper

Unterschiedliche Werkstoffe haben nicht nur auf das elektrische, sondern auch das
magnetische Feld unterschiedliche Auswirkungen.

Das Materialgesetz

Im Vakuum besteht zwischen der magnetischen Flussdichte B und der magnetischen
Feldstarke H (magnetische Erregung) der Zusammenhang:
Vs
B = pio H, mit: pig = 47107 ——.
Ho , MIt: Lo ™ Am

Diese Gleichung kann mit der Magnetisierung M erweitert werden; diese stellt eine
zusitzliche magnetische Erregung dar, hervorgerufen durch Kreisstrome in der Materie.
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Bei dauerhaft magnetisierten Materialien ist M immer ungleich Null, bei allen anderen
Materialien ist sie eine Funktion der magnetischen Feldstarke™: M = f(H). Weisen
Feldstarke und Magnetisierung einen einfachen linearen Zusammenhang auf, so ergibt sich
eine Proportionalitidtskonstante:

M=xH,
mit der magnetischen Suszeptibilitdt x. Daraus folgt das Materialgesetz,

B=p, ( H+xH)=pH (1+x)=popu H

Mbis zu einer maximalen Feldstarke Hax
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Klassifizierung von Materialien

Je nach GroRenordnung der relativen magnetischen Permeabilitit - unterscheidet man in
drei Klassen:
© Diamagnetische Stoffe: p, < 1
Sehr geringe Schwichung des Magnetfeldes im Vergleich zu Luft.
Stoffe: bspw. Kupfer, Wismut.
@ Paramagnetische Stoffe: u, > 1
Sehr geringe Verstarkung des Magnetfeldes im Vergleich zu Luft.
Stoffe: bspw. Aluminium.
© Ferromagnetische Stoffe: y1, >> 1 bis 10°
Bis zu sehr hohe Verstarkungen des Magnetfeldes im Vergleich zu Luft.
Stoffe: bspw. Eisen, Kobalt, Nickel.
Eine oft verwendete Klassifizierung teilt deswegen die Stoffe in zwei Kategorien ein:
ferromagnetische und nicht-ferromagnetische.
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Magnetisierungskennlinie, Hysteresekurve

Bei den ferromagnetischen Stoffen ist y, eine Funktion von H und die Beziehung
B = u H ist nichtlinear, sie wird experimentell gemessen und als Magnetisierungskennlinie

dargestellt.

o Neukurve fiir entmagnetisierte Stoffe
o Sittigung: Zuwachs an B-Feld sehr
gering

@ Remanenzflussdichte Bg: Verringerung i,

von H-Feld fiihrt zu B # 0

o Koerzitivfeldstarke H: B-Feld wird fiir
negatives H-Feld zu Null

Hystereseschleife

@ Hart- oder weichmagnetische
Materialien

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik
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weichmagnetisch
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hartmagnetisch

Abb. 97: Magnetisierungskennlinie von St37 [2]

Abb. 98: Magnetisierungskennlinie /
Hystereseschleife [2]

Die Flache der Hystereseschleife entspricht den Verlusten, die bei einem
Magnetisierungszyklus entstehen — dies hat besondere Relevanz fiir Wechselstrome".

"Durchlaufen (teilweise) der Hyteresschleife pro Perioden
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4.6 Bedingungen an Grenzflachen

o Stetigkeit der Normalkomponente der magnetischen Flussdichte B
Aus der Bedingung {f B dA = 0 ergibt sich, analog zum Strémungsfeld, die
Stetigkeit der Normalenkomponente der magnetischen Flussdichte B:

o Stetigkeit der Tangentialkomponente der magnetischen Feldstiarke H
Fiir H gilt das Durchflutungsgesetz ¢§ H ds = ©, damit ergibt sich, analog zur
elektrischen Feldstarke, die Stetigkeit der Tangentialkomponente der magnetischen
Feldstarke H, wenn in der Grenzschicht kein Strom flieRt:

H, = H,,
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Brechungsgesetz der Feldlinien an Grenzflichen

Analog zur Elektrostatik kann man ein Brechungsgesetz fiir die magnetischen Feldlinien

festlegen, vgl. Abb. 100.

n

tan oy = By, _ mHy Bl ________________ Bz

By, B,
tan ag = Btz _ M2 th

B, B, @ :
tan oy _ H; B, P , 7

N tan a;q _ M 1n,> i,
tan as H2 Abb. 99: Normalenkomponente von B [2]
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Verhalten von B an der Grenze zwischen Luft und Eisen

Bei der Berechnung von Magnetkreisen miissen Annahmen iiber den Verlauf der Feldlinien
getroffen werden. In Kreisen mit ferromagnetischen Anteilen (x, >> 1) kann dieser
Verlauf in guter Ndherung angenommen werden.

n
~ |l a,=0
Das B-Feld steht in der Luft nahezu B, —
senkrecht auf Eisenflachen
Hy= [,
tanagztanal&zO v
251
K1 W, >> U 70‘}
= ao ~ 0, da ~ 0. 1 0 1
M2

Abb. 100: Ubergang Luft Eisen [2]
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4.7 Der magnetische Kreis
Magnetische Kreise sind Anordnungen aus Magnetfeldquellen (Dauermagnete, Spulen) und
ferromagnetischen Teilen, die den Magnetfluss auf einem vordefinierten Weg fiihren; der
Weg ist entsprechend den technischen Anforderungen gewahlt.
Mégliche Anwendungen sind:
@ Erzeugung von Kraften oder Drehmomenten.
Wandlung elektromagnetischer Energie in mechanische Energie.
Bildgebende Diagnostik, bspw. Dauermagnet-Tomograph.
Magnetkreise werden i. d. R. ungesattigt betrieben.
Unterscheidung von:

» unverzweigt, mit und ohne Luftspalt
» verzweigt, mit und ohne Luftspalt

Klassische technische Anwendungen: Proportional-Elektromagnet, Zweipoliger
Universal-Motor, Transformator.
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Berechnungsmethoden fiir lineare Magnetkreise

Es werden lineare (ungesattigte) Magnetkreise mit ;1 =konstant betrachtet, vgl. Abb. 97.
Damit gehen die folgenden Niherungen einher:

Streufeld
o Kurzer Luftspalt in Relation zur Breite
e e, L,
o Das B-Feld ist in Eisen und im CHHHH T
Luftspalt gleich grof, I
@ Homogenes Magnetfeld in jedem
Querschnitt; somit kann die mittlere homogenes Feld
Lange der Feldlinien betrachtet werden. Abb. 101: Nutz- und Streufeld an Luftspalten [2]
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Berechnung von unverzweigten Kreisen

Soll der magnetische Fluss ® in I7i

unverzweigten Kreisen mit und ohne R B el -5 -

Luftspalt berechnet werden, so ' '

kénnen drei Berechnungswege N ! : .
angewendet werden Hierflir muss — H—7=— 0
die Durchflutung © = N I bekannt I : :

sein. Ist die magnetische ° ' |
Durchflutung gesucht, so kann bei R I B

gegebenem magnetischen Fluss l, +—

analog vorgegangen werden. A

Abb. 102: Unverzweigter Magnetkreis mit Luftspalt [2]
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1. Berechnungsweg: ,Drei Gesetze der stationdren Magnetfelder"

@ Alle Feldlinien folgen der rechteckigen Eisenkontur, wobei die duBeren langer als die
inneren sind. Die mittlere Weglange des Eisen g wird als Naherung verwendet.

o Anwendung des Durchflutungsgesetzes auf dem Umlauf [z, mit § Lange des
Luftspalts:

%Hd.S:@:N] = Hglg+ Hpd.
H||ds

@ Mit der Annahme, dass kein Streufeld existiert, muss sich das H-Feld in Eisen und
Luft unterscheiden, daher fiihrt das Durchflutungsgesetz auf zwei magnetische
Spannungen.
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o Die Kontinuitdt von @, bei vernachldssigter Streuung, besagt®:
#BdAzO,mit: by =9, = Bp A=B;, A= B =B =B.
o Mit dem Materialgesetz, B = ug Hg und By, = ug Hy, ergibt sich:

B B
—Ilp+—0=N1.
HE Ho

o Mit & = B A und der Erweiterung um A ergibt sich:

P <ZE_|_5>:N[@<1>ZZNI
E

1)
- + -
peA  poA
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@ Analog zu den elektrischen Stromungsfeldern wird ein magnetischer Widerstand
(Reluktanz) definiert.

Ry =—|= ® (Rmy + Rm,) = NI

@ Damit kann die magnetische Spannung,

» im Eisen, mit V,,,, = Hglg = ® R,,,, beschrieben werden.
> im Luftspalt, mit V,,,, = H, 6 = ® R,,,, beschrieben werden.

@ Definition des Ohmschen Gesetz des magnetischen Kreises .

o Die allgemeine Definition des magnetischen Widerstandes lautet:

Vi ffHd.s
&  [[BdA

p=const.

R, =
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@ Der magnetische Widerstand wird in der Einheit [R,,] = — = angegeben.
Vs  Henry
1
@ Der magnetische Leitwert mit A = —.
m

2. Berechnungsweg: ,,Nummerische Feldberechnung"

Mit numerischen Methoden lassen sich magnetische Kreise exakt berechnen.

°Stetigkeit der Normalenkomponente von B
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3. Berechnungsweg: ,Ersatzschaltbild des magnetischen Kreises"

Im Ersatzschaltbild des magnetischen Kreises entsprechen die magnetischen Widerstande
den Elektrischen, ® entspricht I und V,,, entspricht U.

mE

@ Rechtsschraubenregel fiir I und H mE

@ Spannungsabfall: DA

mE

Vi, = f12 Hds
oei(D s

@ Magnetische Quellspannung:

©=¢Hds
@ Maschengleichung:
©=9 (Rn, +Rm,) Abb. 103: Ersatzschaltbild [2]

Konvention: Der magnetische Widerstand des Eisen wird schraffiert oder dunkel eingefarbt
dargestellt.
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Daraus ergibt sich die folgende Losungsstrategie:
o Aufteilung des Kreises in Abschnitte mit konstantem Querschnitt A und konstanter
Permeabilitdt u. Somit sind H-Feld und B-Feld abschnittsweise konstant.

l
@ Berechnung der magnetischen Widerstande fiir die mittlere Eisenlange, R, = R
1
o Aufstellung der Maschengleichung © = ® >~ R,,.
o Bei bekannter Durchflutung ergibt sich der Fluss ® und damit H und B.

@ Bei bekanntem Fluss, ergibt sich die Durchflutung ©.
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Analogie zwischen Stromkreis und Magnetkreis

Elektrischer Kreise
Elektrischer Strom I
Elektrische Spannung U
Elektrischer Widerstand R
Knotensatz: Y I =0
Maschensatz: Y U =" U,

=-Magpnetischer Kreis
=-Magnetischer Fluss ®
=-Magnetische Spannung V,,
=-Magnetischer Widerstand R,
=Y 0=0

=>Vn=>0

v

Anmerkung: Das Ersatzschaltbild des magnetischen Kreises wird nicht im gleichen Umfang

wie das Ersatzschaltbild des elektrischen Kreises genutzt. Die Griinde hierfiir sind: es gibt

keine magnetischen Isolatoren, die Quellen (Spulen, Dauermagnete) sind raumlich nicht
konzentriert, Schatzung der mittleren Eisenldnge ist ungenau und alle ferromagnetischen

Werkstoffe sind nichtlinear.

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann
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Krafte auf hochpermeable Eisenflachen

Auf die Grenzfliche zwischen Luft und Eisen mit sehr groBer Permeabilitdt p wirkt, bei
Existenz eines Magnetfeldes, eine Magnetkraft F'.

e Die Magnetkraft F' steht senkrecht auf F F
der Eisenflache und ist nach auRen

gerichtet.

@ Gilt u & o0, so ist der Betrag der Kraft B B
gegebene mit
Fl— — B2A
|F| = 2 g ’ Abb. 104: Kraftwirkung [2]
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Unterschiede Dauermagnet und bestromte Spule

Wird ein Magnetfeld durch einen Dauermagneten oder einen konstanten Gleichstrom
verursacht, spricht man von stationdren Magnetfeldern. Es kdnnen auch magnetische
Kreise betrachtet werden, die sowohl Dauermagnete als auch bestromte Spule enthalten.
Unterschiede kdnnen mit den bisherigen Betrachtungen herausgestellt werden.

@ Mit stromdurchflossenen Spulen und ferromagnetischen Materialien kdnnen im
stationdren Magnetfeld nur anziehende Krifte erzeugt werden.

Mit Dauermagneten kénnen auch abstoBende Kréafte erzielt werden
Ferromagnetische Korper konnen im stationdren Magnetfeld nur angezogen werden.
Kraftwirkung bestromter Spulen kann gesteuert werden

Kraftwirkung von Dauermagneten bendtigen eine groBere Gegenkraft oder eine
Entmagnetisierung.
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5 Das Quasistationdare Magnetfelder

Fiir quasistatioinire Magnetfelder verandert sich die felderzeugende GréRe so langsam,
dass keine Antennenstrahlung erfolgt. Die Magnetfelder sind daher ortsgebunden.
Grundvoraussetzung dafiir ist, dass die Leitungslangen viel kleiner sein miissen als ein
Viertel der Wellenldnge A, mit

v 1 ¢

/\:?_?\/ET,UT

und der Ausbreitungsgeschwindigkeit v, der Frequenz f und c¢ die Lichtgeschwindigkeit.

Beispiel Laborleitung

Es sei eine Laborleitung mit I = 1 m gegeben. Es wird gefordert, dass | = % da die
Drahtlénge viel kleiner als sein muss als A. Aus ¢, = i, =~ 1 und ¢ =3-10 m folgt die
Grenzfrequenz: fyren. ~ 3 MHz.
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5.1 Induktionswirkung und Induktionsgesetz
Wird ein zylindrischer Dauermagnet mit
konstanter Geschwindigkeit v in der Nihe
einer kreisformigen Schleife bewegt, so gibt
es vier mogliche Versuche?:

@ Der Nordpol wird zur Schleife hin
bewegt.

@ Der Nordpol wird von der Schleife weg
bewegt.

© Der Siidpol wird zur Schleife hin bewegt.

@ Der Siidpol wird von der Schleife weg
bewegt.

2Experimente von Faraday Abb. 105: Versuche zum Induktionsgesetz [2]

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 206 / 249



Durch relative Bewegungen des
Dauermagneten oder der Schleife werden
Stréme in der Schleife induziert, die damit
verbundene Erscheinung nennt man
Induktion. Bei dieser relativen Bewegung
andert sich der magnetische Fluss @, den der
Dauermagnet durch die von der Leiterschleife
begrenzten Flache hindurch schickt. Der
magnetische Fluss ist gegeben, mit:

<I>:/ BdA.

Abb. 106: Versuche zum Induktionsgesetz [2]
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Andert sich der Fluss durch die Fliche A iiber die Zeit, kdnnen die vier Falle diskutiert

werd

o

2]

Prof. Dr.-

en:

Der magnetische Fluss @ durch die Schleife wird groRer und ist positiv, da das B-Feld
und die Flichennormale n gleichgerichtet sind, es gilt o > 0.

Die Anzahl der Feldlinien durch die Flache A verringert sich. Der magnetische Fluss ®
ist weiterhin positiv, da das B-Feld und die Flachennormale n gleichgerichtet sind, es
dd
it — < 0.
& at
Das B-Feld und die Fldchennormale n sind entgegen gerichtet und der magnetische

do
Fluss ® nimmt ab (Betrag nimmt zu), es gilt o < 0.

dd
Wird der Siidpol entfernt, so nimmt der Fluss zu und es gilt o > 0.
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Betrachtet man die Richtung der vier induzierten Stréme, so stellt man fest, dass dort, wo
% < 0 ist, der Strom im positiven Umlaufsinn flielt, wo % > 0 ist, im negativen Sinn.

Lenzsche Regel

Jeder der vier induzierte Strome erzeugt wieder ein Magnetfeld, welches zusammen mit der
Bewegung des Dauermagneten unterschiedlich wirkt.

@ Nordpol auf induzierten Nordpol:

dd
— >0
dt
: : . dd
@ Nordpol auf induzierten Siidpol: e <0
© Siidpol auf induzierten Siidpol: “% < 0 b
udapol aur In uzierten Su pol: a < Il‘r[t;(zll;;;vfpfl;

@ Siidpol auf induzierten Nordpol: @ >0 Abb. 107: Nordpol auf induzierten Nordpol [2]

dt

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 209 / 249



HSB

Qo
b 4

Lenzsche Regel

Die induzierten Strdme wirken ihre Ursache entgegen, wobei die Ursache die Anderung des
Flusses ist. Das bedeutet, dass nicht der induzierende Fluss gemindert werden soll, sondern
seine Anderung soll geschwacht werden.

Anmerkung zur Energieerhaltung:

Wird ein Magnet mit konstanter Geschwindigkeit, also ohne vermeintlich Arbeit zu leisten,
zu der Schleife hin bewegt, entsteht ein induzierter Strom, der nach Joule Warme erzeugt.
Diesem induziertem Strom folgt ein Magnetfeld, so dass der Magnet gegen diese
abstoBende Kraft bewegt werden muss. Um ihn mit konstanter Geschwindigkeit zu
bewegen muss eine Arbeit geleistet werden, die als Energie des induzierten Stromes
erscheint.
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Kraft auf bewegte Ladungen im Magnetfeld

Elektrische Ladungen erfahren nicht nur in elektrostatischen Feldern (vgl. Coulomb-Kraft
S. 33) eine ablenkende Kraftwirkung, sondern auch in Magnetfeldern, vgl. auch S. 132.

A A A

B
Lorentz-Kraft
Wird eine Ladung @ mit der Geschwindigkeit BN v
v unter dem Winkel e zu den Feldlinien eines /@5/
B-Feld bewegt, so wirkt die Kraft:
/
. F
F,=Q (vxB)=QuBsina
” Abb. 108: Lorentz-Kraft [2]
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Das Induktionsgesetz in einfacher Form:
Die Bewegungsinduktion

Induktionserscheinungen kénnen immer dann beobachtet werden, wenn ein magnetischer
Fluss durch eine Fliache zeitliche Anderungen erfahrt. Man unterteilt diese in zwei Klassen:

o Bewegungsinduktion
Elektrische Leiter werden in einem konstantem Magnetfeld bewegt.

o Ruheinduktion
Ein ruhender elektrischer Leiter befindet sich in einem sich zeitlich andernden
Magnetfeld.

Es kdnnen auch beide Effekte zeitgleich auftreten, die sich dann addieren.
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Wird ein elektrischer Leiter in einem homogenen B-Feld mit der Geschwindigkeit v
bewegt, so wirkt auf die frei beweglichen Elektronen im Leiter die Lorentz-Kraft, mit

F,=Q (vxB).

Mit den negativen Elementarladungen des
Leiters werden die Elektronen an das vordere f‘[
Ende des Stabes bewegt. Aus der

Ladungstrennung ergibt sich ein E-Feld , | R A ! !
eine Spannung und ein Potentialunterschied.

Abb. 109: Bewegungsinduktion [2]
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Das E-Feld ist nach vorne gerichtet und die
wirkende Coulomb Kraft F, = Q E auf die
Elektronen lautet

F.=¢cFE.

Diese ist, aufgrund der negativen
Elementarladung, der Lorentz-Kraft entgegen
wirkend. Die Ladungstrennung erfolgt bis ein

Gleichgewicht erreicht ist, mit Abb. 110: Ladungstrennung durch F¢ [2]

F.+F,=eE+e(vxB)=0.

Daraus lasst sich folgern, dass das Vektorprodukt (v x B) auch als elektrische Feldstarke
verstanden werden kann und es wird induzierte Feldstirke genannt; diese wirkt ihrer
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Ursache, der magnetischen Feldstarke, entgegen.

mVs V
‘Ei = (v x B) ‘, mit der Einheit: [(v x B)] = P
Die induzierte Spannung kann mit
2 2
u; = /Eids = /('v x B) ds (vLE)Hds v Bl
1 1

angegeben werden, wobei [ die Lange des Leiters ist. Augenblickswerte fiir Strom und
Spannung werden anstatt einer Funktion von ¢ (U(t) oder I(t)) als w und 4
gekennzeichnet.
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Dieser Leiter ist nun Teil eines geschlossenen
Kreises, in dem ein Strom flieBen kann. Der

Leiter wird auf einer elektrisch leitenden
Schiene mit konstanter Geschwindigkeit v If 7
bewegt. Bedingt durch die induzierte + i
Spannung kann der Strom i im geschl. Kreis, N % | 1
nach u = R flieBen. Die von B L L . Sy s v
durchstromte Flache ist eine Funktion der v v v v
Zeit, mit A = A(t), v ‘ S
B
dx dA(t v v \ \
ui:UBl:—Bl:BA. _ o _
dt dt Abb. 111: Bewegungsinduktion im geschl. Kreis [2]
Die Richtung der Flachennormalen n auf dem Flachenelement dA ist mit dem
Wegelement ds im Sinne einer Rechtsschraube verkniipft.
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Weisen B und das Flachenelement dA in die gleiche Richtung, ergibt sich nach

cp—/ BdA,

ein positiver Fluss. Mit der Annahme des Verbraucher-Zahlpfeilsystems ergibt sich ein
Strom i der ds entgegen gesetzt ist. Somit ergibt sich ein Strom im negativem Umlaufsinn
bei wachsendem Magnetfluss (42 > 0). Dies folgt allen Experimenten nach Faraday.

Induktionsgesetz in einfacher Form

Die induzierte Spannung ist gleich der negativen Anderung des magnetischen Flusses,

do(t)

YT
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Das Induktionsgesetz in einfacher Form: Die Ruheinduktion
Ein ruhender Leiter umschlieRt ein sich zeitlich verdnderndes Magnetfeld,

do(t) __, dB(t)

Allgemein kann der verkette Fluss mit N Windungen definiert werden:

W =Na]= o= -y 20 D0
dt dt

Die Richtung der induzierten Spannung u; ergibt sich auch hier aus der Richtung des
induzierten Stromes ¢, dessen Eigenfeld muss, nach der Regel von Lenz, der Ursache
entgegen wirken.
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Das Induktionsgesetz in allgemeiner Formulierung
Liegt ein sich dnderndes Magnetfeld vor, so wird in den Umlauf beliebiger Flachen, eine
elektrische Spannung induziert.

i) 0
;= —— E;ds=—— || BdA|
u; dt:> 55 ; ds 5 / d

Hier sind erneut ds und dA nach der Rechtsschraubenregel verkniipft. Die allgemeine
Formulierung des Induktionsgesetz entspricht der 2. Maxwell Gleichung.
Aus ihr ergeben sich weitreichende Konsequenzen:

@ Der geschlossene Umlauf erfordert keinen Leiter; das Induktionsgesetz gilt fiir alle
geschlossenen Umlaufe, auch durch Luft und Isolierstoffe = dies liefert die Grundlage

fir instationdre oder schnell veranderliche elektromagnetische Felder mit

Antennenstrahlung.
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@ Jedes zeitlich verdnderliches B-Feld hat ein E-Feld zur Folge.

o In der Elektrostatik ist ¢ E ds = 0 und somit ist die elektrische Spannung
wegunabhangig.

e Die induzierte Spannung u; = ¢ E ds # 0 ist wegabhingig = es werden je nach
Wahl des Umlaufs mehr oder weniger Feldlinien umfasst.

Das Induktionsgesetz umfasst Bewegungs- und Ruheinduktion

§I§Eds: yﬁ(va)ds—/ %?dA

Bewegungsinduktion ~ Ruheinduktion
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Im weiteren Verlauf werden die folgenden Anwendungen diskutiert
e Anwendung 1: Konstante Geschwindigkeit, zeitlich konstantes Magnetfeld
@ Anwendung 2: Unbewegter Stab, zeitlich variables Magnetfeld
@ Anwendung 3: Konstante Geschwindigkeit, zeitlich verdnderliches Magnetfeld
@ Anwendung 4: Variable Geschwindigkeit, konstantes Magnetfeld

@ Anwendung 5: Unbewegter Stab, Feld zeitlich variabel und inhomogen
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Induktionsgesetz, Anwendung 1:
Konstante Geschwindigkeit, zeitlich konstantes Magnetfeld

@ Bewegung nach rechts: VergroRerung
der Flache der Leiterschleife

oui:yg(va)ds

@ Umlaufsinn im Uhrzeigersinn

o E; = v x B entgegen ds, E;||ds

oui:—ygEids:—yngds //¢
P a

@ Integrand ist nur auf Lange [ ungleich 0,
da hier v # 0 gilt.

v v v

Abb. 112: Bewegungsinduktion mit konstanter v [2]
=|u; = —vBlI
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Im geschlossenen Strombkreis flieBt ein Strom 7 mit der gleichen Z3hlrichtung wie u;, also
entgegen dem gewahlten Umlaufsinn.

Uberpriifung mit Lenzscher Regel

Der induzierte Strom erzeugt ein sekundares Magnetfeld, welches dem primaren
Magnetfeld entgegenwirkt und den urspriinglichen Magnetfluss verringert. Die Ursache des
induzierten Stromes war die VergroRerung der durchstromten Flache, was analog zu einer
VergroBerung des Flusses ist. Somit ist die resultierende Stromzahlrichtung korrekt.
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Induktionsgesetz, Anwendung 2:
Unbewegter Stab, zeitlich variables Magnetfeld

o Konstante Fliche der Leiterschleife
@ B(t) = Bpax sin(wt)

B Y e
// A= —7,4 ~—al A v

\ ——meaXazcos(wt)\ = ‘/‘T/ =
@ Die induzierte Spannung skaliert linear v v Yol
mit der Frequenz f (w = 27 f). v v v v

Abb. 113: Ruheinduktion [2]
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Induktionsgesetz, Anwendung 3:
Konstante Geschwindigkeit, zeitlich verdnderliches Magnetfeld

Dieser Fall stellt die Uberlagerung von Bewegungs- und Ruheinduktion dar.
@ B(t) = Bpax sin(wt)
o Die Fliche ist eine Funktion der Zeit: A(t) =1 (a+vt)

d® d d )
BT </ BdA> = —@<Bmax sin(wt)l (a+vt)

={u; = —Brax | [w (a+vt) cos(wt) +v sin(wt)]

u; =

N——

@ Die Lésung kann auch iiber die allgemeine Formulierung des Induktionsgesetzes, vgl.
S. 220, mit den ersten beiden betrachteten Fallen bestimmt werden.

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 225 / 249



HSB

X

Induktionsgesetz, Anwendung 4:
Variable Geschwindigkeit, konstantes Magnetfeld

@ v(t) = v sin(wt), B = const.

o Zwei Teilflichen sind zu betrachten:

al und zl. B
@ Die Strecke x ergibt sich aus v(t): : | A j )
7 f
dii =vu(t) = dr =v(t)dt ‘ & ,,C,,,:;[;:"/
z = [y sin(wt) dt = —vy = cos(wt) N
® =Bl (a—vyL cos(wt)) < ol >z
@ Der Stab pendelt von links nach rechts. i
dd _ . : L
ou = —— — _IB sin(wt) Abb. 114: Bewegungsinduktion mit variabler v [2]
vlB dt

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 226 / 249



Induktionsgesetz, Anwendung 5:
Unbewegter Stab, Feld zeitlich variabel und inhomogen

® B(t) = Bmax ; sin(wt)

i
1 . v l
<I>:/ BdA:Bmaxg sin(wt) /xldm //dw
0
a? al / a \,/z

= Bmax . l ) sin(wt) = Bpax 5 sin(wt) : g

Abb. 115: Ruheinduktion mit inhomogenem, zeitlich

={u; = _dg = — Buax W %l COS(wt) veranderlichem Magnetfeld [2]

dt
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Wirbelstrome bei Wechselstrom

Die GesetzmilRigkeiten der Induktion treten auch in Form unerwiinschter Effekte in
Erscheinung. Da ferromagnetische Werkstoffe

auch elektrische Leiter sind?, fiihrt ein zeitlich
variabler Magnetfluss zu einer induzierten
Spannung im Eisen und folglich zu einem
Stromfluss — so genannte Ringstréme oder L fri
Wirbelstréme. Die hervorgerufenen S / ______ '
Warmeverluste reduzieren den Wirkungsgrad
merklich. Ein Aufbau aus gegeinander
isolierte Eisenblechen reduziert diesen Effekt;

. . e : lektrisct
man spricht von einem Eisenfiillfaktor. Wirbelstrombahnen. @ m Hac e

?Leitfshigkeit Eisen: 10 - 106%, Kupfer: 56 - 106% Abb. 116: Unterdriickung von Wirbelstrémen [2]
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5.2 Induktivitaten

In Analogie zu dem bereits eingefiihrten Kondensator wird das Bauteil Induktivitat
motiviert und eingefiihrt.

Selbstinduktion und Induktivitit
Die Lenzsche Regel besagt, dass eine
geschlossene Schleife, die ein sich zeitlich J
verdnderlichen Magnetfluss umfasst, sich der u(t) lC)
Anderung des Flusses widersetzt. Die in i(t)
dieser Schleife induzierte Spannung hat einen
elektrischen Strom und folglich einen
sekunddren Magnetfluss zur Folge, der dem D(t)
Primarfluss entgegen wirkt. Dieser Vorgang
wird Selbstinduktion genannt.

Abb. 117: Prinzip der Selbstinduktion [2]
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Betrachtet sei eine geschlossene Leiterschleife, die an eine Spannungsquelle u(t)
P
angeschlossen ist und die induzierte Spannung u;(t) = — — zur Folge hat. Nach dem
Induktionsgesetzt stellt sich ein Strom ein, so dass die Summe der Spannungen auf dem
. dd .
geschlossenen Umlauf gleich — ist:
dd(t)

—u(t) + Ri(t) = ——= (fir N = 1),

mit ® dem Eigenfluss der Spule, der proportional zum Strom i ist (® o 7). Der
Proportionalitatsfaktor wird Selbstinduktivitit der Spule L genannt.P

d=Li< L:g
1

Pwenn p = const.
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Vergleichbar mit der Kapazitit (C = %) ist auch die Selbstinduktivitdt unabhingig
von ® und i(t). Die Einheit der Selbstinduktivitat ist:

Mit @ = Li(t) kann geschrieben werden:

di(t
—u—l—Ri(t) + L Zi(t) =0.

—— Abb. 118: Ersatzschaltbild Selbstinduktion [2]
w(t)

Diese Gleichung entspricht dem Ersatzschaltbild, in dem die Selbstinduktivitat als
Schaltelement aufgefasst werden kann.
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Besteht die Schleife aus NV Windungen, ist der verkette Fluss ¥ = N ® zu verwenden

¥ N9
i

L > 0.

Unter Verwendung des Ohmschen Gesetzes des magnetischen Kreises, mit
PR, =0; P=A0,

ergibt sich

N(I):NA@:NNiA:NzAi:L:N—,q): N2A=— |

1 m

mit A dem magnetischen Leitwert des Magnetkreises der Spule.
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Somit stehen, bei konstanter Permeabilitit, zwei Verfahren zur Verfiigung, um den Betrag
von Induktivitdten zu berechnen.

@ Mit der Annahme, dass durch die Spule ein beliebiger Strom flieRt, wird der durch

diesen erzeugten Fluss ins Verhiltnis gesetzt; die Induktivitdt ist somit L = —.
i
@ Mit den geometrischen Abmalen wird der magnetische Leitwert A oder der

magnetischen Widerstand R,,, bestimmt. Die Induktivitit ist dann entweder
2

N
L=N?Aoder L =—.
oder R

m
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Impedanz der Induktivitat

Erganzend wird die Impedanz der Induktivitat betrachtet. Im Wechselstromkreis gilt fiir die

di(t
induzierte Spannung der Zusammenhang u;(t) = —L Zd(t) Es wird eine sinusférmige
harmonische Schwingung (U, I € C) mit U(t) = U e/** und I(t) = I e/** betrachtet.
di d [+ .
— = . j’wt — _ . ]wt -
U = =-L (Ie ) Ljw e = U= —jwLl

I

Daraus folgt der Wechselstrom-Widerstand, die Impedanz9, der Induktivitat:

9mit positivem Vorzeichen, da Verbraucherzihlpfeilsystem

Prof. Dr.-Ing. Benjamin Lehmann Einfithrung in die Elektrodynamik 3. Juli 2024 234 / 249



Induktivitat spezieller Anordnungen: Zylinderspule (Solenoid)

Eine Zylinderspule kann ohne oder mit" Eisenkern aufgebaut werden. Bei einer langen,
diinnen Spule gilt in guter Niherung die Annahme, dass das Aulenfeld Null und das
Innenfeld homogen ist. Es gilt:

%Hﬂ:HbﬂM:H:ﬁZ:Bzﬂyl
@:BA:“N“ﬁsL:EE:zW%ﬁ
7

Die Betrachtung des magnetische Widerstandes der Spule fiihrt auf das gleich Ergebnis:

l 1 WA
m=—=>L=N?>— =N*""—.
R ,uA:> Ry, l

"mit u = const.
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Induktivitat einer Ringspule (Toroid)

Die ideale Toroidspule ist streufrei, somit ist das Magnetfeld nur innerhalb der Spule
vorhanden, vgl. Seite 179.

%Hdl:NiiH:QWr:Ni
B_uNi

o2nr

Da das B-Feld nicht homogen ist, muss fiir
den magnetischen Fluss das Integral gelost
werden:

b — / B dA. Abb. 119: Aufbau einer Toriodspule [2]
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Damit ergibt sich die exakte Losung fiir die Induktivitat zu

Ta

@:/“NZth:MNZhln<ra>:> L:N2Mhln<ra>,

2t r 2 T 2 T

Ti

mit h der Hohe des rechteckférmigen Querschnitts. Ist der Querschnitt der Spule klein, so
ist in vielen Anwendungen die Ndherung eines homogenen B-Feld zulassig, d.h. das Feld
ist homogen iiber den gesamten Querschnitt verteilt:

uNi 2 h NO NQLhTa_ri

d=BA= - - .
2m rg+ 1 ) T Tq+ T

Ist beispielsweise das Verhaltnis ’;—‘Z = %, so betragt der Fehler lediglich 0,4 %.
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Induktivitdt einer Spule mit Eisenkern und Luftspalt

Das Eisen muss auch hier wieder mit u = konstant angenommen werden. Ein derartiger
Aufbau hat den magnetische Widerstand, vgl. S. 196:

lp 73
B = Foms B =2 AT 1 4 =
LN e om A i
Ry, lg+prlp v " ; )
Ist p, sehr groB (gewiinscht), geht R, L= ‘ 3
gegen Null und der Anteil des Luftspalts ;{‘mj;;/}— -pA--!
verbleibt. I A
oA Abb. 120: Spule mit Eisenkern und Luftspalt [2]
L=N""——

Iy,
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Induktivitat einer Spule mit Eisenkern ohne Luftspalt

Das Eisen muss auch hier wieder mit u = const. angenommen werden. Das Magnetfeld
konzentriert sich ausschlieRlich im Eisen und ist in guter Naherung homogen. Damit ergibt
sich die Induktivitat zu:

uourNi:>q):uowNiA:> L:NQ,UOMTA

L Im, Im,

Hl,=Ni=B=

Die Betrachtung des magnetischen Widerstandes ergibt:

_ lm @L:E:NZMOMTA
" po pr A Ry, lm

Bei einem geschlossenen Magnetkreis ohne Luftspalt strebt fiir p,. — 0o, L — co. Somit
begrenzt der Luftspalt die Induktivitdt des Aufbaus und ermdglicht eine Einstellbarkeit der
Induktivitat.
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Induktivitat einer Doppelleitung

Eine Doppelleitung mit gegensinniger Bestromung der Leiter kann als langgestreckte
Schleife mit der Windungszahl N = 1 betrachtet werden.

Hier kénnen unterschiedliche Induktivitaten
definiert werden; die folgenden Magnetfliisse
treten auf:

@ zwischen den Leitern, vgl. S. 138

@ in den Leitern

Ublich ist die Angabe der Induktivitit pro
. ., ... Henry :
Langeneinheit in :
km

WV

Abb. 121: Gegensinnig bestromte Doppelleitung [2]
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Die duBere Induktivitit L, pro Linge [ kann mit der Uberlagerung der magnetischen

Flussdichten der beiden Leiter berechnet werden.
Il
B = A a) a
2 (m+§) 2 (:E—g)

5o
l 1 1 l 5— ke
La:—’uo / ri— dy = 1O ln(m+g>2 " —ln(m—g>2 "
27 r+g5 T—3 27 2/ —ayr, 2/ —aqr,
—5+ro ~~
:h’l% =In 7;;20

Der Induktionsbelag pro Langeneinheit einer Doppelleitung, bei Vernachlissigung des

geringen Feldes innerhalb der Leiterdrahte, ist %
3. Juli 2024 241 / 249
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Induktivitat eines Koaxialkabels

Die magnetischen Feldstérken fiir alle Bereiche des Koaxialkabels wurden bereits abgeleitet
(vgl. Ubung). Der Magnetfluss, der fiir die Induktivititen maBgebend ist, setzt sich aus
drei Teilen zusammen:

@ @1 im Innenleiter = I

m

@ ®5 im Luftraum zwischen Hy I B Ho N

/ po 11
. = b2 2= T
den Leitern = Lo 2 r 2 r 2mr

R;

o ®3 im AuBenleiter = L3

In guter Naherung ergibt sich der L U <Rm>
Induktionsbelag fiir hochfrequente L 2 R
Signale des Koaxialkabels? zu %

mit R; : auBerer Radius Innenleiter,

?Fiir hochfrequente Signale: Skineffekt und Rp, : innerer Radius AuRenleiter
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Gegeninduktivitat magnetisch gekoppelter Spulen

Betrachtet werden zwei Spulen, die so angeordnet sind, dass sich ihre magnetischen Fliisse
iberlagern und die Spulen somit gekoppelt sind.

Abb. 122: Zwei gekoppelte Spulen (D und @) [2]
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Die Spule (D) sei stromdurchflossen, der Fluss @1, der durch alle Windungen der Spule ()
geht, ist die Summe aus &1 = &y + Pgy, mit

@ ®g;: der Fluss durch Spule (2)

@ ®gy: der Streufluss, der von Spule (I) erzeugt wird aber keine magnetische Kopplung
verursacht.

Das Verhaltnis zwischen dem von Spule (I) in Spule (2) erzeugten Fluss und dem Strom i;
der Spule (I) wird Gegeninduktivitat Ms; genannt

No ®oq

Mo =

11

Der Fluss ®9; beschreibt den Fluss durch jede Windung der Spule (2) und somit ist No ®9;
der verkettete Fluss; der Fluss, der durch alle Windungen hindurch tritt. Hier beschreibt
der erste Index den Ort der Wirkung und der zweite Index den Ort der Ursache. Eine
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magnetische Kopplung (Gegeninduktivitat) ist in vielen technischen Anwendungen eine
erwiinschte Erscheinung. Die Gegeninduktivitat ist stets eine Funktion beider
Windungszahlen (M o« N1 N2) und bei konstantem i ist M2 = Ma;. Abhdngig vom
Zahlsinn der Strome i1 und i2° kann die Gegeninduktivitat auch negative Werte annehmen.

@ My >0, wenn io — @ o——i| rgiff{ff: —
o My < 0, wenn e— i9 0 T' : E@
@ Nur eine Spule darf fiir die Betrachtung . . l .

bestromt sein. . L 7777777 | '

@ i = const. = Mo = Moy
Abb. 123: Transformator mit den Spulen @) @|[2]

*bzw. Wickelsinn (e) der Spule
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Betrachtung zweier Spulen, die magnetisch in Luft gekoppelt sind.

e Spule (D) unendlich langer, diinner Leiter
(Leiterschleife, die sich im Unendlichen
schlieRt)

@ Spule (2) einfache Leiterschleife,

@ ¥y einfach zu berechnen
P
° M21=%:>M12:M21. da p = o

o Bei idealer Kopplung: | M = /L1 Lo
@ Bei nicht ideale Kopplung,

Kopplungsfaktor: !
0<k— M <1 Abb. 124: Gekoppelte Spulen (T) und 2)[2]
VL Lo
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5.3 Energie und Krafte im Magnetfeld

In technischen Aufbauten, die Magnetfelder einsetzen, muss fiir eine vollstindige
Untersuchung die gespeichert Energie betrachtet werden: wo wird diese gespeichert und
wie kann diese wieder zugdnglich gemacht werden.

Magnetische Energie und Energiedichte

Eine Induktivitdt L kann Energie in ihrem Magnetfeld speichern; hierzu wird der
Einschaltvorgang betrachtet. Hierbei wird der Spule, mit der Spannung u(t) = L dfi(tt), die
folgende Energie zugefiihrt:

[e) [e) I
it _ di(t)i _ ) di I
Wm—o/ (£) (1) dt O/L D icr) ar O/L (1) di= | Wy, = L1

2
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1 .
und ist damit analog der elektrischen Energie W, = 3 C U?. Uber den magnetischen Fluss
® = L [ ergibt sich des Weiteren

1 o
Wi =5 @1 W= 7 |

N | =

Die gespeicherte Energie im Magnetfeld kann auch iiber die FeldgréRen B und H
beschrieben werden. Hierzu wir das Feld einer langen zylindrischen Spule (vgl. S. 177)
beispielhaft verwendet, mit B || H.

H = NICID BAN:Wm—fBANl—H 1BH Al
l N 2 ~~

Volumen

1 1
= sziBHV oder allgemein szz//BHV
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Berechnung von Kriften iiber die Magnetenergie

Fiir die Bestimmung von Kréften in einem Magnetfeld findet auch das Prinzip der
virtuellen Verschiebung Anwendung. Die wirkende Kraft in Richtung einer allgemeinen
Koordinate z ist gleich der Ableitung der Energie nach dieser Koordinate . Der Betrag
der Kraft wird dabei negativ gezahlt, falls die magnetischen Fliisse ® konstant sind. Der
Betrag der Kraft wird fiir konstante Strome positiv gezahlt.

- (dWm> _ (dWm>
dx P=const. dx i=const.
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