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1 Grundlagen

1.1 Mengen, Mengenoperationen und Abbildungen

Definition 1-1: (Menge)

Unter einer Menge versteht man die Zusammenfassung von Elementen zu
einer Einheit. Dabei konnen die Elemente der Menge durch bestimmte Ei-
genschaften charakterisiert sein, oder sie werden explizit aufgezahlt.

Beschreibende Darstellungsform:
M ={a: a besitzt die Eigenschaft E}

Aufzahlende Darstellungsform:

endliche Menge: M ={a,,a,,a,,...,a,}

abzdhlbar unendliche Menge: M = {al,az,a3,. : }
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Beispiel:
) M, ={23,5711}

2) M, ={griin, rot, gelb, blau }

Symbolik der Elementbeziehung:

a € M bedeutet: a ist ein Element der Menge M
a ¢ M bedeutet: a ist kein Element der Menge M

Beispiel:
) 2eM,, 5eM,, 9¢M,

2) roteM,, weill &M,
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1.1.1 Spezielle Mengen

Definition 1-2: (7eilmenge)
Eine Menge A heifit Teilmenge der Menge B, wenn jedes Element der
Menge A auch Element von B ist.

Symbolische Schreibweise:

Ac B (A ist Teilmenge von B),
dh. xed = xeB

Beispiel:
) {L2,3}cM,, {124}zM,

2) {rot,grin}c M,, {schwarzblau}z M,
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Definition 1-3: (Gleichheit)
Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn jedes Element der Menge A
auch Element von B ist und umgekehrt.

Symbolische Schreibweise:
A=B (A4 istgleich B),
dh. xed & xeB B

Definition 1-4: (leere Menge)
Eine Menge M heifit leer, wenn sie kein Element enthilt.

Symbolische Schreibweise:

M={}=0
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Definition 1-5: (Potenzmenge)

M sei eine Menge und A sei eine Teilmenge von M, d.h. 4 c M. Wir
bilden eine Menge, die alle Teilmengen 4 von M enthilt und nennen diese
Potenzmenge P(M) von M.

Symbolische Schreibwelise:
P(M)={A4: AcM}

Folgerung:
Es gilt stets, d.h. fiir jede Menge M

@eP(M)/\MeP(M),
da M und Mc M.

Beispiel:
M, ={1,2,3} = P(M,)={D,1,2,3,{1,2},{1,3},{2,3}, M, |
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Definition 1-6: (Komplementdrmenge)

Gegeben sei eine Menge 4 mit A = M. A heiBt Komplementirmenge von
A beziglich M, wenn gilt

A={x: xeM rxg A},

d.h. 4 enthilt alle Elemente von M die nicht zu 4 gehéren. Die Menge
M wird dabei als Universalmenge bezeichnet.

Folgerung: M
M=0, =M i

Beispiel:
A=M,, M =M, = A4={57,11}
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1.1.2 Mengenoperationen

Definition 1-7: (Vereinigungsmenge)

Unter einer Vereinigung(smenge) zweier Mengen 4 und B versteht man
die Menge aller Elemente, die mindestens einer der beiden Mengen A4 oder
B angehoren.

Symbolische Schreibweise:
AUB :{x: xeAvx eB} (A vereinigt B)

\AUB

Beispiel:
A={1,2,3}, B={3,45} = A4UuB={1,2,3,4,5}
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Definition 1-8: (Durchschnittsmenge)
Der Durchschnitt zweier Mengen 4 und B ist die Menge aller Elemente,
die sowohl A4 als auch B angehoren.

Symbolische Schreibweise:
ANB={x: xe AnxeB} (A geschnitten B)

A B

ANB

Beispiel:
A={1,2,3}, B={3,4,5} = AnB={3}
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Definition 1-9: (Differenzmenge)
Die Differenz zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente von
A, die nicht Element von B sind.

Symbolische Schreibweise:
A\B={x: xe Anx¢B} (A ohne B)
B

A~

A\ B B\ 4

Beispiel:
A={1,2,3},B={3,4,5} = A\B={1,2},B\A={4,5}
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Rechenregeln fiir die Operationen U, N,—

Es gilt fiir alle Mengen A4,B,C und D, die Teilmenge einer Universalmenge
M sind

1) AnB=Bn 4 Kommutativgesetz
AUB=BuU A

2) (ANnB)NC=4ANn(BNC) Assoziativgesetz
(AuB)LUC=4U(BUC(C)

3) An(AuC)=4 Verschmelzungsgesetz
BuU(BNnC)=B8B

4) An(BUC)=(ANnB)u(AnC) Distributivgesetz
AUVBNC)=(AuB)N(ALC)

5) AvD=A4, AND=D & — Nullelement
ANM =4, AUM=M M — Einselement

6) AVA=M AN ANA=C Komplement-Eigenschaft
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7) A=4
8) AUB=ANB de-Morgansche Regeln
ANB=AUB

Beweis von 8): o
Nach 6) geniigt es zu zeigen, dass (AUB)U(ANB)=M und

(AUB)N(ANB)=M
(AuB)u(ZmE)=((AuB)uZ)m((AuB)u§)
:((AUZ)UB)m(Au(BUE))
=MUB)N(AVUM)=M M =M
(AuB)m(ZmE)=(Am(Zm§))u(Bm(ZmE))
:((AmZ)mE)u((BmE)mZ)
= (BNBYU(DBNA)=BUD =T
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1.1.3 Abbildungen

Definition 1-10:
Werden durch eine bestimmte Vorschrift Elemente einer Menge 4 Elemente
einer Menge B zugeordnet, so spricht man von einer Abbildung aus der Men-

ge A in die Menge B.

Abbildungen
e Relation, aus 4 wird in B abgebildet
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e Surjektive Abbildung, 4 wird auf B abgebildet
(eindeutige auf)

e Injektive Abbildung, 4 wird in B abgebildet B
(eineindeutige)
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e Bijektive Abbildung, d.h. injektiv und surjektiv,
(eineindeutige auf bzw. umkehrbar eindeutig)

wobel D den Definitions- und
W den Wertebereich einer Funktion bezeichnet.

Definition 1-11: (Produktmenge)
A und B seien zwei Mengen. Dann heif3t

AxB:{(a,b): aeA/\beB}

Produktmenge der Mengen 4 und B (wird auch kartesisches Produkt ge-
nannt).
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Beispiel:
A {a,b}, B:{O,2,4} = A><B:{(a,O),(a,2),(a,4),(b,0),(b,2),(b,4)}

Definition 1-12: (Abbildung)
A und B seien zwei Mengen. Dann heif3t

Fz{(x,y): xeA/\yeB/\y:f(x)}chB

eine Abbildung aus der Menge 4 in die Menge B.

Beispiel:
F={(a,2),(5,0),(b,4)}

Alternative Symbolik:

f: A—>B
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1.2 Reelle Zahlen

Am Anfang mathematischer Betrachtungen steht auch der Zahlenbegriff.
Die Zahlen gehoren zu den grundlegenden mathematischen Objekten, mit
deren Hilfe die realen Dinge oder Ereignisse quantifiziert oder geordnet wer-
den konnen.

1.2.1 Natiirliche Zahlen
N:= {1, 2,3,.. } heiit Menge der natiirlichen Zahlen,V

N, = {0, L2,.. } heiflt Menge der natiirlichen Zahlen einschlieBlich 0

und es gilt
nmeN = n+meN,n-meN

nmeNAn<m = n—-mgN aber n—-meZ

D' N kann auch axiomatisch erklirt werden. Dazu nutzt man die Kenntnis ihrer Eigenschaften. Wihlt man unter diesen eine minimale Zahl von Grundeigenschaften derart aus, dass
sich alle weiteren von diesen ableiten lassen, so bilden diese ein Axiomensystem. Fiir N stammt das bekannteste von Peano (1891). a) 1 ist eine natiirliche Zahl. b) Zu jeder natiirli-
chen Zahl n gibt es genau einen Nachfolger #’. ¢) Es gibt keine natiirliche Zahl, deren Nachfolger 1 ist. d) Die Nachfolger zweier verschiedener Zahlen sind voneinander verschie-

den. e) Enthalt eine Menge natiirlicher Zahlen die Zahl 1 und mit jeder natiirlichen Zahl n auch deren Nachfolger n’, so enthélt sie alle natiirlichen Zahlen
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1.2.2 Ganze Zahlen
Z:={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} bzw. Z:={p:peN,v(-p)eN}
heiflt Menge der ganzen Zahlen und es gilt

p.q€l = p+qgel,p—qel,p-qe

p.q€Zing#0A p,q teilerfremd = £¢Z aber Ee@.
q q

1.2.3 Rationale Zahlen
Q={r=p/q:pel,qeZ\{0}}
heillt Menge der rationalen Zahlen und es gilt

rheQ = n+rneQ,n-rneQ,r-reQ

n,, €QAr,#0 = 1 /r, e Q aber im allgemeinen ist \/Zez(@.
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1.2.4 Mathematische Beweismethoden

Grundlagen aus der Aussagelogik
A und B seien zwei Aussagen mit

A: Es regnet bzw. A: Das Tier ist ein Pferd
B: Die Stral3e ist nass B: Esist ein Sdugetier
Implikation
A= B

(aus 4 folgt B, wenn A dann B, A impliziert B)

Fiir die negierten Aussagen

—A4: Esregnet nicht bzw. —A: Das Tier ist kein Pferd
—B: Die Stral3e ist nicht nass —B: Esist kein Saugetier
gilt

—B = —A4"

D Die Aussage —4 = —B ist nicht allgemein giiltig, z.B. wenn das Tier kein Pferd ist, dann ist es nicht zwingend kein Siugetier.
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Kontraposition

A=> B < —-B = -4

Beweis:
f f W W W W
f W W f W W
W f f W f f
W W W f f W
1 ]

Nun bezeichne Aussage

A: die Voraussetzung  (die Bedingung)
B: die Behauptung (den Sachverhalt)
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Notwendige Bedingung

B=> A4 <& —4 = —-B

e Wenn die Voraussetzung A4 nicht erfiillt ist, dann gilt auch die Behaup-
tung B nicht.

e Bei Erfiillung der Voraussetzung 4 kann keine Aussage iiber die Giiltig-
keit der Behauptung B gemacht werden.

Hinreichende Bedingung

A= B < —-B = -4

e Von der Giiltigkeit der Voraussetzung 4 kann auf die Giiltigkeit der Be-
hauptung B geschlossen werden.

e Wenn die Voraussetzung A4 nicht erfiillt ist, dann kann keine Aussage
iber die Giiltigkeit der Behauptung B getroffen werden.
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Notwendige und Hinreichende Bedingung
A< B

e Wenn die Voraussetzung A erfiillt ist, dann gilt auch die Behauptung B.
e Wenn die Voraussetzung A nicht erfillt ist, dann gilt auch die Behaup-
tung B nicht.

Direkte Beweismethode

Beim direkten Beweis folgert man aus der Giiltigkeit der Voraussetzung A
durch aussagelogische Gesetze die Giiltigkeit der Behauptung B. Man geht
von der Voraussetzung A aus und tberfiihrt diese durch mathematisches
SchlieBen direkt in die Behauptung B.

Voraussetzung 4 = Behauptung B
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Beispiel:

Voraussetzung:
s (x)=l+x+x>+...+x"
Behauptung:
1_ xn+1
s (x)= , x=#1
l-x
Beweis:

s, (X)=1+x+x"+...+x"

xs,(x)=  x+x>+...+x"+x"
=5 (x)—xs, (x)=1-x""
l_xn+l
s, (x) =
I-x
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Indirekte Beweismethode

Nicht immer ldsst sich eine Voraussetzung 4 problemlos in die gewiinschte
Behauptung B iiberfiihren. Es ist hiufig leichter, von der Nichtgiiltigkeit der
Behauptung B auszugehen und daraus auf einen Widerspruch zur Voraus-
setzung A, d.h. auf die Nichtgiiltigkeit der Voraussetzung A, zu schlieBBen.

Beispiel:
peZn p® durch 2 teilbar = p durch 2 teilbar

Vo h'd
Voraussetzung 4 Behauptung B

Beweis:
Annahme:  p sei nicht durch 2 teilbar

Vo

—-B

= p=2r+1 mit reZ

= p’=Qr+1)y =4r’ +4r +1
durch 2 teilbar

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 1 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 1-23

= p’ nicht durch 2 teilbar
A

somit gilt wegen der Kontraposition

—B =>-4 < A= B
= p durch 2 teilbar

Beweis durch vollstindige Induktion
Héufig ist die Giltigkeit einer Behauptung B zu zeigen, die von natiirli-
chen Zahlen neN abhingt, d.h.

B = B(n).

Zum Beweis einer solchen Behauptung wird hdufig das Beweisverfahren der
vollstandigen Induktion angewendet. Dabei wird ausgehend von einem In-
duktionsanfang tiber die Induktionsannahme und einem Induktionsschritt ein
Induktionsschluss gefolgert.
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1) Induktionsanfang B(ny) istrichtig fur n, e N

2) Induktionsannahme B(n) ist richtig fiir n > n,

3) Induktionsschritt Aus B(n) folgt auch B(n+1)

4) Induktionsschluss  Aus der Giiltigkeit von 1) — 3) folgt, dass
B(n) richtigist Vne N mit n > n,

Beispiel:

Behauptung: 2">n+2, Vnx2
B(n)
Beweis:

Induktionsanfang: n=2: 2'"=4>n+2=4
Induktionsannahme: fiir beliebiges n>2 sei 2" >n+2

Induktionsschritt: 2" =2.2">2(n+2)=2n+4>n+3=(n+1)+2
(n—>n+l)

Induktionsschluss: 2" >n+2 gilt Vn>2
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1.2.5 Irrationale Zahlen
Behauptung:

x/ng

Beweis: (indirekter Beweis, d.h. Widerspruchsbeweis)

Annahme: 2eQ = V2 =p/qg
mit p und g haben keinen gemeinsamen Teiler >1

2

2¢°=p
p> durch zwei teilbar

p durch zwei teilbar (Beweis siehe oben)
p=2r mt reQ

2q2 =47 = q2 =27

g durch zwei teilbar

p und g durch zwei teilbar

R A
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= Widerspruch zur Annahme
— Annahme falsch = /2 ¢ Q

\/5 1st also eine irrationale Zahl. Irrationale Zahlen besitzen unendliche
nicht periodische Dezimalbruchdarstellungen.

Beispiel:

J2 =1,4142135 ...
7=3,1415926 ...
e=2,7182818 ...  (Eulersche Zahl)

Die Vereinigung aus der Menge der rationalen und der Menge der irrationa-
len Zahlen

R=Qu { irrationale Zahlen }
heif3t Menge der reellen Zahlen.
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Definition 1-13:

1) Mengen M # J, die endlich viele Elemente besitzen, heilen endliche
Mengen.

2) Mengen, die nicht aus endlich vielen Elementen bestehen, heiflen unend-
liche Mengen

3) Mengen, deren Elemente sich mit Hilfe der natiirlichen Zahlen numme-
rieren lassen, heilen abzdhlbare Mengen.

ist eine abzédhlbare unendliche Menge.
ist eine abzahlbare unendliche Menge.

ist eine abzédhlbare unendliche Menge.

A O N Z

ist eine nicht abzédhlbare unendliche Menge.

Eine nicht abzihlbare unendliche Menge bezeichnet man als tiberabzihlbar.

R ist eine liberabzdhlbare Menge.
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1.2.6 Axiome der reellen Zahlen

Korperaxiome!
1) aeR,beR = a+beR  Abgeschlossenheit der Addition

a) a+b=b+a Kommutativgesetz
b) (a+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz

¢) Va,beR IxeR mit a+x=5b
(x:=b—a neutrales/inverses Element)

beziiglich der Addition ist R eine kommutative oder auch abelsche Gruppe.
2) aeR,beR = abeR Abgeschlossenheit der Multiplikation
a) ab=ba Kommutativgesetz

b) (ab)c =a(bc) Assoziativgesetz

) Man spricht von einer Gruppe, wenn bzgl. der Addition 1b und 1c und bzgl. der Multiplikation 2b und 2c, von einer abelschen (kommutativen) Gruppe, wenn bzgl. der Addition
la, Ib und 1c und bzgl. der Multiplikation 2a, 2b und 2¢ und von einem Ring, wenn 1a,1b,1c und 2a, 2b sowie 3 gilt.
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c) VaeR\{0} A VbeR FxeR mit ax=5b
(x:=b/a neutrales/inverses Element)

beziiglich der Multiplikation ist R\{0} eine kommutative oder abelsche
Gruppe.

3) a(b+c)=ab+ac Distributivgesetz

R bildet einen Korper, d.h. in R werden die Eigenschaften 1)—3) erfiillt.

Ordnungsaxiome

4) a,beR gilt

a) a<b v a>b v a=b Trichotomiegesetz
b) a<b A b<c = a<c  Transitivititsgesetz

c) a<b = a+c<b+c Monotoniegesetz
a<b n c>0 = ac<bc
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R bildet einen angeordneten Korper, d.h. in R werden die Eigenschaften
1) —4) erfullt.

Archimedisches Axiom
5) VaeR dneN mit n>a

Vollstindigkeitsaxiom
6) AcCR,BcR mit Vae 4 A VbeB sei a<bh
= JdeelR mit a<c<b VYaeAd AN VbeB

Mit diesen Axiomen lassen sich simtliche Rechengesetze der reellen Zahlen
herleiten.
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1.2.7 Anwendungen

Bezeichnungen

n

Summenzeichen: Z a=a +ta,+a;+...+ta,

i=1
n

Produktzeichen: I I a:=a a,a,...a,
i=1

Rechengesetze:
n n n+l

1) Zai =Zak = Z a,, leZ
i=l1 k=1 k=I+1

2) Z a, + z b, = Z (a,+b,) Kommutativgesetz
i=1 i=1 i=1

3) Z Ha, = :“Z a, Distributivgesetz
i=l i=1

4) Zn:ai/\Vi giltag, =a = Zn:ai=zn:a=na
i=1 i=1 i=1
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5 1la=1l]la=1]1a, [€Z

6) allb =|1@ab) Kommutativgesetz
i=1 i=1 i=1

n n
7) aiA‘v’igiltai:a:Haizna:a”
i=1 i=1 i=1
n

) [1(ua)=]1ulla=x]]a
i=1 i=1 i=l1

i=1

Bezeichnungen
n — Fakultdt:

' []i=1-2-3-...-(n=1)-n firneN
nl:=<7,

1 firn=0
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Binominalkoeffizient ,,n tiber k*:
!
n S firn,ke N Ak<n
; =< kl(n—k)!
0 firn,ke NyAk>n

und es gilt

ny 1.2-...-(n=k=-1)-(n—-k)y-(n-k+1)-...-(n=1)-n
(k)_ 1-:2-c-(n—k=1)-(n=k)-1-2-...-(k=1)-k
_n-(n=1)-...-(n—k+1)
k!

Ferner ist

und
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n {n(n—l)}n—2 n—73 n—k+1
:%...<< s Se e >
k 1-2 3 4 k

eN usw.

Beispiel:
7 .6:-5.-4.
_7-6-5-4-3 21
5) 1.2-3-4-5
Allgemein gibt ,, n iiber k* die Anzahl der Moglichkeiten an, ohne Wieder-
holung aus n Elementen k auszuwdihlen.
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Beispiel:

Beim Lotto sind aus 49 Zahlen 6 anzukreuzen
49 ~49-48-47-46-45-44
6 1-2-3-4-5-6

=49.47-46-3-44 ~ 14 Millionen

Rechenregeln:

(1
(G

Beweis: als Ubung
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Mit Hilfe dieser Eigenschaften kann das Pascalsche Dreieck aufgebaut wer-
den.
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 S 1

Binomischer [ ehrsatz

Essei a,b € R und n € N, dann gilt

n

(a+b) = Z[Z]a”kbk =Z[Z} a“b" = (b+a)’

k=0

n

—a +na b+l D+ a’b"* +nab" ' +b"
2 n—2

Beweis: als Ubung mittels vollstéindiger Induktion
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Ungleichungen

Rechenregeln:
Es seien a,b,c,d € R, dann gilt

1) a<b A c<d = a+c<b+d
2) a<b AN ¢c<0 = ac>bc

3) O0<a<b = 0<1/b<l/a

4)a>0/\b>0:>{a<b¢>a2<ﬁ}

Beweis:
) a+tc<b+c<b+d

2) (-¢)>0 = a(—c)<b(—c) = bc—ac<0 = bc<ac

1 1 1 1 I 1 I 1
3) O<a<b = —>0,—>0 = ——a<——b = —<—
a b a b a b b a
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4) "=": 0<a<b = a’<ab, ab<b® = a*<b’
"=": a>0,b>0,a°<b® = a<b, denn sonst

wire a>b = a’>b> Widerspruch

Bernoulische Ungleichung
Firalle x e R mit x>—-1 undalle n e N gilt

(1+x)" =1+ nx)

Beweis:

n=1: (I+x)>1+x

n—on+l: 1+x)"" =1+x)1+x)" > 1+x)(1+nx)
>0

=1+(n+1)x+£)ﬁ21+(n+l)x
>0
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Definition 1-14: (absoluter Betrag)
Fiir alle a € R sei

al a fira>0
al=

—a fira<0
der absolute Betrag von a.

Figenschaften:
Es seien, a,b € R dann gilt

) |a|z0, |a|=0 < a=0

2) |a|=max(a,—a)

3) |ab|=|al|b]
4) lalb|=|al/|bl, b#0
5) |la+b|<L]|a|+|b| Dreiecksungleichung

0) ‘|a\—|b|‘£|a+b|
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Beweis:

ab firab>0
3) |ab|= .

—ab flirab<0

ab>0 = {aZO/\bZO}v{a<O/\b<O}
— {a=\a|/\b=|b|}v{a=—|a|/\b=—|b|}
= |ab|=ab=|al|b|

ab<0 = {a>0/\b<0}v{a<0/\b>0}
= {az\a|/\b=—\b|}v{a=—|a\/\b=|b|}
= |ab|=—-ab =|a||b]

a

4)b

5]

—-1/b fuirb<0

1 1| |a 1 1/b firb>0 1
=|a-—|=|a||—-|=—,denn |—|= =
b b| |b| b
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5) fiir a+b>0 gilt mit 2):
la+b|=a+b<|a|+|b]

fir a+b<0 gilt mit 2):
la+b|=—(a+b)=(—a)+(-D)<|a|+|b]|

6) |a|=|a+b—b|=|la+b+(=b)|<|a+b|+|b|
b|=|b+a—a|=|b+a+(—a)|<|a+b|+]|a
= {la|—|b|<|a+b|Alb|-|a|<|a+b]}
= {la|-|b|<|a+b|A—(la|-|bl)<|a+b]}

= ‘|a\—|b|‘£\a+b|
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Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel
Es seien a,b € R mit a>0 und b >0, dann gilt

(a+b)/2 > ab,
wobel
(a+b)/2 das arithmetische Mittel
und
\/% das geometrische Mittel
bezeichnet.
Beweis:

Daalso a>0 und b>0 gilt
(a+b)/2>ab < ((a+b)[2) >ab < (a+b)*>4ab
< a’+2ab+b*>4ab

& a’-2ab+b* 20 & (a-b) 20.
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Schwarzsche Ungleichung
Esseien n € N und a;,b;, € R fir i=1,2,3,...,n, dann gilt

i=1 ]

i=1

Beweis:
Firalle A, ue R gilt

0<) (Aa,+ub)* =Y (A’a’ +2Auab, + 1°b’)
i=1 i=1

— /Izzn: a’ + 2/1;12”: ab, + i’ ibiz
i=1 i=1 =l

und mit
n n n
2 2
A=>lal, B=) b’ und C=) ab,
i=1 i=1 i=1
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folgt

AA+ B +22uC >0 (YA, ueR).

Zu zeigen ist nun

1C|<VAB.

—A furC=>0
1-JB. ﬂ:{f i

J4  firC<o0

Setzen von

liefert
uC=—J4|C|

und nach Einsetzen schlieBlich

24B-2JAB|C|>0 = JAB >|C|.
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Verallgemeinerung der Dreiecksungleichung

Firalle ne N und ¢; € R mit i=1,2,3,...,n gilt

n n
Z a;| < Z ‘ai
i=1 =1

Beweis:
n=1 al‘ < ‘al‘
n+l n
n—->n+l: Zal = Zai +a,.,
i=l1 i=1
n
<|2a|+a,.
i=1
n n+1
<3l el = S
i=l1 i=1
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Verallgemeinerte Ungleichung zwischen arithmetischem und geometri-

schem Mittel
Firalle n e N und ¢; € R mit i=1,2,3,...,n gilt

Beispiel:
Es gelte a,=a fur i=1,2,3,...,n

I & 1 1
—Y a=—(a,+a,+...4a,)=—na=a
n“ n n

a =\a"
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1.3 Zahlensysteme

Zur numerischen Rechnung werden die positiven reellen Zahlen in Zahlen-
systemen durch Aneinanderreihen von Ziffern, die bei Briichen noch durch
ein Komma getrennt werden, dargestellt. Die Ziffern sind bei Potenz- (Stel-
lenwert-) Systemen von einer Basis B abgeleitet.

Definition 1-15:

A=Z,Z |...2\ZgsZ 2 5... &

n“n-1°

a=z B"+ zn_lB"_1 +...+z,B+ ZOBO +Z_1B_l + Z_2B_2

Neben dem

e Dezimalsystem B =10, 0<z<9

sind fiir einige Anwendungen, z.B. Computer, das

e Dualsystem B=2, 0<z<]1

e Oktalsystem B =38, 0<z<7
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und

e Sedezimalsystem B =16, ze{0,1,...,.9,4,B,....F}

sinnvoll.

Umrechnen von Dual-, Oktal- und Sedezimalzahlen in das Dezimalsystem

Beispiel:
1) (1001,01), =1-2°4+0-2°40-2'+1-2°+0-27" +1-272
=8+1+4=(9,29),

2) (31,5), =3-8'+1.-8°+5.87' =24 +1+%=(25,625),

3) (E8BD),, =14-16"+8-16* +11-16' +13-16° = (59581),,
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Umwandeln von Dezimalzahlen in das Dual-, Oktal- und Sedezimalsystem

Umwandlung ganzer Zahlen

Beispiel:

D (5),, = (x), 5:2=2 Rest 1
2:2=1 Rest 0
1:2=0 Rest 1

Schreibt man die Reste von unten nach oben auf, so erhilt man
(5),0 =(101),

2) (22),, = (x), 22:2=11 Rest 0
11:2=5 Rest 1

5:2=2 Rest 1
2:2=1 Rest 0
1:2=0 Rest 1
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also gilt (22),, =(10110),, denn

(O-2+1)-2+0 2411241 (-2+0=22

—
1

~
2

-~
5
~

11

3) (22),, > (x), 22:8=2 Rest 6
2:8=0 Rest 2

also gilt (22),, =(26),
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4) (22),, > (x);4 22:16 =1 Rest 6
1:16=0 Rest 1

also gilt (22),, =(16),,

Umwandlung gebrochener Zahlen
Beispiel:
1) (0,375),, = (x), 0,375-2=0+0,75
0,75-2=1+0,5
0,5-2=1+0,0

Schreibt man die ganzzahligen Anteile von oben nach unten auf, so

erhilt man (0,375),, =(0,011),, denn

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 1 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

=0,375

oo | W

{(O/2+1)/2+1J/2+0 /2=
1
302

374

_/

2) (0,1),, >(x), 0,1:2=0+0,2

0,2-2=0+0,4
0,4-2=0+0,8
0,8-2=1+0,6

0,6-2=1+0,2

also gilt (0,1),, =(0,00011),
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3) (0,1), > (x), 0,1-8=0+0,8
0,8-8=6+0,4
0,4-8=3+0,2
0,2:8=1+0,6
0,6-8=4+0,8

demzufolge gilt (0,1),, = (0,06314),
4) (0,1),, = (%), 0,1-16=1+0,6

0,6-16=9+0,6
0,6-16=9+0,6

somit gilt (0,1),, = (0, 1§)16
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Rechnen mit Dualzahlen

Addition: 0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=10
+ 10 1
0|0 1
1{1 O

Multiplikation:  0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1

0 1
00 O
110 1
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Beispiel:

Addition (5+22=27), Subtraktion (22 -5=17)y,
101 10110
+ 10110 — 101
11011 10001

Multiplikation (22 -5=110),, Division (22:5=4,4),

10110-101 10110:101=100,01100
101100 101
10110 01000
1101110 101
110
101
1000
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Umwandlung zwischen Dual-, Oktal- und Sedezimalsystem
Man wandelt eine Oktal- bzw. Sedezimalzahl in eine Dualzahl um, indem
man jede Oktal-/ Sedezimalziffer als drei- bzw. vierstellige Dualzahl schreibt.

Man wandelt eine Dual- in eine Oktal- bzw. Sedezimalzahl um, indem man
von rechts nach links Dreier- bzw. Vierergruppen bildet und diese durch ent-
sprechende Oktal- bzw. Sedezimalziffern ersetzt.

Beispiel:

1) (20),, =(14),, =(00010100), = (24),
2) (100),, =(64),, =(01100100), = (144),
3) (28),, =(11100), =(1C),, =(34),

4) (51),, =(110011), =(33),, =(63),
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1.4 Komplexe Zahlen
Es ist bekannt, dass das Polynom
p(x)=x"+1

keine reellen Nullstellen besitzt. Soll dieses Polynom auch Nullstellen ha-
ben, so miissen wir den Bereich der reellen Zahlen erweitern. Dazu wird
festgelegt, dass die Gleichung

x*+1=0
von der imagindren Einheit j gelost wird. Es gilt also
J=-
so dass z; =j und z, =—j die Nullstellen von
2 41=0 [Z;2+1:j2.+21:_1+.2120 )
z, +l=(=j) +1=j"+1=-1+1=0
sind.
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Potenzen von j

jl=g =l f=je=—g ==
allgemein gilt:

j4n+l = j4n+2 —_1, j4”+3 =—7, j4" =1, Vne No

Umformen von j*=—1 liefert auBerdem die Bezichungen

1 :
j=—-— und Jj=~-1
J ——~——
wird manchmal als Definition

fiir j b
spielt in E-Technik urj angegeoen
eine wichtige Rolle

Definition 1-16: (Komplexe Zahlen)
Fiir x,y € R heilt

z:=x+jy komplexe Zahl
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mit

Re(z)=x Realteil von z
und

Im(z)=y Imaginirteil von z
Die Menge

(C:{x+jy: xeR,yeR}
heillit Menge der komplexen Zahlen.

y“
GaulBlsche Zahlenebene o
=
]R:{ZECIIm(Z):O}CC 257 z=5+4
g |z=243 7~
definiert die reelle und fa """"" : §
< E
{ZE(C: Re(z):O} H
ie imaginire Achse. S X
die g reelle Achse
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Definition 1-17: (Gleichheit komplexer Zahlen)

Zwei komplexe Zahlen gelten als gleich, wenn sowohl die Real- als auch die

Imaginérteile libereinstimmen.

zZ=xtjy < n+jy,=z, < {xlzxz/\ylz)b}

Definition 1-18: (Konjugiert komplexe Zahlen)

Essei z=x+jy € C, dann heil}t
zZ=x—jy D
die zu z konjugiert komplexe Zahl.

U In der Mathematik wird die konjugiert komplexe Zahl von z durch Z symbolisiert.

Y1

3,

z=5+j3
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1-62




Definition 1-19: (Addition komplexer Zahlen)
z=z+z, =(5+X%,)+j(+,)
y4

z=8+j5

7

Beispiel: (Addition und Subtraktion konjugiert komplexer Zahlen)
1) Addition

z+z =(x+jy)+(x—jy)=2x = x:%(z+z*):Re(z)
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2) Subtraktion

* . . . 1 *
z—z =(x+jy)—-(x—jy)=2jy = y=2—j(z—z ) =1Im(z)

Definition 1-20: (Multiplikation komplexer Zahlen)
Fir z; =x,+jy, € C und z,=x,+jy, € C sei
z=z2, = (4 +) (5 +7,)
=X, + jX 0+ 0y +
= (0% =3 )+ (s F X 0) =X+

Rez=x Imz=y

Definition 1-21: (Betrag komplexer Zahlen)
Essei z=x+jy € C, dann heif}t

‘Z‘ =X+’ =~z-Z
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der Betrag von z, wobei

Vz 2" =+ jy)-(x= j3) = +3P)+ j(—xy +xp) = x> + )7

ausgenutzt wurde. |z| entspricht der Lange des zugehorigen Vektors.

Definition 1-22: (Division komplexer Zahlen)

A x+jy g+ jy)-(x,—jy,)

zZ = . =
Z, X% *J), gx2+]y2)-gx2—]y22
2 z;
. (xlxz —N (_yz)) + ] ('xl (=y,)tx,) )
o 2 2
X, ),
XX, + X —X .
=12 y1ZJ/2_|_] 2yzl 12y2:x+]y-
+ X, +
Yo7V, KTV
Re\zr:x Im\zr:y
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Beispiel:
Fir z;=3+/j4 und z,=1—;2 folgt

1) Addition
z=2z+2,=3+j4+1-j2=4+j2=2(2+)

2) Subtraktion
z=z-2,=34+j4-1+j2=2+j6=2(1+ j3)

3) Multiplikation
z=2z-2,=03+j4)-(1-j2)=3+8)+j(4-6)=11- ;2

4) Division

z 3+j4 (344 -(1+/2)  (-8)+j(6+4)
z, 1-j2 (1-72)-(1+j2) 12422

—1+ 52
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Es gelten die folgenden Eigenschaften.

Satz 1-1:
Fir z,z,,z, € C gilt

) (z,+z) =z +2z
2) (z 'Zz)* = Z1* 'Z;
3) (z,/z,) =z /2, mit z,#0

4) () =z

5) Re(z)= %(z +2z")
6) Im(z)=—(z—2)
2j
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7 z-z =z

8) lz=z/(z-z")=2")|z]

9 1Z"|=lz|

10) |z|>0

1) |z]=0 < z=0

12) |z, z,]=z]-]z]

13) |z,/z,1=|z1/|z,] mitz, #0

14) |z, +z,|<|z|+]|z,| Dreiecksungleichung
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Beweis:
D (z+2) =+ iy +x5+0,) =((x+x)+ 0+ 1))
= (X, +X,) = O +3,) = (5 = jy)+ (X, = jy,) =z, + 2,
2) (z2) =((q+y) (4 j,)) =02, = 3, + (%3, +5,0,))
= (XX, =Y, ,) — J (%7, + X, )
== jy)- (X, = jy) =2z -2
3) (z/z) = (0 + 30/ + ) = (0 + 3D (5, = jy)/|2,1)
= (5 + 1) (% = j3,) 12,
=(x=j») 4 jy) )|z, f =2 2,/(z,-2) =2 | 73
4 (@)=(x-jy) =x+jy=z
5) (e +2) = (6 )+ ) =x=Re(2)
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6) 2%_(2_2*)zzLj((ij)_(x_jy)):y:lm(z)

7z =(x+jy)(x=jy)

=X+ )+ j(—xy+xy)=x"+ )" =|zf

8) 1/z=1/(x+jy)=(x—j/((x+jy)-(x=jy))=2"/|z]

9) |z'|=|x—jy|=|x+j(—p)| =X +(=y) =x¥* +)* =z

10) |z|=x*+y* 20

11) |z\:O<:>{x:O/\y:O}<:>Z:O

12) |z, -z,|= ‘(x1 +jy)-(x, +jJ’2)‘ :‘(XIXZ =)+ j(xy, +x2y1)‘

= \/ (XX, =y ,) +(xp, +x5,0,)°
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2 2 2 2 2 2 2 2
= \/xl Xy =2X 0,0, V0V, XYy H 2,00, + X5,

2 2 2 2

= Jxix2 +xlyl 4oyl + vy
2 2 2 2 [ 2

:\/(x12+y12)°(x2+y2):\/x1 + 1 \/x2+y2 =|z]|z,]

13) |z,/2,|=122/(2,2)|=|2,2, /|12, Pl =1 2,23 /|2,
=z, |1z /|12, F =1z 1"12,1/12, [ =z |/|z,
14) |z,+2,|<|z|+|2,| = |z,+2, <(Iz]+]2,])
2 +2, =(5+2,)(z,+2,) =(z,+2,) (2 +2))

=z,z, + 2,2, + 2,2, + 2, 2, =| 2, |2 +|z, |2 +2Re(z,z,)
(Iz|+12,1) =1z, P +|z,] +2]|z] |z,

:|Zl|2+‘Zz|2+2|zl‘°|zz‘:|zl|2+|Zz|2+2|ZIZ;|a

da 2Re(z,z,) £ 2]z z;| folgt die Richtigkeit der Behauptung.

Hochschule Bremen

Definition der Kreisfunktionen (trigonometrische Funktionen)
Graph der Sinus- und Kosinusfunktion

y=rsing

Es gilt:
(Pythagoras)

|
v rP=a*+b°

ﬂWﬂ
r = Hypotenuse

a = Ankathete
b = Gegenkathete

Y

N

a b .
—=Ccos@, —=singe

r

g=Cos¢=cotgo

b sing

2=Sin¢=tan¢

a cosQ

1-72
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Eigenschaften

1) sin(—@)=-sing ungerade Funktion

2) cos(—@p)=cos@ gerade Funktion

3) cos (o+§ =—sin@

&cos((pigjzisingp

COS (p—% =sin @

. T
sin| @+— |=cos@
2 T
>sin| o+ — |=+cos@
. T 2
sin| ¢ —— |=—cos @
2
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4) sin(@p+2kr)=sing
fir keZ Periodizitit
cos(@+2km)=cosgp
5) (cos@)’ +(sing)’ =cos’@+sin’p =1 Pythagoras
Winkel Winkelfunktionen
[rad] | [deg] | sin CoS tan cot
0 0 0 1 0 -
zl6 | 30° | 12 (32 1B B
w4450 |12 N2 1
73 60° |32 12 | 3 13
/2 | 90° 1 0 - 0
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Additionstheoreme
Es gelten

1) sin(¢, £@,) =sin@, cos e, £sin @, cos @,

2) cos(¢, t@,)=cos@, cos@, Fsing, sine,

-~

rb

y
~—
9}

\0
\0

\ky' .

v N,

N\ .
% .
= .
X
A

v

{Q
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Beweis:
c a+b
) —= =sin(@; +¢,)
r
a . d a a d .
—=sing,, —=CoS@p, => —=— —=SIng, cosy,
d r rodr
b e . b e b .
—=C0s@Q, —=sIn@, = —=—-—=sIn@,Ccosy,
e r r e
b

: a : :
= sin(¢, + @,) =—+—=sin @, cos @, +sin @, cos @,
ror
bzw.

Sin(@ - ¢2) =sin (¢1 + (_¢2))
= sin ¢, cos(—, ) +sin(—e, ) cos @,
= sin ¢, COs @, —sin @, COS @,
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: T : T
2) cos(¢, +¢@,) =sin ¢1+¢2+5j:sm (¢1+5j+¢2

: T : r
=sin| @, +Ej Cos @, +sin @, cos(gp1 +Ej

= COS ¢, COS @, —sin ¢, sin @,
bzw.
COS((D1 — (p2) = COS((Dl + (—(02))

= €08 ¢, cos(—,) —sin(—¢, ) sin g,
= COS ¢, COS @, +sin ¢, sin @,
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Graphen der Tangens- und Kotangensfunktion

—7/2 7[/2:

:

1

1

1

1

1

1

|

!

sin

tanp = ¢
COsS @
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Umkehrfunktionen

y=cosx  undderen Umkehrfunktion = y =arccosx

R —[-11] [-L1] >0, 7]
y=sinx  und deren Umkehrfunktion = y =arcsinx

R —[-1,1] [-1,1] = [~ 7/2. 7/2]
y=tanx  und deren Umkehrfunktion = y =arctanx

Rk +1)7/2|keZ} >R R —(-7/2,7/2)
y=cotx  undderen Umkehrfunktion =y =arccotx

R\{k;ﬂkeZ}—)]R ]R—)(O,ﬂ)
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Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

Fir z=x+jy € C und z#0 gilt die trigonometrische Darstellung

z=Xx+jy=rcos@+ jrsing=r(cos@+ jsin@)

mit
Y :Z
r=|z|=+x"+y’
und
¢ ;
X
(arctan(y/x) fur x > 0
/2 fliry>0Ax=0
=< .
P! fiiry < 0 Ax =0
| 77 +arctan(y/x) firx<0
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Mit Hilfe der Eulerschen Formel
e’ =cosp+ jsing

die hier ohne Beweis angegeben wird, erhilt man die exponentielle Darstel-
lung komplexer Zahlen gemal3

und es gilt

Jj(p+¢,)

e]¢’1 . e]@z —e ,

denn
/" -e’” = (cos g, + jsing,)(cos @, + jsin@,)
= (cos @, cos @, —sin @, sin @,)+ j(sin ¢, cos @, +sin ¢, cos ¢, )
= cos(@, + @,) + jsin(g, + @,)

— g/t
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Satz 1-2:
Fir z=re’? z,=re’", z,=r,e’/” € C gilt
) z'=re’

— J(o+ey)
2) zz,=rnne

1 1 _

3) —=—¢
z 12

4) i _lej((l’l_(ﬂz)
Z, n
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Beweis:
1) z'=r(cos@p+ jsing) =r(cosp— jsing)
=r(cos(—@)+ jsin(—p))=re

— Jjo Jjor _ J (o +¢,)

2) zz,=ne""re” =rre

1 =z 1 ., 1 _.
3) —=—2=—27’e”0=—e”’

z ‘Z‘ r r
4) i — i — ej(ﬂl ie—ﬂ/’z :iej(ﬂl’l_‘/’z)

1 1

z, z, v 7

5) n=1: z=re’

| ,
n—o>n+l: zZM=zz"=re’r'e

_ | | e’ 1 _.
6) z n:_n: n jngo. —jne :_ne g
y4 r e e r

jne — rn+l ej(n+l)ga
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Formel von Moivre

()" = e = cos(np) + jsin(ng) = (cos @+ jsin @)

Darstellung der Multiplikation

A

y

212,
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Wurzeln komplexer Zahlen
Esset ae C,a#0 und n € N.

Frage: Firwelche z € C gilt z" =a, d.h. welche z sind Nullstellen
des Polynoms z"—a =0?

Mit a=re’? und z=pe’? folgt

- 4
Z"=p'e™ =re’”

= p'=r und nS=@+2kx, kel

= p=r und 9=(p+2kn)/n.
Also sind

j¢+2kﬂ
z,=%re " mit k=0,1,....n—1.

Losungen (Wurzeln) der Gleichung z" = a = re’/?. Alle anderen k fiihren zu
gleichen Werten, denn
zZ =2z,, Z,,, =2 USW.

n+
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Diese n Wurzeln von a bilden die Ecken eines regelméfBigen n-Ecks auf
dem Kreis mit dem Radius /7.

Beispiel:
1) z°=1, dh a=1=1¢"° und n=5,
j0+2k7z

= z,= Q/Ie >

(2/«7:) - (21«;:)
=CoS| — |t JjsSm| —
5 5

und fiir £=0,1,...,4 gilt

z,=1, z :cos(z—”j+jsin(2—7[j z :cos[

v 5 5) 7 5

Z, = 003(6—7[)+jsin(6—7[j, zZ, =cos(8—ﬂ)+jsin
5 5 5
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2) z2=j, dh. a=j=1e/"* und n=2,
[2+2km

— z =31 2 =cos Ly + jsin Ly
¢ 4 4

und fir £=0,1 gilt i

Z,=COS (zj + jsin (zj / \
4 4 X
_ 1 1+)) J
V2 )
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Beispiel:
Multiplikation einer komplexen Zahl mit j bedeutet geometrisch eine Dre-
hung des Zeigers um +90°. R

y
z=re’ Jz
’
. i/2
] = lejﬂ-/ 7 ¢+7Z’/2 V4
. j(¢)+7r/2) p
— ] cZ=re
w .
@ X

Beispiel:
Multiplikation (Division) einer komplexen Zahl mit —j (durch ;) bedeutet
geometrisch eine Drehung um —90°.

A

Z:rej¢, . ¥

—jzle_j”/z :1/]-

= —j.z=re/ v ’ “"r Jz=z)j
q)—:r/z ;
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¢ S Ubungen zur Héheren Mathematik 1 / Kapitel 1
x Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 1-1: Beweisen Sie
a)

b) (ab +ab,) < (al2 +a, )(bl2 + bzz) (Schwarzsche Ungleichung)

a+b

>+/ab, a,b € R,a>0,b>0 (Ungleichung fiir geo- und arithmetisches Mittel)

Aufgabe 1-2: Beweisen Sie durch vollstindige Induktion

" 1)(2n+1)
e n(n+
a) kZ; 6
ok n+2
b —=2-
) Z;? 2"

Aufgabe 1-3:
Untersuchen Sie fiir welche x € R gilt

a) x(x*+3x-1)>3

b) 2x <x

x+4

Aufgabe 1-4:
Untersuchen Sie fiir welche x € R gilt

a) |x—3|$|2x+l|

b) |x+1|+|x-2|<4

Aufgabe 1-5: Man berechne z,+z,, z,—z,, z,-z,, 2,:2,, z, 2,2, zl| und |ZZ|
a) 21=1+j\/§ z,=1-j

b) z, =2+,3 z,=3-j5

c) z,=4-j5 z, =4+ j5

d z=J z,=—2—j4



¢ S Ubungen zur Héheren Mathematik 1 / Kapitel 1
x Hochschule Bremen
J City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 1-6: Schreiben Sie folgende komplexe Zahlen in der Form z = x+ jy.

a) z=e"
b) z=e "
C) z :ejllﬂ/6

d) 7= ej(37r/2+2n/r)’ ne Z

Aufgabe 1-7: Stellen Sie folgende komplexe Zahlen in der exponentiellen Form dar.

a) z=j2
b) z=-1-j
c) Z=3—j\/§

Aufgabe 1-8: Man berechne Real- und Imaginérteil sowie Betrag und Argument von

277 9 1 Vd
a) z= A2\ arctan(x)+arctan(—j:—
1_((1+J) ) x) 2
~ 1+] 99
0 1—J
1 , "
C) z = E(1+]\/§)J

Aufgabe 1-9: Ermitteln Sie sdmtliche Losungen der Gleichungen

a) z° =3—j\/§
b) z*=81

Aufgabe 1- 10: In welchen Bereichen der Gaul3schen Zahlenebene liegen die komplexen
Zahlen z, fiir die die folgenden Beziehungen erfiillt sind.

a) |7 <1alz-1<1
b) z-z'=1
c) |argz|<£

2

d) [Rez|+|Imz|=1
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