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3 Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit
3.1 Grundbegriffe

Zunichst einige Definitionen iiber reelle Funktionen einer reellen Verdnder-
lichen.
Definition 3-1:

Es seien 4 und B zwei nicht leere Mengen.
1) f:A — B heil}t Funktion von 4 nach B, wenn jedem a € A genau ein
b € B zugeordnet wird.

faeA—beB
b = f(a) heilit Funktionswert an der Stelle a.

{[ ¢ ]: ae A} heil3t Graph der Funktion f.
f(a)
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N Funktion s keine Funktion
y y
W (f) { i
W(f)cB | |
X
A

A heilit Definitionsbereich D(f).

W(f)=f(A)={beB: JacAmit f(a)=b} B
heiflt Wertebereich von f.
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2) f: A — B heilit injektiv (eineindeutig), wenn Va,,a, € A mit
f(a)=f(a,) = a,=a,.

A injektiv . nichtinjektiv

y Y

w(f ){ w(f) {
wines (B |
: . ! x' ; - !

3) f: 4 — B heilit surjektiv (Abbildung auf), wenn W (f) =B 1ist.

4) f: A — B heilit bijjektiv (eineindeutig auf bzw. umkehrbar eindeutig),
wenn f injektiv und surjektiv ist.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 1 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 3-3

Definition 3-2:
Sind f:A— B und g: W(f) — C zwei Funktionen, so heif3t

h:4->C

mit
h(a) = g(f(a)) Yae A
die aus f und g zusammengesetzte Funktion
h=gof.
Beispiel:
Mit f(x)=x"+5 und g(x)=sinx entsteht

g(f(x))=sin(x’ +5)
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Definition 3-3: (Umkehrfunktion)
Ist f: A — B bijektiv, so existiert die Umkehrfunktion
B> 4

mit

[ f=id, (/1 (f () =id (%))
und

[of ' =id, (£ () =id,(»),
wobei id, und id; die Identitdatsabbildung auf 4 bzw. B bezeichnet, d.h.

id,(a)=a VaeA und id,(b)=b VbeB.
Also gilt
[ (f(@)=a Vaed und f(f'(b))=b VbeB
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Beispiel:
f:[0,00) —[0,0) (y=rx)=x")

X X
£ ist bijektiv
/7 :0,00) >[0,00) (x=r/"0)=\)
yy

Die Rechenvorschrift fiir die Umkehrfunktion erhalt man durch Auflosen der
Gleichung y =f(x) nach x.

y=fx)=x = x=\ly,

da x>0 folgt /™'(y)=4/y .
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Den Graphen der Umkehrfunktion erhilt man durch Spiegelung an der Win-
kelhalbierenden.

Y1 f Winkelhalbierende
y B oo
f—l
i N """E""'"""":L"’:"” A~ . . .
ER P X,y unabhidngige Variable
o X,y abhingige Variable
. ~ X
X Y
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Definition 3-4:

Eine Funktion f: 4 — B heil3t auf der Menge M — A beschréankt, wenn es
eine endliche Konstante K derart gibt, dass

f()|<K VxeM

gilt. Dabei wird K eine Schranke von f auf M genannt.

Beispiel:
y=f(x)=sinx
sinx|<K=1 VxelR
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Definition 3-5:

Eine Funktion f: 4 — B heif3t auf der Menge M — 4 nach unten bzw. oben
beschriankt, wenn es eine endliche Konstante K, bzw. K derart gibt, dass

K <f(x) VxeM

bzw.
J(x)£K, VxeM

gilt. Dabei werden K, bzw. K, untere bzw. obere Schranke von f auf M
genannt.
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Beispiel:
) y=x>-2x-1=(x-1)>-2
(x-1)’-2>K,=-2 VxeR

2) y=1-x"—4x=5-(x+2)
5-(x+2)’<K,=5 VxeR

Definition 3-6: (Intervalle)
Es seien a,b € R mit a < b. Die Menge

[a b] {x eR:a<x< b} heil3t abgeschlossenes Intervall
(a,b)={xeR: a<x<b} heilt offenes Intervall
[a,b) {xeR a<x<b} _

heil3t halboffenes Intervall
(a,b]::{xeR a<x< }
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Beispiel:

Definition 3-7: (Monoton wachsende und fallende Funktionen)

Eine Funktion f: A — B heil} im Intervall / © A monoton wachsend bzw.
streng monoton wachsend, wenn Vx,,x, € I mit x; >x, die Ungleichung

f(x) 2 f(xy) bzw.  f(x)> f(x,)

gilt. Entsprechend heif3t sie monoton fallend bzw. streng monoton fallend,
wenn Vx,,x, € [ mit x; >x, die Ungleichung

S f(x) bzw. f(x) < f(x,)
gilt.
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i . R
/ x' / x'
/

monoton wachsend streng monoton wachsend

y“ yu

T

o
N\ x N

monoton fallend streng monoton fallend
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Beispiel:

D f(x)=x"
I =(—,0] streng monoton fallend
[ =[0,) streng monoton wachsend

2) f(x)=sinx’
[ =[-z/2,7/2]  streng monoton wachsend

[ =[7/2,37/2]  streng monoton fallend

.3
3) f(x)=x
I=R streng monoton wachsend
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Definition 3-8:
Eine Funktion f: 4 — B heil}t gerade bzw. ungerade, wenn 4 c R sym-
metrisch zum Nullpunkt und

fx)=f(x) bzw. f(=x)=-f(x)
fiir alle x € 4\{0} gilt.

Definition 3-9:
Eine Funktion f: A — B heil}t periodisch mit der Periode A > 0, wenn fiir
alle x € A fiir dieauch x+ 1 € 4 1ist, gilt

Jx+A)=f(x)

Dabei wird das kleinste A > 0, fiir das obige Gleichung gilt, primitive Peri-
ode genannt.
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3.2 Elementare Funktionen

3.2.1 Ganzrationale Funktionen

Definition 3-10:
Eine Funktion f: R — R heiBt ganzrationale Funktion (Polynom) vom Grad
n, wenn es reelle Zahlen ay,a,,...,a, € R gibt, a,# 0, so dass

n
f(x)=a,+ax+ax’ +..+ax" = Zakxk
k=0

fur alle x € R gilt. Die a; heilen Koeffizienten der ganzrationalen Funktion
(des Polynoms).

Addition bzw. Subtraktion von Polynomen

n n n
Zakxk + Zbkxk = Z(ak +h, )x"
k=0 k=0 k=0
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Multiplikation von Polynomen

(iakxkj-(zn:bkxka[iakxkj-( n bllez n (iakb,xk”J
k=0 k=0 k=0 =0 k=0 \_[=0

3.2.1.1 Lineare Funktion

Hauptform:

f(x)=a,+ax
Die Koeffizienten a, und a, konnen durch Angabe von zwei Funktions-
wertepaaren (x;,y;) und (x,,y,) berechnet werden.

Voraussetzung:

Fir x=x, i1st y=y,, dh. y,=q,+ axx,
Fir x=x, ist y=y,, dh. y,=a,+ax,
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Mit
Yy =Y =Gy ax, —ay —ax; = ay(x, = x;)
folgt
a,=(y,=3)/(x,—x)
und nach Einsetzen in y, = a, + a,x,

_ W=V 0K X X 00X, X
Ay =V —— X4 = = :

Neben der Hauptform sind noch die

Zweipunktform: 1
; :
2 Y=Y _Vo—=N
Vi - =
A X=X X, =X
X, X, X
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und die
Achsenabschnittsform:
y A
X -y
: = —+==1
e b mit f(0)=>b b

¢ mit f(a)=0 X

von Bedeutung.

Beispiel:
Fiir Bewegungen mit konstanter Beschleunigung gilt fiir die Geschwindigkeit

v=v,+at (y=r(x)=a,+ax)
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3.2.1.2 Quadratische Funktion
f(x)=a, +ax+a,x’

Die Koeffizienten ay,a, und a, sind durch die Angabe von drei Funktions-
wertepaaren (x;,y;), (x,,1,) und (x3,);) eindeutig bestimmbar.

Beispiel:
Fiir Bewegungen mit konstanter Beschleunigung gilt fiir den Ort

1
x=x0+vot+§azt2 (y:f(x)=a0+a1x+a2x2)

Nullstellen der quadratischen Funktion
Durch Nullsetzen des Funktionswertes erhédlt man aus der quadratischen
Funktion die quadratische Gleichung

2 —
a,x" +ax+a,=0.
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Division durch a, liefert die Normalform der quadratischen Gleichung

x*+px+qg=0 mit p:ﬂ und q:&
a

Durch quadratische Ergdnzung

2
%:_£+_[£j_q:_1¢+ 4| 4

2 2 2a, 2a, a,

2 2
ool (2} o [a] 4
2 2 2a, 2a, a,
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Beispiel:

Aus
(x—x) (x—x,) = X’ — (X +x,) x+xx,
folgt der Viétasche Wurzelsatz
p=—(x+x,)=-C3+1)=-4

und
q=xx,=3-1=3.
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3.2.1.3 Polynome dritten und hoheren Grades

Berechnung der Funktionswerte

Zur Berechnung eines Funktionswertes mit der Summendarstellung

n
_ 2 n o_ k
f(x)=a,+ax,+ax;+...+a x, = Zakxo
k=0

bendtigt man jetzt 2n—1 Multiplikationen und n Additionen. Durch suk-
zessives Ausklammern, d.h.

f(x)=ax"+ azn_lx”_1 +...+ a3x3 +a,x" +ax+ a,
n—1 n-2 2
=(a,x"" +a, x""+...+ax +a,x+a)x+a,

=(ax"*+a,x""+...+ax+a,)x+a)x+a,
erhilt man die Horner-Darstellung

fx)=(..(((ax+a, )x+a, ,)x+a, ;) x+...+a)x+a,.
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Berechnen von Funktionswerten mit Hilfe der Horner-Darstellung von innen
nach auen reduziert den Rechenaufwand auf » Multiplikationen und »
Additionen. Fiir das gewohnliche Rechnen ist es noch zweckmaiBig, die Hor-
ner-Darstellung in das Horner Schema zu tiberfiihren.

Horner-Schema

an an—l an—2 al aO
+ C, Xo C,_1 X0 . Cr X C1 Xp
¢,=4a, Cn1 Cp2 € Co :f(xO)
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Beispiel:
f(x)=6x°=3x"+2x" +4, X, =2

6 -3 0 0 2 0 4
+ 62 9-2 18-2 36-2 74-2 1482
9 18 36 74 148 300

Ferner gilt mit den Koeffizienten ¢, (i =0, ...,n) des Horner-Schemas

XN=ax"+a x""'+...+ax*+ax+a
n n—1 2 1 0

=(x—x,)(c,x"" +c, X" +...+cx+c)+Cyo

wobei
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c,=a, C, ,=CX,+a, ,, C, ,=C_X,+a ,,...
e C =0 Xyt a, Cy=cX,+a, = f(x,)
bzw.

a,=c, a, =C _—CXyy A, _5=C,5—C Xg,...

n nd n

caly =C = CyXy, Ay =Cy—C X,

Das Horner-Schema beinhaltet somit gleichzeitig die Division durch den Li-
nearfaktor (x —x,), d.h.

X _ _ c
AC), =cx" +c, X"+, +e,x+e +—2—.
X — X, X=X,
o :f(xo)

Der Term bezeichnet den Divisionsrest. Die Division ist

X=X, X—X,

ohne Rest ausfiihrbar, wenn f(x,) =0 ist.
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Beispiel:
Dividieren Sie mittels Horner-Schema

f(x)=6x°=3x"+2x* +4
durch den Linearfaktor (x — 2). Aus obigem Beispiel folgt
F(x)=(x=2)(6x +9x* +18x’ +36x" + 74x +148) + 300

) 65 0t 1 18x 436 1 Tdx 4148 4 200
x—2 x—2

Polynomnullstellen und Faktorisierung

Als Nullstelle einer Funktion f: A — B bezeichnet man jede Losung f(x)
=0 in 4. Aufgrund von

f@)=(x—x)(cx"" +c, x"+...+c,x+c)+ f(x)
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ist x; € R genau dann eine Nullstelle des Polynoms, wenn f(x) den Linear-
faktor (x —x,) enthilt, d.h. wenn es ein Polynom g(x) gibt mit

J () =(x—x) g(x)
Analoge Uberlegungen beziiglich g(x) fiihren auf
J ()= (x=x)(x=x,) A(x)

usw.

Satz 3-1:
Es seien x,,...,x, die reellen Nullstellen des Polynoms f(x). Dann gilt die
Produktdarstellung

£ =Y a5t = (x-x) (r—x,)- (r-x,) () = | [ (x-x) g(x)

mit ¢g(x) einem Polynom vom Grad (n — m), das in R keine Nullstelle
besitzt.
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Tritt eine Nullstelle x, in der Zerlegung
e genau einmal auf, so wird x, einfache,
e m,-mal auf, so wird x, m,-fache

Nullstelle genannt. Die Produktdarstellung kann somit auch in
S =(r=x)" (x=2,)" --(x=x,)" q(x)
umgeformt werden, wobei
i=l

gilt.

Beispiel:
f(x)=x*+2x"-3x"-4x+4 und f(1)=0 = x, =1
Horner-Schema fiir f(x) an der Stelle x =x, =1
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2 -3 4 4

+ 1-1 3-1 01 —4-1
liefert 3 0 4 0
f(x)=(x-Dgx)+ D) =(x-1g(x)
mit

gx)=x’+3x-4 und g(1)=0 = x, =1

Horner-Schema fiir g(x) an der Stelle x =x, = 1

1 3 0 4
+ 1-1 4 -1 4 -1
1 < 4 0
liefert
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g(x)=(x—=1Dh(x)+g() = (x=1)A(x)
mit
h(x)=x"+4x+4=(x+2) = Xy 4 =—2.
Also gilt

fx)= (=1 (x+2),

d.h. f(x) besitzt zwei zweifache Nullstellen bei x;, =1 und x, =-2.

Anmerkung:

Nullstellen quadratischer Polynome bestimmt man mit den bekannten For-
meln. Ahnliche, aber deutlich kompliziertere Formeln existieren auch fiir
Polynome dritten und vierten Grades. Fiir Polynome deren Grad grof3er als
vier ist existieren keine entsprechenden Formeln.
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Satz 3-2: (Fundamentalsatz der Algebra)

Es sei
fx=ax"+a,_x"+..+ax’ +ax+a,
mit
a €eR fur k=0,L...,n
und
a,#0, dh. Gradf =n
dann gilt
f hat genau n Nullstellen z,,z,,...,z, € C
mit
f(x) = an('x_zl)('x_ZZ)”'(x_Zn) .
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Satz 3-3:

Ist z € C\R Nullstelle von £, so ist auch z* Nullstelle von f und es gilt

f(x)=(x" =2Re(2)x+|z[*) g(x).

Beweis:
f@)=az"+a, 2" +...+a,z" +az+a,=0
=(f(2) =(az" +a,_z""+..va,z’ +az+a,)
=(a,z") +(a,z"") +...+(a,z°) +(a2) +a,
=a,(z") +a, (z"") +..+a,(z*) +az" +a,
=a,(z") +a, ()" +..+a,(z") +az +a,

= f(z')=0
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Da z und z" Nullstellen sind, kann der Faktor
(x—2)(x—z)=x"—(z+2)x+zz"=x"—(2Rez)x+|z|

abgespalten werden.

Somit kann f in R in lineare (fur die reellen Nullstellen x,,x,,...,x, ) und

in quadratische (fiir die konjugiert komplexen Nullstellenpaare
ZyyZ; 25,255+, 2,5 Z; ) Faktoren geméB

f(x):an(x—xl)---(x—xm)(x2 +a1x+b1)---(x2 +ax+Db)

zerlegt und bei expliziter Beriicksichtigung der Vielfachheit reeller und kon-
jugiert komplexer Nullstellen in

fx)=a (x—x)" - (x—x)"(x*+ax+b)"---(x*+ax+b)"
n 1 r 1 1 s s

mit
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i=l

Zmi =m, le. =/ und n=m+2/
i=1
zerlegt werden.

Beispiel:
N=x"+x —-x>—-1 und D=0 = x, =1
1

Horner-Schema fiir f(x) an der Stelle x =x, =1

1 0 1 1 0 1
+ 1-1 1-1 2-1 1-1 1-1
1 1 2 1 1 0

= g(x)=x"+x"+2x"+x+1 und g(£j)=0 = x,,==*j.
2,3
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Polynomdivision, d.h. g(x) durch (x —j)(x +/)=x"+ 1
O+ 2 x4+l +l=xt x4+l
X +0x7+ x?

X+ x> +x+1
X +0x*+x

XX +0+1
X +0+1
0

= h(x)=x"+x+1.
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Losung der quadratischen Gleichung

= x45:_li\fl—1=—li —§=—lij£.
o2 N4 2V 4 2772

Die Zerlegung lautet schlieB3lich
f(x)=(x=1)(x— ])(x+])(x——( 1+]\/—)j(x—§( - ]\/_))

bzw.

f(x)z(x—l)(x2 4—1)(x2 +x+1).
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3.2.2 Gebrochenrationale Funktionen

Definition 3-11:
Der Quotient zweier ganzrationaler Funktionen (Polynome)

n

k
"+ T tax ax+ 24,
_ax ta, X"+ 4ax +ax+a, 3

fy =2

g(x) b x"+b x"+.. . +bx*+bx+h,

m
l
bx
/=0

heifit gebrochenrationale Funktion, wobei a, # 0, b,, # 0.

Die Funktion heif3t
e ccht gebrochen, wenn Gradp =n < Gradg =m
e unecht gebrochen, wenn Gradp =n> Gradg=m
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Beispiel:

2 J—
1) f(x)= 4x3 3 echt gebrochen
x +x—1
3 J—
2) f(x)= Lx;S unecht gebrochen
x—
2
3) f(x)= 3 Jg4);+ 0 unecht gebrochen
X+
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Satz 3-4:
Jede unecht gebrochenrationale Funktion

p(x) ax"+a, X" +..+ax +ax+a,
g(x) b x"+b x""'+...+bx’+bx+h,

f(x)= (a,#0,b #0)

d.h. n>m, lasst sich gemil
f(x)=g(x)+7(x)/q(x)
n eine
e ganzrationale Funktion (Polynom) g(x) und eine

e ccht gebrochenrationale Funktion »(x)/g(x) mit Gradr < Grad g oder
r(x) = 0 zerlegen.

Beweis:
Der Beweis kann durch Polynomdivision erbracht werden, sieche nachfolgen-

des Beispiel.
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Beispiel:
Man zerlege

X =3x+5

) f(x)="—"T"7" X +0x* =3x+5:x-2=x"+2x+1
x—2 PERRD
=x>+2x+1+ 2x* =3x+5
x=2 2x* —4x
x+5
x—2
7
2
2) f(x)= X tAHD 3x +4x+ 9:x0+5=3
X745 3x* +0x +15
_34 20 4x — 6
X +5
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Satz 3-5:

Es sei f(x) = p(x)/q(x) eine gebrochenrationale Funktion. Falls Grad p >
Grad ¢ (unecht gebrochen) und somit

r(x)
q(x)’

dann ist /(x) genau dann gemeinsamer Teiler von p(x) und g(x), wenn A(x)
gemeinsamer Teiler von ¢(x) und r(x) ist.

J(x)=g(x)+

Beweis:
"=" Aus p(x) = h(x)py(x) und g(x) = h(x)g,(x) folgt

r(x) = p(x) = g(¥)q(x) = h(x) (P, (x) — g(¥)q,(x))
"<"  Aus q(x)=h(x)g,(x) und r(x) = h(x)r,(x) folgt
p(x) = r(x)+ g(x)q(x) = h(x) (7, (x) + g(x)g, (x))
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Mittels Polynomdivision kann die Bestimmung gemeinsamer Teiler von
p(x) und ¢g(x) auf die Bestimmung gemeinsamer Teiler von ¢(x) und r(x)
(Polynome kleineren Grades) reduziert werden.

Euklidischer Algorithmus

D =29+ DY Gradg <Grad g

g(x) q(x)

2) 900 _ g,(x)+ qz_(x), Grad ¢, < Grad ¢,
q,(x) q,(x)

3) @) =g,(x)+ q3_(x)’ Grad ¢, < Grad ¢,
q,(x) q,(x)
¢ (%)

7. () =g, (%), ¢ (x)=0
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= q,(x) 1st der groBte gemeinsame Teiler von ¢, (x), g¢,(x) und somit auch
von g, ,(x), q,_1(x) und g, ;(x), g, »(x) usw. bis g(x), g,(x) und schlieBlich
auch von p(x), g(x).

Beispiel:
Gesucht wird eine gekiirzte Bruchdarstellung von

xt—=2x"-2x" -2x-3
JO) === :
x =3x —T7x"+15x+18
Der Euklidische Algorithmus liefert
) x*=2x"-2x"— 2x— 3:x"-3x -7x" +15x+18=1
x*=3x =7x* +15x+18
x> +5x=17x-21
= g(x)=1, g,(x)=x"+5x"-17x-21
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2) x*=3x"— 7TxX°+ 15x + 18 : X’ +5x° —17x-21=x-8
x5 —17x% - 21x
—8x° +10x* + 36x+ 18
—8x° —40x* +136x+168
50x” —100x—150
= g (xX)=x-8, ¢,(x)=50(x>-2x-3)

3) ¥’ +5x° —17x—-21:50 (x* —2x—-3)=(x+7)/50
x’ —2x°— 3x

7x* —14x-21
7x* —14x-21
0

= gz(x):%(x+7)» 7,(x)=0 = geT=q,(x)=50(x"~2x-3).
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Nach Kiirzen von /(x)=x">—-2x-3

x'=2x7=2x*=2x-3:x*=2x-3=x*+1
xt=2x =3x7

x*=2x-3
x*=2x-3
0

¥t =3 = TP +15x+18: x> —2x-3=x>—x—-6
xt-2x - 3x?

— X —4x*+15x+18

— X +2x*+ 3x

—6x" +12x+18
—6x" +12x+18
0
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erhilt man
x +1 x” +1 (x—j)(x+))
J(xX)=— = =

X—x—6 (x+2)(x-3) (x+2)(x-3)

Definitionsbereich D( f)
Der Definitionsbereich einer gebrochenrationalen Funktion

_ p(x)
f(x) ()

liegt erst endgiiltig fest, wenn p(x) und ¢(x) teilerfremd sind, d.h. keinen

gemeinsamen Teiler mehr besitzen.

Es seien p(x) und ¢(x) teilerfremd, dann besitzen p(x) und ¢g(x) keine

gemeinsamen Nullstellen und es gilt
D(f):{xeR: q(x);tO}.
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Nullstellen, Polstellen
Es seien p(x) und g(x) teilerfremd.

e Nullstellen des Zahlerpolynoms p(x) sind dann auch Nullstellen der ge-
brochenrationalen Funktion f(x) = p(x)/q(x).

e Nullstellen des Nennerpolynoms ¢(x) heiBlen Polstellen (Singularitaten)
der gebrochenrationalen Funktion f(x) = p(x)/q(x).

Eine /-fache Nullstelle des Nennerpolynoms ¢(x), d.h.
q(x)=(x=x)) q,(x) mit g,(x,)#0
heiflt -fache Polstelle oder /-facher Pol.

Der Graph y =f(x) hat in der Ndhe von x =X, ndherungsweise die Gestalt
_ p(xy) . 1

q,(x,) (x— xo)l
Das Verhalten bei groen Betrdgen von x ersieht man aus
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fx) = ax +a, +...ta,x" +ax+a,
- -1 2
+b " +bx +bx+b,
a a a a
n—1 2 1 0
(1 +—" .+ —+ —+ . j
B a,x a,x a,x a,x _a, N
b b b b b
b x" (1+’"11 tot o "
b x b, x b, x b, x

Beispiel:

D f09= ey Mt D) =R(-L),
(x+1)°(x=1) (n < m, echt gebrochen)

einfacher Pol bei x=1  (allgemein: /-facher Pol mit / ungerade)
— Vorzeichenwechsel an der Polstelle

zweifacher Pol bei x =—1  (allgemein: /-facher Pol mit / gerade)
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— kein Vorzeichenwechsel an der Polstelle

groBe Werte von |x| = f(x)=x~ ——0

(Asymptote g(x) = 0)

[x}—e0

4

y
3l
oL Asymptoten
\
1 L \
0
Ak
2+
3k
_4 L L
4 3 2 1 0 1 2 3 4
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X +2
(x+1)(x—=1)

2) f(x)=

mit D(f)= R\{—l,l} ,
(n = m, unecht gebrochen)

einfacher Pol bei x = -1 = Vorzeichenwechsel an der Polstelle

zweifacher Pol bei x = 1 = kein Vorzeichenwechsel an der Polstelle

gro3e Werte von |x|
= f(x)~1
(Asymptote g(x)=1)

6

Asymptoten %
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x> +3

3) f(¥)=

einfacher Pol bei x = 1 = Vorzeichenwechsel an der Polstelle
grofle Werte von |x| = f(x)=x

mit D(f)=R\{1}, (n>m, unecht gebrochen)

x_

Polynomdivision liefert

x*+0x+3:x—1=x+1 B -
X- +4)(x=1) o |
ﬁ /

M g |

i —

mit )

f(x)=g(x)+r(x)/q(x)
=x+1+4/(x-1)

(Asymptote g(x)=x+1)
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Partialbruchzerlegung
Eine wichtige Anwendung fiir die Zerlegung eines Polynoms ist die Partial-

bruchzerlegung einer gebrochen rationalen Funktion. Es sei

_p)
f(x) ()

wobei p(x) und ¢g(x) Polynome mit Gradp < Gradg (echt gebrochen)
bezeichnet. Fiir den Fall Gradp > Gradg (unecht gebrochen) muss vorher
eine Polynomdivision durchgefiihrt werden. Das Nennerpolynom ¢(x) sei
in R wie folgt zerlegbar:

gx)=(x—x)" - (x—x)"(x* +ax+b)" (x> +ax+b)"
1 r 1 1 s s

mit den reellen Nullstellen x,,x,,...,x, und den konjugiert komplexen Null-
stellenpaaren z,,z,,z,,2,,...,2,,Z, .
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B.

ija lja

f(x)zp(x): Al,l T Al,ml

g(x) (x=x)  (x-x)"
4 4

T
(r-x) " (x=x)"
B x+C, . Bl’,lx + CU1

Es existieren nun eindeutige Zahlen A4 C; € R mit

> .o ) I
(x"+ax+b) (x"+ax+b)
Bs,lx + Cs,l n BSJS X+ CSJS
) N > I
(x"+ax+b,) (x"+ax+b,)
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Beweis:

Fasst man die Briiche auf der rechten Seite wieder zusammen, so erhilt man
den gleichen Nenner wie auf der linken Seite (g(x)). Also miissen die Zahler
auf beiden Seiten auch gleich sein. Durch Koeffizientenvergleich erhilt man

ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten A, B;, C;.. Dieses Glei-

ija ija

chungssystem ist eindeutig l6sbar.

Zur Berechnung der Zahlen 4, B
fithren.

1) Rechte Seite zusammenfassen (auf Hauptnenner bringen)

;» C; sind die folgenden Schritte durchzu-

2) Zahlen nach Potenz von x sortieren
3) Koeffizientenvergleich des Zahlerpolynoms mit p(x) durchfiihren
4) Lineares Gleichungssystem losen
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Beispiel:
2x+1 2x+1 4 N A4,

1 - =
) ¥ 4+x-2 (x=Dx+2) x-1 x+2
A +2)+ A4, (x-1) (A +A)x+24 -4,
(x—D(x+2) (x—D(x+2)
Koeffizientenvergleich
A+A4,=2, 24-4,=1 = A +A4,+24, -4, =3
= 4 =1, A4,=1
liefert die Partialbruchzerlegung
2x+1 1 N 1
X +x-2 (x=1) (x+2)
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1 1 A Bx+C
2) 2 I 2 - T
x—=-x+x-1 (x-Dx"+1) x-1 x"+1

= 1=AX" +D)+(Bx+C)(x-1)=(4+B)x* +(C—B)x+(4-C)

Koeffizientenvergleich

A+B=0, C-B=0, A-C=1

= B=—4, C=B=-4, A=1+C=1-4
1 1 1

:>A:—, B:——’ C:——
2 2 2

liefert die Partialbruchzerlegung

1 _l[ 1 _x—l—l}
¥ -x"+x-1 2\x-1 x*+1
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Bei einfachen Nullstellen kann man auch die folgende Methode anwenden.

2x+1 _ 4 N 4,
(x—-D(x+2) x-1 x+2
Multiplikation mit (x — 1) liefert
2x+1 x—1

=A + A4,
x+2 x+2

nach Einsetzen von x =1 erhilt man

3440 > 4 =1
3

Multiplikation mit (x + 2) liefert
2x+1 x+2

=4 ——+ A4
x—1 "x—1 2

nach Einsetzen von x = -2 erhéalt man
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-3
—=0+4, = 4,=1
1 A Bx+C
2) > = + )Z
(x-Dx"+1) x-1 x"+1
1 1
= A=—; = A=—
x“+1 2
: 1 —1—
= (Bx+(C)| =—— = Bj+C= =
= x| -1 2
= B= —l, C= 1
2 2
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Anmerkung:

Bei mehrfachen Nullstellen konnen die beiden Verfahren auch kombiniert
werden, d.h. die zur jeweils hochsten Nennerpotenz gehorenden Zahlerkoef-
fizienten konnen mit der zweiten Methode die restlichen durch Koeffizien-
tenvergleich entsprechend der ersten Methode bestimmt werden.
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3.2.3 Exponential- und Logarithmusfunktionen
3.2.3.1 e-Funktion

Definition 3-12:
Die Funktion f: R —> R mit

f(x)=e" = exp(x) = lim(l + fjn , xeR

n—0 n

heiBt e-Funktion (Exponentialfunktion)®.

Eigenschaften der e-Funktion

Funktionalgleichung: e e =e

) Die Exponentialfunktion kann auch durch die Potenzreihe e* := Z‘iox” / n! definiert werden. Mit Hilfe des Cauchy-Produkts kann man dann auch die Funktionalgleichung
beweisen. "
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Positivitit: e’ =1, e = l/ex , >0 VxeR, denn
—x+Xx

0 —
e’ =e =e"e =1, da

e >1 Vx>0 = e =1/e*>0 Vx<0

Monotonie:  e" ist streng monoton wachsend, d.h.
Vx,x, e R mit x, <x, = e" <e™, denn
Xy Xp—X X

e’ =e =e” e > e, da

e” ™ >1 wegen x,—x, >0

Da e* streng monoton = e* ist injektiv.

Da ¢* > fiir x > und e =1/¢* —> 0 fiir x > —o0 und e* stetig auf
R  (Erklarung spiter) = W(f)=(0,0) fir f(x)=e" und somit ist
f R —(0,0) bijektiv
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Graph der e-Funktion

y

Da f(x)=e" bijektiv ist, existiert die Umkehrfunktion
£7:(0,0) >R
mit

S (f(x))=x VxeR und f(f_l(y))zy Vy € (0,0).
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3.2.3.2 In-Funktion
Definition 3-13:

Die Umkehrfunktion der e-Funktion hei3t /n-Funktion (natiirlicher Logarith-

mus) mit
Inx:=f"(x),
d.h.
In:(0,0) >R

und y=hxse’ =x.

Insbesondere gilt
In(e*)=x VxeR

und e =x Vx >0.

Hochschule Bremen

Graph der /n-Funktion
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Eigenschaften der /n-Funktion

) In(xy)=Inx+Iny

2) ln(lj =—Inx
X

3) ln(ijzlnx—lny
Y

4) In1=0
5) Inx

6) In(x")=ylnx

Hochschule Bremen

Vx,y>0

Vx>0

Vx,y>0

(einzige Nullstelle)

ist streng monoton wachsend

Vx>0, yeR
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Beweis:
1) Esseita=Inx, b=Iny

b b b
=e'=x, e=y=ee =" =xy

= In(e*”’) =In(xy)=>a+b=In(xy)=Inx+Iny=In(xy)

2) In
X

=1n(x-lj=lnx+1n(lj=1nx—lny
y y

4) In1=0, da e’ =1 (Umkehrfunktion)

5) e-Funktion streng monoton wachsend = /n-Funktion streng monoton
wachsend (siehe nachfolgenden Hilfssatz )

+1nx:ln(l-xj:ln120 (siehe4)) = ln(lj:—lnx
X

3) In

<= x|~

6) sieche im folgenden Kapitel den entsprechenden Beweis der allgemeinen
Logarithmusfunktion
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Hilfssatz:
Essei f:1I,c R— I, c R bijektiv und streng monoton wachsend bzw. fal-

lend
L -1

ist ebenfalls streng monoton wachsend bzw. fallend.

Beweis:
Annahme: Fiir ein y, < y, gelte f7'(y,)= f'(1,)

= f(f'l(yl)) > f(f'l(yz)), da f streng monoton wachsend
= y,2y, Widerspruch
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3.2.3.3 Allgemeine Exponential- und Logarithmusfunktion

Definition 3-14:
Es sei a € R mit a > 0 fest gewahlte Basis. Dann hei3t die Funktion

f(X) — ax = exlna
mit f :R — (0,0) Exponentialfunktion zur Basis a.
Die Umkehrfunktion

log, x:= /' (x)
mit £ :(0,00) = R heiBt Logarithmusfunktion zur Basis a.

Es gilt
a* =x Vx>0

und

log,(a")=x VxelR.
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Bezeichnungen
log, x=Inx (natiirlicher Logarithmus)
log,, x=1gx (Briggscher / dekadischer Logarithmus)

log, x=Ibx oder Idx (binérer / dualer Logarithmus)

Eigenschaften der alleemeinen Exponential- und Logarithmusfunktion

) aV=a"a’ Vx,yeR

2) (@) =a” vx,yeR

3) log, (xy)=log x+log vy vx,y>0

4) log, (x")=ylog, x Vx>0, VyeR
5) a"=1, log,1=0

6) logax:i;l—z Vx,a>0, a#1
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Beweis:

y y
1 1 1 1 1
6) a* =x und @ =™ " (s. Def. von a’ =’
1 1 1 1
e M =x=In(e™®* ")=Inx

= log xIna=Inx=log,x=Inx/Ina

5) a’=e"™" =1=1log,1=0

yinx

4) Zuerst zeigen wir In(x”)=1In(e’"*) = ylnx

Hieraus folgt log, (x”)=In(x") / Ina=ylnx/Ina=ylog,(x)
3) log (xy)=In(xy)/Ina=Inx/Ina+1Iny/Ina=1log x+log y

2) (ax)y :eyln(ax) :exylna — g

)

x+ (x+y)Ina xlna+ylna xlna ylna Xy
1) a ="M =¢ =e¢" e’ =a'a
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Graphen von a” und log x
3 X x
‘ ape b —iogx
: 0<a<1 (a=0,5)

% 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 % 4 3 2 4 0 1 2 3 4
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Weite

re Eigenschaften

X

a

X

a

log_x streng monoton wachsend

log x streng monoton fallend

Logarithmische Darstellungen

streng monoton wachsend

streng monoton fallend

a>1

O<axl

a>1

O<axl

1) y=aq9" = logy=loga+xlogg = Y=A+xB (Gerade)

Y

2) y=ax" = logy=loga+nlogx = Y =A4+nX (Gerade)
—_—  —— —

Y
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Y Y logarithmisch geteilte y-Achse
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3.2.4 Trigonometrische Funktionen
3.2.4.1 sin- und cos-Funktion

Definition 3-15:

Wird im kartesischen Koordinatensystem (u, v) der von (0, 0) nach (1,0) wei-
sende Zeiger um den Winkel x € R gedreht (gegen den Uhrzeiger-sinn x > 0;
sonst im Uhrzeigersinn), dann fillt die Zeigerspitze auf einen Punkt P, des-
sen Koordinaten mit # = cos x und v =sinx bezeichnet werden. Die so de-
finierten Funktionen heiflen

v A
Kosinusfunktion: x cosx » P~ (cos x,sin x)
Sinusfunktion: X > sinx
)
< > >
(0,0) (1,0) u
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Graph von sin x und cos x

f]
£TIN cosx -7 >.sinx e
R¢ . Re \\\ ,
A AY) / 5 J./ >
[ S— Periode ——"
Es gilt Vx e R

cos(—x) =cosx gerade Funktion
sin(—x) =—sin x ungerade Funktion

aus der Euler-Formel
e’ =cosx+ jsinx
folgt
cosx =Re(e”) und sinx =Im(e™)
bzw.
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| . |
cosxza(e’x—ke”) und sinx=—;(e” —e ),

2]
denn
e =e/™ =cos(—x) + jsin(—x) = cosx — jsinx = (e™)"
und
1 ) . 1 )
Rez=—(z+z) sowie Imz=—-(z-2).
2 2]

AuBerdem ergibt sich aus
e’ =cosx+ jsinx und (e”)" =e™
die Beziehungen
(cosx+ jsinx)" =cos(nx)+ jsin(nx)
und

2 =(zle”) = |z e
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Weitere Eigenschaften der sin- und cos-Funktion

1) sin’x+cos’x=1

2) sin(x+ y) =sinxcos y +cos xsin .
) sin(x+) Y , . YL Additionstheoreme
cos(x+ y) =cosxcos y—sinxsin y

3) ‘sinx‘él, ‘cosx‘ﬁl VxeR

. T T .
4) sin (x+3) =COSX, COS (x+5) =—sinx,

d.h. cos- und sin-Funktion sind um 7/2 phasenverschoben

5) sin(x+2kr)=sinx, cos(x+2kr)=cosx VxeR,
d.h. cos- und sin-Funktion sind 2 z-periodisch

6) sin(kz) =0, cos[% 4 kﬂj -0 VkeZ,

d.h. Nullstellen der cos- und sin-Funktion
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7) sin (%+ kﬂ'J =(-1)*, cos(kzr)=(-1)" VkeZ,
d.h. Extremstellen der cos- und sin-Funktion

8) sin(2x)=2sinxcosx, cos(2x)=cos’x—sin’x =2cos’x—1,

9) sin’x = %(1 —cos(2x)), cos’x = %(1 +cos(2x)),
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Beweis:

: | : | .
1) sin’x+cos’x = Z(efx +e ) +F(e]x —e )’
1 . : . .
= Z(eﬂx +24+e /P —e/ 42— =1

2) sin(r+y) =Im(e") = Im(e”e”)
=Im((cosx+ jsinx)(cos y+ jsin y))
=sin xcos y +cos xsin y
cos(x+ y) = Re(e/™"™) = Re(e e”)
— Re((cosx + jsinx)(cos y+ jsin y))

= COS X COS y—sinxsin y

3) |sinx|<1 und |cosx|<1, da sin’x+cos’x=1
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: T : T (7
4) sin| x+— |=sinxcos| — |[+cosxsin| — |=cosXx
(105§ reomesn( 5
T T : . (7 :
COS| Xx+— |=Ccosxcos| — |—sinxsin| — |=—sInx
3) ( ) ( )
5) sm(x+7z)—sm N —cos X+ 1 =—sinx
2) 2 2
sin(x+27z)=sm( X+ +7z) —s1n 7z =sinx
T T
cos(x+m)=cos|| x+— |[+— |=—sin| x+— |=—cosx
(-+5)-3) (o

cos(x +27) = cos((x+7)+ ) =—cos(x + ) = cos x
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6) sin0=0 (folgt aus Definition)

sin 77 = sm(Z +%) = cos(%) =—sin0=0 | = sin(k7z) =0,

sin(—z)=—sinz =0 vkeZ,

cos (% + kﬂ'j =—sin(kzr) =0
7) sin zj =1 = sin(£+ Zkﬂj =

2 2

sin 377[ + 2/(72'] =sin (% + 2k + 1)7[) =—

:>sin(§+l7zj:(—l)’, cos(k7r)-sm(k7z+ ] (="
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. (37 ) T T T (T
sin| — |=sin| 7+— |=cosz =¢coS| —+— |=—sin| — [=—1
2) ( 2) (2 2j (ZJ
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8) sin(2x) =Im(e’*") =Im((e")’) = Im((cosx+ jsinx)’)
= Im(cos’x —sin’x + j2sin xcos x) = 2sin xcos x
cos(2x) =Re(e’**) = Re((ejx )2) = Re((cos X+ jsin x)z)

2

2 . . . 2 c 2
= Re(cos”x —sin“x + j2sin xcosx) =cos x—sin"x

2 2 2
=cos’x—(1—cos"x)=2cos"x—1

. | : 1 .
9) sin’x ZF(efx —e ) = —Z(eﬂx —2+e’?)

1 1, 5, Y 1
=———(e/"+e ') =—(1-cos(2x

2 4( ) 2( (2x))
COSZX:i(ejx+€_jx)2 :i(e‘j2x+2+€_j2x)

1 1 . ~ 1
=4+ (e +e/*)=—(1+cos(2x
> 4( ) 2( (2x))
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Allgemein kann man

1) sin(nx) und cos(nx) durch eine Summe von Produkten von
sinx und cos*x

2) sin”"x und cos”x durch eine Summe von sin(kx) und cos(kx)

ausdrucken.

Beispiel:

1) sin(3x)= Im(cos(3x) +J sin(3x)) = Im((cosx + jsin x)3)
= Im(cos’x + j3cos’xsin x —3cos xsin’x — jsin’x)
=3cos’xsin x —sin’x = 3(1 —sin’x)sin x —sin’x

—=3sinx—4sin’x
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cos(3x) =Re (cos(3x) + sin(3x)) =Re ((cos x+ jsinx)’ ) Va’ +b°
=Re(cos’x + j3cos’xsin x —3cosxsin’x — jsin’x)
=cos’x —3cos xsin’x = cos’x —3cos x(1 — cos’x)

3
=4cos’x—3cosx

1 | o
— (e’ =3 +3e 7 —e )

2) sin’x = 8%(6” —e )Y =—

= —8ij((ej3x —e ) =3(e” —e‘jx)) = %(3 sin x —sin(3x))

| T 1 . . o
cos3x:§(efx +e Yy =§(e’3x +3e” 43¢ e )

= é((eﬂ" +e ) +3(e” + e‘jx)) = i(cos@x) +3cosx)
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Weitere Identititen

1) cosxcosy= %(cos(x —y)+cos(x+))
2) sinxsiny = %(cos(x —y)—cos(x+))
3) sinxcosy= %(sin(x —y)+sin(x + y))

Beweis:
1) cos(x—y)+cos(x+y)

=(cosxcos y+sinxsin y)+(cos xcos y —sin xsin y) = 2Cos X COS )
2) cos(x—y)—cos(x+y)

= (cosxcos y+sin xsin y)—(cosxcos y —sin xsin y) = 2sin xsin y
3) sin(x—y)+sin(x+ y)

= (sin x cos y —cos xsin )+ (sin x cos y +cos xsin ) = 2sin x cos )
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Allgemeine sin-Schwingung

f(t) = Asin(wt + @),

wobei
A Amplitude
@ : Kreisfrequenz mit w = 27 fund f= Frequenz
t Zeit
Q - Nullphase
wt+¢@ : (momentane) Phase
und
2r 1 :
I'=—=— : Periode,dh. o(t+T)+p=wt+p+2x
o f
f =227 Nulstelien keZ
0 o
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Beispiel:
Uberlagerung zweier gleichfrequenter sin-Schwingungen

f(t)=A sin(wt+@,)+ A4, sin(wt+¢,) = Asin(wt+ @)
_ Im(Alej(wfr(p]) n Azej(wrwz)) _ Im((Alej(ﬂl i Azej(pz)ejwt)

=Im(4e’’e’”) = A Im(e’“"*") = Asin(wt + @)

Aus
Ae’? = Ae’” + A,e’”
= A4 (cose, + jsing,)+ A,(cose, + jsing,)
=(A4,cosp, + A, cosp,)+ j(A sing, + A, sing,)
folgt

A= \/(Al cos @, + A4, cos @)’ + (A4, sing, + 4, sing,)’
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und

( A sing, + A, sin ,
arctan[ AT 4G, fiir A cos@, + A, cosgp, >0
A4 cosp, + A4, cos g,
i fiur A4 cose, +4,cosp, =0
2 und 4, sing, + 4,singp, >0
P =9
T fiur 4 cose, +4,cosp, =0
2 und 4, sing, + 4, sing, <0
A sin@, + A4, sin ,
T+ arctan( Sing, +4,sin g, fir A cosg, + A4, cosgp, <0
| A4, cosp, + A4, cos g,
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3.2.4.2 tan- und cot-Funktion
Definition 3-16:

Die durch
tanx =X falls x#Z+krz, kel
COS X 2
cotx = c?sx falls x#kxn, keZ
sin x

definierten Funktionen heiflen tan- bzw. cot-Funktion.

Definitionsbereich

D(tan) :R\{gwm, ke Z}

D(cot) =R\{ k7, k e Z}
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Eigenschaften der tan- und cot-Funktion

1) tan(x+7)=tanx

cot(x+r)=cotx

T
2) tan| x+— |=—cotx,
2
ya

cot| x+— |=—tanx

3) tan(—x)=—tanx
cot(—x) =—cotx

tanx +tan y

4) tan(x+y) =

cotxcoty—1

l-tanxtan y’

} 7 —periodisch

} ungerade Funktionen

cot(x+y) =
cotx+coty
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Beweis:
sin(x+7) —sinx sinx
1) tan(x+7)= ( ) = = = tan x
cos(x+m) —cosx cosx
cos(x+m) —cosx cosx
cot(x+7)=— =————=——=cotx
sin(x+7) —sinx sinx
) sin(x+7/2 COS X COS X
2) tan| x+— |= ( /): —— =———=—cotx
2) cos(x+x/2) -—sinx  sinx
) cos(x+x/2) —sinx  sinx
cot| x+— [=— = =— =—tanx
2) sin(x+7/2) cosx CoS X
sin(—x) —sinx sin x
3) tan(—x) = (=) = =— =—tanx
cos(—x) cosx COS X
cos(—x COS X COS X
cot(—x) = — ( )= —— =————=—cotx
sin(—x) —sinx sin x
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4) tan(x+ y)= sin(x + y) _ SINXCOS y+Cosxsin y
cos(x+y)

COS X COS ¥ —sin xsin y

sin x cos y N cosxsin y
_ COSXCOSY

cosxcosy tanx+tany

|_ Sinxsiny 1—tan x tan y

COS X COS )
cos(x + COS X COS y —sin x sin
cot(x+ y)=— ( y): : 4 ; 2
sin(x+y) sSInxcosy+cosxsiny
cosxCosy
B sin xsin y _cotxcoty—1

sin x cos y N cos xsin y
sinxsiny sinxsiny

cotx+coty
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Graphen der tan- und cot-Funktion

f@]

rtanx

_——
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3.2.4.3 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Da die trigonometrischen Funktionen nicht bijektiv sind, existieren die Um-
kehrfunktionen nicht global. Man muss sich also auf Intervalle beschrinken,
auf denen die Funktionen streng monoton sind.

Es ist liblich, die folgenden Intervalle zu wéhlen.
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Definition 3-17:
Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen gemal3

arccos : [-11]—>[0,7]

arcsin : [-L1]|>[-7/2,7/2]
arctan : R —(-7/2,7/2)
arccot : R —(0,7)

bezeichnet man als Hauptwert (Hauptzweig) der jeweiligen arccos-, arcsin-,
arctan- und arccot-Funktion.
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Anmerkung:

Ist z=x+ jy=|z|e” €C, so gilt fiir x =0
y/x=tangp = ¢ =arctan(y/x)

Da der arctanx € (—7/2,7/2), erhdlt man nur Winkel im L. und IV. Quad-

ranten. Fiir den Fall, dass z im II. oder III. Quadranten liegt, muss der tan-
Ast/Zweig zwischen 7/2 und 37/2 umgekehrt werden. Aus
tan(x+ ) = tan x folgt

@ = 7 + arctan( y/x)
falls z 1im 2. oder 3. Quadraten liegt. Also gilt:
z=x+jy mit x>0 = @=arctan(y/x)
z=x+jy mit x<0 = @ = +arctan(y/x).
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Graphen der trigconometrischen Umkehrfunktionen

1)

arccos x

/
1
NofN N

arcsin x
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Anmerkung:
Bei einigen Programmiersprachen steht nur die arctan-Funktion zur Verfi-
gung. Alle anderen arc-Funktionen lassen sich durch den arctan ausdriicken,

z.B.
. 2
arcsin x = arctan(x/\/l —X ), |x|<1,
denn aus
arcsinx=q = x=sina
. 2
, . — ‘cosa‘—\/l—x
cos‘a+sma=1= ‘cosa‘ =./1—sin“a
und
arcsinx =a €[-7/2,7/2] = cosa>0= cosa =1-x’
folgt
) sin a X N ) ¢ X
anag = = arcsin x = g = arctan| ——
cosa 1—x* V1= x?
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3.2.5 Hyperbolische Funktionen
3.2.5.1 sinh-, cosh-, tanh- und coth-Funktion
Definition 3-18:

Die fiir alle x € R definierten Funktionen

sinh x := % (e —e™) sin-hyperbolicus

1 :
cosh x := 5 (e +e™) cos-hyperbolicus

sinhx e —e” :
tanh x == =— tan-hyperbolicus
coshx e"+e

coshx e " +e” :
coth x == = , x#0 cot-hyperbolicus

sinhx e —e "

heillen hyperbolische Funktionen.
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Graphen der hyperbolischen Funktionen

7ol

cosh x 3

2

coth x

-

-

Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen

1) sinhx=0<x=0
2) coshx>1
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3) sinh(—x)=-sinhx
4) cosh(—x) =cosh x
5) tanh(—x)=—tanhx
6) coth(—x)=—cothx
7) cosh’x—sinh’x =1
8) sinh(x+ y)=sinh xcosh y+cosh xsinh y
9) cosh(x+ y)=cosh xcosh y+sinh xsinh y
tanh x + tanh
10) tanh(x+ y) = 4
1+ tanh x tanh y
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Beweis:

1) sinhx=0 < e'=¢* < =1 & x=0
1
2) coshx=cosh(|x|)= E(e'x +e™)y>1, da €' >1und e >0
: 1 -X X 1 X -X :
3) sinh(—x)=—(e " —e')=——(e" —e")=—sinhx
2 2
1 -X X 1 X -X
4) cosh(—x)= E(e +e)= 5(8 +e ") =coshx
5)  tanh(—x) = sinh(—x) _ —sinh x _ sinh x _ tanhx
cosh(—x) coshx cosh x
6) coth(—x)= c9sh(—x) _ co.sh X _ C?Sh X __cothx
sinh(—x) —sinhx sinh x
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2 . 2 1 X -x\2 1 X -x\2
7) cosh’x—sinh"x=—(e" +e ") ——(e" —e ™)
4 4
1 2x —2x 2x —2x
=Z(e +24+e " —e"+2-e7) =1
8) sinh xcosh y+ cosh xsinh y
1 X -X - 1 X -X -
=—(e'—e")e"+e)+=(e"+e ") —¢e)
4 4
1 x+ x— -X —Xx— x+ x— -X —X—
=Z(e Tt e e e e e T =)
Loy _ o)y _
:5(8 —e ) =sinh(x + y)
Hochschule Bremen Hohere Mathematik 1 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 3-102




9) coshxcosh y+sinh xsinh y
Lo = BN P ]
=Z(e +e " )(e' +e y)+Z(e —e " )(e'—e)

—X

1 _ v _ e
=—(e"+eT+e T e e e = e )

= %(e”y +e )) = cosh(x + y)

sinh(x+y)  sinhxcosh y+coshxsinh y

10) tanh(x+y)= = _ .
cosh(x+y) coshxcosh y+sinh xsinh y

sinh x cosh y N cosh xsinh y
_coshxcoshy coshxcoshy tanhx+tanhy

14 sinh xsinh y 1+ tanhxtanh y
cosh xcosh y
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Anmerkung:
1) Fir x > o gilt wegen e~ — 0

. |
sinh x = coshx = Eex

2) Aus cosh’x —sinh*x =1 folgt mit
u =coshx

_V 'y
und

y = sinhx \
P

die Gleichung der Hyperbel

/N

2 2
u- —v- =1
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3.2.5.2 Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen
Die

e sinh- und tanh-Funktionen sind streng monoton (bijektiv)
e coth-Funktion ist bijektiv

e cosh-Funktion ist bijektiv fiir (—o0,0] oder [0, o)

Definition 3-19:
Die wie folgt definierten Funktionen

arsinh: R —>R area-sinh-Funktion
arcosh : [1, oo) —> [0, oo) area-cosh-Funktion
artanh : (—1, 1) —> R area-tanh-Funktion

arcoth: R\[-1,1]—> R\{0} area-coth-Funktion

heiflen area-hyperbolische Funktionen.
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Graphen der hyperbolischen Umkehrfunktionen
f@1] (0]
S T :
_-__—__—__—_:'__'__‘__'_:\.1:__-' ______
coth x i
1 IH
] iH
I 1
1 -t
- sinh x arcoth x 1
3-106
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Die hyperbolischen Funktionen lassen sich durch e-Funktionen und demzu-
folge die hyperbolischen Umkehrfunktionen durch die In-Funktion ausdrii-
cken.

1) arsinhlen(x+\/1+x2)
2) arcoshx=1n(x+\/x2—1), x>1

1 1+
3) artanhx=—In T , x| <1
2 \l-x
4y arcothx =~In[ *FL] 1x[>1
2 \x-1
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Beweis:
: 1
1) y=sinhx= E(ex —e )
= 2y=(e” -1)e ™"
= (') —1=2ye"
= (')’ -2ye' —1=0 (quadratische Gleichung in ")
= e =y+4y° +1 (wegen e* >0 nur ++/ relevant)

= x:arsinhyzln(y+\/y2+1)

vertauschen von x und y liefert schlieBlich die Behauptung.
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2) arcoshx=lna>0 = a>1, a="?

= x:cosh(lna):l(e'““+e““")=l a+l
2 2 a

2a

= a’ —2ax+1=0
= a=x+x" -1 (wegena>1 nur ++/ relevant)

= arcoshx=1n(x+\/x2 —1)
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3) artanhx=Ilna = a>0, a="?

sinh(lna) " —e ™ a-1/a a’-1

cosh(lna) €" +e™ a+l/a a*+1

— x=tanh(lna) =

= a’(x-1)=-1-x

, 1+x
= a’'=—=
l1-x
1+ x

= a=\ (wegena >0 nur ++/ relevant)
—x

— artanh x = lln (l—l—_xj
2 1
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4) arcothx=Ina>0 = a=>1, a=?

cosh(lna) €™ +e™ a+lla a*+1
sinh(lng) €™ —-e™ a-1/a a’ -1

= x=coth(lna) =

= a’(x=1)=1+x

,  x+1
= a4 =—
x—1
x+1

= a= 3 (wegen a>1 nur +v relevant)
x_

—> arcothx = lln (X—Hj
2 x—1
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3.3 Folgen und Grenzwerte

3.3.1 Einfiihrung

Definition 3-20:
Ordnen wir jedem n € N ein a, € R zu, so entsteht eine reelle Zahlenfolge.
Man schreibt hierfiir

(a19a27a37“')7 (an)neN’ (an)nzl Oder kUI'Z (an)

Beispiel:
1) (1,1,1,...) konstante Folge

> (13550 )0
234 N)pen \1 )3

3) (1,1.4,1.41,1.414,..)

4) (2°,2,2%,..) = (2",
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Bildungsgesetze

a, explizit definiert:
) a =n @0),=0123,..)
2) a,=a,+nd,
(a,+nd), ., =(a,,a,+d,a,+2d,...)
(arithmetische Folge: a, , —a, =d =const.)
3) a,=a,q",

(@9" )0 = (dg> 444> GG -)
(geometrische Folge: a, ., /a, = q=const.)

an rekursiv definiert:

) a,=1,a,,=(m+1)a, fir n=0

> “'n+l
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2) ay=2,a,_,=—|a +—| fir n=>0
0 5 n+l n
2 a,

3) a,=1, a,,,=sina, fur n=0

3.3.2 Konvergenz von Folgen

Nahern sich fiir » — oo die Werte einer Folge einem bestimmten Wert
a € R, z.B.

(llll jz(lj : l—>O fir n—o w0
234 nJ) . n

(1,1.4,1.41,1.414..)=(a,), . : a —>2 fir n—o

so sagt man die Folge konvergiert gegen a fiir n — co. Der Konvergenzbe-
griff kann wie folgt prazisiert werden.
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Definition 3-21:
Gegeben sel (a,), . €ine reelle Zahlenfolge. Die Folge (a,), .y heifit konver-

gent gegen den Grenzwert a € R und man schreibt

lima, =a oder a, > a fir n— oo,

n—»0

wenn es zu jeder beliebig kleinen vorgegebenen Schranke £> 0 einen Index
N, e N gibt, so dass

la,—a|<¢ firalle n>N,
gilt.

Anschaulich:

Eine Folge (a,),.y konvergiert gegen den Grenzwert a, wenn in jeder noch
so kleinen &-Umgebung U,, d.h. in dem Intervall U, (a)=(a— ¢, a+ ¢), ab
einem hinreichend gro3en Index (der im Allgemeinen von der Intervallbreite

abhingt) alle Folgenglieder a, mit n > N, liegen.
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Anmerkung:

e Jede gegen Null konvergierende Folge heilit Nullfolge.
e Nicht konvergente Folgen hei3en divergent.

e Folgen mit wechselndem Vorzeichen benachbarter Glieder heiflen alter-
nierende Folgen.

Beispiel:
1) (L,L1,...) konvergent gegen 1, denn
an—a‘:‘l—1‘20<g VneN

2) (I/n),  konvergent gegen 0, denn

1—0‘:l<g Vn>N,>1/e
n n

an—a‘z
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3) (1/ n®), . mit a>0 und fest konvergent gegen 0, denn

1 1
—-0=—<¢& Vn=N,>1/e"™
n n

an—a‘z

4) (¢"),.x  g€R mit |g[<1 fest
Fallunterscheidung:
a) =0 = (¢")=(0,0,0,...), ¢"—>0 fir n—>ow
b) ¢g=1 = (¢")=(1L11,..), ¢"—>1 fir n—>w
¢) ¢g=—-1= (¢")=(-LL-LL...), divergent

(alternierend, der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Folgen-
gliedern ist immer = 2)
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d) |Q|<1:>ﬁ>1:>3b>0 mit |1—|:1+b
q q

1 1
<
(1+b)" nb

(1+5)" = [gjl”bo +[Tj1“lbl +(Zjl“b2 o
I X s I 1Y XS B L S UPA
n—2 n—1 n

1.0 hn 2 n n-2 n—1 n
=b +nb+ 5 b +...+ 5 b +nb"" +b" >nb
n_

—

q”—0‘=|q\”= , denn fiir >0 gilt

-

o
q"-0|<e iz N, >—=limg" =0, falls |g <1
&

n—»0
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Definition 3-22:
Eine Folge (a,) heil3t

1) monoton bzw. streng monoton wachsend genau dann, wenn

a,,=a, bzw. a,,,>a, furalle n € N.

n+l

2) monoton bzw. streng monoton fallend genau dann, wenn

a,,<a, bzw. a,,,<a, firalle n € N.

n+l

3) beschrankt genau dann, wenn ein ¢|,c, € R existiert mit

¢, <a,<c, furalle n € N.

Existiert nur eine untere Schranke c¢; bzw. obere Schranke c,, so heifit die
Folge (a,),.y nach unten bzw. nach oben beschrankt.
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Definition 3-23:
Es sei (a,),.y €ine Folge und (n;),.y eine streng monotone Folge natiirli-

cher Zahlen. Dann heilit (a, ),y eine Teilfolge von (a,),y-

Beispiel:
) (1/@2)),,  istTeilfolge von (I/n),

2) (¢ ist Teilfolge von (¢"),_y

Definition 3-24:
Es se1 M eine beschrankte Teilmenge von R, d.h. es existiert ein ¢;,c, € R
mit ¢, <x < ¢, VxeM, dann heil3t

sup M = Supremum von M = kleinste obere Schranke < ¢,

inf M = Infimum von M = grof3te untere Schranke > ¢,
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Beispiel:

1) supla,b]=sup|a,b)=b (sup[a,b]:max[a,b]:b)
2) sup{xe@: x’ <2}=\/5

3) inf[a,b]=inf(a,b]=a  (inf[a,b]=min[a,b]=a)
4) inf{x=1+1/n: neN}=1

Satz 3-6:
1) Eine Folge (a,)

2) Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen den gleichen
Grenzwert.

hat hochstens einen Grenzwert.

neN

3) Eine konvergente Folge ist beschrankt.
4) Eine monotone und beschrankte Folge ist konvergent.
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Beweis:
1) Aus a,—>a und a,—> b mit a=b folgt

a, —a| < ¢ firalle n>N_, und |a,—b|< ¢ firalle n>N_,
= la-bl=la—a,+a,—b|<|la—a,l+]|a,— b <2¢
fir alle n>max{N_,N,,}
wiahle e= " |a — b| = |a — b| <|a — b|, also Widerspruch
2) Aus |a,—a|l< ¢ furalle n> N, folgt

ja, —al < ¢ furalle k2N, weil n, 2k ((n;) streng monoton)

3) Wihle¢=1 = |a,—a|<1 furalle n=2N__,
= la,)=la,—a+al<l|a,—a|l+|a|<1+|al firalle n>N__,

= la,|<K:= max{|a1|,|a2|,...,\aNg|,1 + |a|} firalle n e N
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4) Essei (a,),.y €ine monoton wachsende und beschrinkte Folge mit einer
oberen Schranke K.

= a,<a,<...<a,<a,, <K firalle n e N

Dann existiert eine kleinste obere Schranke a =sup{a,: n € N}.
Esseinun €¢>0 = (a— ¢) ist keine obere Schranke, weil
a—&<a=sup{a,:n €N} = Jay, mit a—-&<ay <a

Da (a,),.y monoton wachsend

= a—¢<a,<a furalle n> N,

= la,—a|<¢ furalle n= N,

= lim, ., a,=a

(analog verfahrt man bei der Beweisfiihrung fiir monoton fallende Folgen)
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Beispiel:
1) a,=(-1), neN
Teilfolgen: a,,=(-1)"=1 — 1
ay,, =(1)""'=-1 5> -1#1 = (a,) divergent

2) limﬂ1 =0, denn fiir n>N,> 1/&” gilt
n—>0 n+

\/Z_O‘_\/Z<\/Z_ 1

n+1 n+l onm _\/;

<&

3) lim(\/n2+1—n)=0, denn fiir n>N_> 1/2¢) gilt

n—>0

> | _O‘: > 1__nJrln 1
‘n+ ) e ' +l+n  n’ +1+n 2” =
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4) 1lim4/n =1, denn

n—>©

UYn>1 fir n>1= 3b >0 mit Yn=1+b

= n=(1+5,) = " 1"b) + " 1"'b! + " 1"2h +--+ " 1°p
0 1 2 n
=1+nbn+[njbj+---+(an:>(n]b,f
2 n 2

-1
:>n>n(n )bf:>O<bf<i<g fiir n2N€>(1+2j
1-2 n—1 g

= ‘bj—0‘<g VnxN, >(1+2/¢)
= limb>=0 = limb =0 = lim&/n =1,

denn 0<b?<e = 0<b, <& = |b,—0|<+e
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5) Fiir ¢>0 gilt lim%zl, denn

Fallunterscheidung:
LFall: c=1= &c=41=1-1
2.Fall: ¢>1= 3b >0 mit Yc=1+b = c=(1+b)
ny , ny.
= c=1+nb +| |b +--+| |b >nb,
2 n
= 0<b <c/n<e fir n>N, >c/e
= |b,—0|<e fir n>N, >c/e
= lmb, =0 = lim¥/c =1

n—o n—o

3.Fall: O0<c<l = I/e>1
= lim¢/l/c =lim1/%/c =1 = lim¥c =1

n—>0 n—o n—»0

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 1 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 3-126




2

6) limn—:O, denn fir n>2N_>2+2/¢ gilt

n—o p

2 2 2

A N S NN
n! n! nn-1)n-2) (m-1)((n-2) (n-2)

7) lim(1+lj = e, denn
n

n—>0

a) Wir zeigen zunéchst, dass (a,) mit @, = (1 + 1/n)" eine monoton

wachsende Folge ist

a,, <a, < (1+1/(n-1))" <(1+1/n)"
= (n/(n—l))n_1 <((n+1)/n)"

< (n/(n-1))" <((n+1)/n)" -n/(n-1)
e (n*/(*-1)" <nf(n-1)
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e (0 =D/n*) = (-1)/n
& (1-1/n*) z1-1/n

Dies ist die Bernoullische Ungleichung

(I+x)" >1+nx fir x=-1/n’

b) Nun zeigen wir, dass (a,) beschrinkt ist. Da (a,) monoton wichst, gilt

A | —D--(n=k+1D 1
alﬁan:(lJr_j :ZKZ]_]{:Zn(n )'--(n n+)-ﬁ

n k=0 n k=0 N - N

<y 1+Zn: 1 122“:1 Z(j

=t = ) A=

M<1+L:3 = a,<a,<3 VneN

1-1/2 1/2

=1+
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Aus der Monotonie und Beschrianktheit folgt die Konvergenz von
(a,),cn- Den Grenzwert bezeichnen wir mit e (Eulersche Zahl). Es gilt 2
<e<3.

Ferner gilt:

. 1y . &1 LS| 1Y
lim| 1+— =11m2—=e, da Z—— 1+— Nullfolge.
n—> n n—o4=o k| = k! n .

Die Folge (ZZZO 1/k !) konvergiert deutlich schneller gegen die

eN

Eulersche Zahl e als ((1 + l/n)") > ZB.

13
Z% =2,7182818284 (11-stellige Genauigkeit)
k=0 v -
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8) a,=1/2, a,,=(1+a’)2, ne N rekursiv gebildete Folge. Es gilt
(@,),en = (0.5,0.625,0.695, ...).

Zuerst zeigen wir, dass (a,) monoton und beschriankt ist.

a) a,., —a,=(+a)2-a,=(a’ —2a,+1)2=(a,—1)2>0 = a,,
>a, VneN = (a,) ist monoton wachsend.

b) Da (a@,) monoton wachsend, gilt a, = 1/2 <a, Vn e N. Mittels
Induktion kann man zeigen, dass a, <1 Vn € N, denn

nosn+l: a,,=1+a)2<(1+1)2=1
Also ist (a,) wegen a,<a,<1 Vn e N beschrankt.

Aus der Monotonie und Beschranktheit folgt die Konvergenz von (a,)
gegen einen Grenzwert a.
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Nun bestimmen wir den Grenzwert a.
c) Aus a,—a und a,, — a folgt

n+1
a,,,=(1+a)2 - (1+a)2=a
= a*-2a+1=0 = (a—1)*=0
= a=1 = lim

s @y = 1.

Um die Konvergenz einer Folge (a,),.y gegen a zu zeigen, kann man hiufig
ein Vergleichskriterium benutzen.

Satz 3-7:

Essei (a,),.y €ine Folgeund (b,),.y €ine Nullfolge reeller Zahlen. Lassen
sich die Glieder der Folge (|a, — a|),.y fir n >n, durch |a, —a| <5,
abschitzen, dann ist die Folge (a,),.y konvergent und es gilt

lima, =a.

n—o
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Beweis:
Esset ¢>0 = b <& Vnz=N,

= |a, —a‘ <¢ ‘v’anaX{Ng,nO}

= lim a =a
n—»o0
Beispiel:
cosn
a =

n

cosn| 1 . cosnm
S_T)O = hm :O

n n—>0 n

= an—O‘z

n n

Definition 3-25: (Cauchy-Konvergenz)
Eine Folge heilit genau dann Cauchy-konvergent, wenn zu jeder noch so

kleinen Positiven Zahl ¢ ein Index N, derart existiert, dass

an—am‘<5 Vn,m=N,.
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Satz 3-8:
Die Folge (a,),.y 1ist genau dann konvergent, wenn die Folge (a,),.x

Cauchy-konvergent ist.

Beweis:

"=" |a,—a,|=|la,—a+a-a,|<l|la,—a|l+|a—a,l<E2+E2=¢
VmnzN,

"<": (a,),.y 1St beschriankt, denn
la,|=la,—a,+a,|<|a,—a,+la,|<1+]a,l
Vn>N,, €N und m>N,__, fest
= |a,|<K:= max{|a1|,|a2|,...,\aNg|,1 +la,|} VneN.
Es sei b, = inf{a, : k= n}, d.h. groBte untere Schranke
= b,,,2b,,da {a,: k=2n+1} c {a,: k=n}
= (b,),n 15t konvergent gegen einen Grenzwert a,
d.h. lim, . b,=a.
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Essei g >0

= dn, >N, mit ‘a—bno‘<§ und

3n, 2 n, mit |b, —anl‘ﬁg (weil Infimum)

= ‘a—an‘z‘a—bno +b, —a, +a, —a

n

b

ny

S‘a—bno

_|_

+

-a,|+\a, —a,

<£+§+g=25 Vn> N,

= lima, =a

n—»>0
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3.3.3 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Satz 3-9:

Sind (a,),.x» (b,),.y konvergente Folgen mit lim, ., a,=a und
lim, ., b,=b dann gilt

1) imAa, =Alima, =da AeR

2) lim(a, +b ) =lima, +limb =a+b

n—0 n—0 n—x©

3) lim(a, -b)=lima, -limb =a-b

n—»0 n—»0 n—»o0
a lima,
4) lim| =+ =222 —=—
oo\ p ) limb, b
n—o

5) a,<b, Vn>n, = lima,=a<limb =b "

n— n—x©

D Aus lim @, = a, lim b, = b und a, < b, fiir alle n>n; folgt im allgemeinen nicht a<b sondern nur a<b, d.h. strikte Ungleichheit bleibt im allgemeinen nicht erhalten.
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Beweis:
1) |Aa, —2a|=|A||a, —a|<Ae'=¢ Vn=N,

&

2) |(a, +bn)—(a+b)‘ < ‘an —a‘+

bn—b\<%+§:g Vn=N

3) |a,b, —ab|=|a,b,—a,b+a,b—ab|=|a,(b,~b)+b(a,-a)
< ‘an(bn —b)‘+‘b(an —a)‘ = b, —b‘+‘bHan —a‘
<K|b,—b|+|b||a, —a|<e/2+e/2=¢ Vn=N,

al’l

4) |b|=|b—b, +b,|<|b—b,|+|b,|<|b|/2+]b,| Vn=n,
= |b,|>|b|/2=1/|b,|<2/|b| Vn=n,
1 1] _|p=p,|_ 2

— <—|b-b|<e Vn=N,2n,
b, bl [bIlp| " bl

—
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.11 . a . .1 1 a
= lim—=— = lim—2%=Ilimag -lim—=a-—=—
n—>0 bn b n—>0 bn n—>00 N—>00 bn b b

5) b,—a,>20,da a,<b, und

lim(b,—a )=b-a=>b-a=20=>b2a

n—»0

Beispiel:
1) lim l+(1—|—lj =lim(lj+lim[l+lj =0+e=e
n—>® n n n—»0 n n—>® n

2) Essei p(x)=c,x + ¢, X + ...+ ¢ x+c, mit ¢, e R fiir i=0, 1,2,.... k.
(1 (1Y (1Y (1
limp| —|=c lim|—| +¢,_,lim| —| +...+¢lim|— |[+¢,=¢,,
n—»0 n n—o\ n n—o\ n n—o\ n
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k
denn (lj ——0 fur k> 0.
n

k k-1
cn +e_n  +..+cn+c,

3) a,=—— — mit ¢, #0,d,#0
dn +d, n +..+dn+d,
1 1
Ck+ck—17+"'+clﬁ+607k
k-l n n n
“ =7 1 1 1
d+d_ —+..+d —+d,—
n n n
[0 : fir k<!
. ¢, /d : fur k=1
= lima, = _
n> oo : fir k>/ und ¢, /d, >0
| —o @ fir k> und ¢, /d, <0
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2 2
2B a) lim 3n" +2n 1]:1im(3+2/n 1/n j:%

o 4n® 45 oo 445/n’
2
. +2 . +2
b) lim 3n = lim 3n+2/n =00
e 10n+6 n—>% 10+6/n
2 3
+2 . +2
c) lim 3n3 = lim 3n /121 =
>0 6n° +5n ) m=\ 6+5/n
- cosn
4) lim(mjzlim 1o, da Y 0 fir no o
n—>o\ p+COSH n—00 1 cosn n
+
n
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3.3.4 Intervallschachtelung (Bisektionsverfahren)

Gegeben sei eine stetige Funktion f: /< R — R deren Nullstelle x, € I,
d.h. f(x,) =0, gesucht wird.

1 1)
£(by)

fap)

1. Schritt
Startintervall [a,,b,] wahlen mit x, € [a,,b,], d.h. f(a,) - f(b,) <0 (Vor-
zeichenwechsel)

2. Schritt
Halbierung des Intervalls, d.h. c¢=(aq,+ b,)/2
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3. Schritt
f(c) berechnen und nachstes Intervall angeben.

(5] la,, ], dh. g, =a,,b =c: fir f(a,)- f(c)<0
1> O [c,bo],d.h. a,=c,b =b,: sonst

= X, € [a;,b;] (neues Intervall)

4. Schritt
Abbruchkriterium Priifen, d.h. fortfahren mit Schritt 2 bis
_ha
21’!
Auf diese Weise erhilt man eine Folge von ineinander geschachtelten Inter-
vallen [a,,b,] mit x, € [a,,b,] und es gilt fiiralle n € N

n>—n n>=n

bl’l _al’l

a,<a <---<a <a  <x,<b ,<b <---<bh <D,
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= (a,),y und (b,),.y sind monoton und beschrankt
= konvergent = lima, =a, limb, =b

Da0< (b, —a,) = (by— ay)/2"— 0 fiir n >
= lim(b, —a,)=b—-a=0

= a=b=x, denn x, € [a,,b,] VneN

Beispiel:
Gesucht ist +/2 .
f(x)=x"-2 = x, = J2 (positive Nullstelle)

Anfangsintervall [1,2], denn f(1) - f(2)=(-1)-2=-2<0

c=(1+2)/2=15, f()-£(1.5)<0 = [1,1.5]
c=(1+1.5)/2=1.25, £1.25)-£(1.5<0 = [1.25,1.5]
c=(1.25+1.5)/2=1375,  f(1.375)- f(1.5) <0 = [1.375,1.5]
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¢ =1.4375, £(1.375)- £(1.4375) <0 = [1.375,1.4375]

¢ =1.40625, £(1.40625)- £(1.4375) <0 = [1.40625,1.4375]
c=1.421875, £(1.40625)- £(1.421875) <0 = [1.40625,1.421875]
¢ =1.4140625,

USW.

Man erhilt /2 = 1,4142... Die Konvergenz ist relativ langsam, denn z.B.
bei einem Startintervall [a,,b,] der Liange 1 erhilt man mit der n-ten Itera-
tion das Intervall [a,,b,] der Lange 1/2". Somit wird erst nach 27 Iterationen
ein Intervall der Linge < 10~ (einfache Genauigkeit bei Rechnern) erreicht.
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3.3.5 Unendliche Reihen

Ein Spezialfall fiir Folgen sind die unendlichen Reihen.

Definition 3-26:
Gegeben sei eine Folge (a,),.n. Dann kann man daraus eine neue Folge

(8,),en, Mmit

n
$,=a,8,=a,+a,,s;=a,+a,+a,,...,s, =Zai,...
i=1

bilden. Die Folge (s,),.y nennt man unendliche Rethe und schreibt hierfiir
S .
i=1 !

Besitzt die Folge (s,),.y €inen Grenzwert s € R, dann heift die unendliche
Reihe Zm

1=

.4, konvergent mit dem Grenzwert s, also
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0
lims, =Zai =s.
i=1

n—»o0

Anderenfalls bezeichnet man die Reihe ZZI a, als divergent. Das n-te Fol-
genglied s, = Z; a. hei3t n-te Partialsumme der unendlichen Reihe

[e0]
Zi:l a; .

Beispiel:
1) Geometrische Reihe
Mit der geometrischen Summenformel gilt fiir g € R

l-¢g
n fir g #1
sn:1+q+q2+q3+...+q"=qu= l1-¢g 1
0 n+l1 . fir g=1
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gl <1: s,—> 1/(1-¢q)
g>1 : s, bestimmt divergent gegen oo

g <—-1: s, unbestimmt divergent (hat keinen Grenzwert)
Man schreibt

/(1-q) , fir |g|<1

qu = 00 , fur g=>1
=0 unbestimmt, fir g < -1

2) Harmonische Reihe
Die Folge
1 1 1 1 &1
s =l+—+—+—+... +—=) —
2 3 4 n Tk

wachst fiir n — oo liber alle Grenzen, d.h. ist divergent, denn
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= (S 1St nicht beschrankte Teilfolge von (s,)

neN

= (s,),cy ISt divergent — Z:le/k ist divergent
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3.4 Grenzwerte bei Funktionen, Stetigkeit

3.4.1 Funktionengrenzwerte

Definition 3-27:
Essei / — R ein Intervall mit einer Zahl x, € I und f: 7\ {x,} > R eine
reellwertige Funktion. f besitzt in x, einen Grenzwert a € R genau dann,

wenn zu jeder beliebig kleinen Zahl ¢> 0 eine Zahl 6.> 0 existiert, so dass
furalle x e I\ {x,} mit |[x—x,/ <, gilt [f(x)—a|<e&

| | f
a+e / / ate /

a
/ a /
a—& / a—& /
xX;—0, Xo xy+0, xX—0, *o xy+0,
a ist Grenzwert a ist kein Grenzwert
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Satz 3-10:
Essei f: 1\ {x,} — R.a ist Grenzwert von f in x, genau dann, wenn fiir
jede Folge (x,),cy aus I\ {x,} mit

limx =x, gilt limf(x)=a bzw. lim f(x)=a.

n—>0 X=X

Beweis:

"=" Sei £>0 = esexistiertein 0,>0 mit |f(x)—al] <& Vx mit |[x—xo < J,. Sei
(x,) Folge aus I\ {x,} mit x, — x,, dann existiert zu 6,>0 ein N, € Nmit |x, —
Xo| <6, Vn=2N, = |f(x)—al<e Vn=2N, = lim, __ f(x,)=a.

"<"  Firjede Folge (x,) aus /\ {x,} mit x, > x, gelte f(x,) = a.
Annahme: f hatin x, keinen Grenzwert a, d.h. es existiert ein £>0 und Vo>0
ein x mit |x, —al < 6 so dass |f(x) —a| = & Wihlen wir 0= 1/n und ein x, mit
x, —x,| < 0 und | f(x) — al = ¢ so haben wir eine Folge (x,) konstruiert, fiir die

lim,, x =x, gilt,abernicht lim, _,_f(x )=a = Widerspruch zur Voraussetzung.

n—o0°'n
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Betrachtet man Folgen, die nur von einer Seite gegen x, konvergieren, so
spricht man von einseitigen (linksseitigen bzw. rechtsseitigen) Grenzwerten.

Definition 3-28:

Gilt fur jede Folge (x,),.y aus I\ {x,} mit x,>x, bzw.x,<x,und lim,_,

X, =X, auch
lim f(x,)=a
so heiBit a rechtsseitiger bzw. linksseitiger Grenzwert von f in x,,.

lim f(x)=a rechtsseitiger Grenzwert

X—>Xxy+

lim f(x)=a linksseitiger Grenzwert

X—>Xy—
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i /f
rechtsseitiger linksseitiger
Grenzwert / Grenzwert

) X0

Methoden der Grenzwertbestimmung

a) Grenzwertregeln

Satz 3-11:

Aus lim, i, f(x)=a, lim, e, () =0 und a,b € R folgt:

) lim 2 f(x)=Alim /(x) = Aa
2) }igl(f(x)Jrg(X)) =lim f(x)+ lim g(x) =a+b

3) lim(f(x)-g(x))=lim f(x)-lim g(x)=a-b
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lim f(x)
4) lim S _ o -2 fir b0
—ng(x)  limg(x) b
Beispiel:
+3x+5 27432
Aus limx =2 folgt hmx2 3+ 2+3 +5:B:19.
X2 =2 x° _2x+1 2°-2.241 1
b) Funktionsterme umformen
Beispiel:
lim Vx+1-1_ (\/x+ -D(Wx+1+1)
x>0 X HO x(Vx+1+1)
=lim x+1-1 =lim— l
20 x(Wx+1+1) 0 \/x+1+1 2
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c) Funktionsterm einschniiren
Beispiel:

. sinx
lim =9 sinx - tanx
x—0 X
Flacheninhalt des
kleinen Dreiecks Kreissektors grofsen Dreiecks
. 2
(sin xcos x)/2 17 (x/27)=x/2 (tan x)/2
Damit ist
: x 1 1 sinx . sin x
—sinxcosx<—<—tanx =— = SINXCoOSx < x<
2 2 2 2 coSXx COS X
X 1 sin x 1
= cosx<——X< = cosx < < (Kehrwert)
sinx CoOSXx X COS X
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: oo . sInx
und aus limcosx =1 folgt schlieBlich lim =1
x—0 x—0 X

Weitere Methoden der Grenzwertbestimmung ergeben sich durch Anwen-
den der

d) Monotonie und Beschranktheit = Konvergenz
¢) de I’Hospital-Regeln
f) Reihendarstellung
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3.4.2 Stetigkeit

Definition 3-29:
Es sei / —c R ein Intervall mit x, € / und f:/ — R eine reellwertige

Funktion. f heifdt stetig in x, genau dann, wenn zu jeder beliebig kleinen
Zahl £>0 eine Zahl o6,.> 0 existiert, so dass fuir alle x € I mit |x — x| <

o, gilt |f(x)—f(xy)| < e

A

‘ f
e 2=t S s /

Yo Yo Yo =S (x)
_— 0 0
Yo—¢€ / Yo—€ //
X0, %o x,+3, ] X6, %o x,; 0, ]
f ist stetig in x, f ist nicht stetig in x,
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Satz 3-12:

S iststetiginx, < f(xy) ist Grenzwertin x,, d.h. lim, |, f(x) =7(x,)

< fir jede Folge (x,),.n aus / mit lim
gilt Tim, __ f(x,) = f(xo)

n—>00 xn - xO

Analog zum rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert spricht man von
rechts- und linksseitiger Stetigkeit.

Definition 3-30:

Eine Funktion f heifit in x, rechtsseitig bzw. linksseitig stetig, wenn f(x,)

rechtsseitiger bzw. linksseitiger Grenzwert von f an der Stelle x, ist.
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Satz 3-13:

Essei f: I\{xo} — R. Existiert lim, ,, _f(x) und existiert lim, ,, , f(x) und

—>X

gilt im,_,, _f(x)=lim, , f(x),soist f in x, stetig ergénzbar mit

f(x,) = lim f(x)= lim f(x),

—>Xy

Beispiel:

S) T

0 : fiirx<o0
DTO=0 L fareso |
lir(r)l f(x)=0= f(0) linksseitiger Grenzwert
1i1%1 f(x)=1 rechtsseitiger Grenzwert

= f ist linksseitig stetig in x, =0, aber f ist nicht stetig in x, = 0.
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x : firx<0 e 4
2) J(x)= x> ¢ firx>0 /
111(1)1_ f(x)=0 linksseitiger Grenzwert / :

lim f(x)=0 rechtsseitiger Grenzwert

x—0+

= linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenzwert

= f ist stetig ergdnzbar in x, =0 mit f(0)=0

Satz 3-14:
Essei f:I—> R und x, € I. f iststetigin x, genau dann, wenn sie dort
sowohl rechtsseitig als auch linksseitig stetig ist.
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Beispiel:

709 4
) H x = furx=>0
xX)=|x|=
—X firx<0
lirglf(x):O
e = f(0) = ist stetig in x
liI(I)lf(x)ZO f(0) f g 0

Definition 3-31:
Besitzt f in x, rechts- und linksseitig endliche Grenzwerte mit

lim f(x)# lim f(x)

so heiflt x, Sprungstelle von f (f ist dann natiirlich nicht stetig in x,,).
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Beispiel:

VORI
1 - furx>0 1
) f(x)=sgn(x)=<0 : firx=0 .
-1 : firx<O0 — !

lirél sgn(x) =—1= f(0) linksseitiger Grenzwert

lim sgn(x) =1 f(0) rechtsseitiger Grenzwert

x—0+

f 1st weder linksseitig noch rechtsseitig stetig in x, =0

= f hatin x,=0 eine Sprungstelle.

0 : fiirx<o0
2 f(x):{l . fiir x>0

f 1st links- aber nicht rechtsseitig stetig in x, =0

= f hatin x,=0 eine Sprungstelle.
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Definition 3-32:
Essei f: 11— R.

a) f heil}t stetig in / genau dann, wenn f in jedem inneren Punkt von [
stetig ist.

b) f heilit stetig auf / genau dann, wenn f stetig in / und falls x, rechter
bzw. linker Randpunkt von 7 mit x, € [ f rechtsseitig bzw. linksseitig
stetig ist.

Beispiel:
f(x)=x*, keN, iststetiginR, denn

lim f(x)=limx* =x} = f(x,) Vx,eR

X%,
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Rechenregeln fiir stetice Funktionen

Satz 3-15:

Sind f und g auf einem Intervall /< R stetig, dann gilt

a) h=f+g stetigauf / h(x)=f(x)+ g(x)
b) h=f-g stetigauf / h(x)=f(x) - g(x)

c) h=f/g stetiginallen x e I mitg(x)=0  A(x)=f(x)/g(x)
Sind f: >R, g:D— R stetigmit g(D) c I, dann gilt
d) h=fog stetigauf D h(x)=f(g(x))

Beispiel:
1) Polynom

n
p(x) = Zakxk =a,+ax+ax +-+ax"
k=0

p iststetigin R als Summe stetiger Funktionen x* (k=1,...,n).
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2) gebrochenrationale Funktion

) =29,
q(x)

r ist stetig in allen x € R\{Nullstellen von ¢g(x)}

(p,q Polynome)

1-x : furx<0 1 4

) f(x):{nxz . firx>0 \/

f ist stetig in allen x € R\{0}

f ist stetig in 0, da

lim, ,_f() = lim,_, /() = 1 =£(0)
= f ist stetig auf R
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. . in(1/x)
sin(l/x) : firx=0 B
4) f(x)= . et
0 : firx=0

f istin allen x € R\{0} stetig,
da f zusammengesetzte Funk-

tion der stetigen Funktionen

g(x)=sinx, h(x)=1/x,
= f(x)= g(h(x)) = sin(1/x)

f 1st nicht stetig in 0, denn sei (x,) eine Nullfolge mit
x, =1/(7/2+nr)

dannist f(x,)=sin(z/2+nr)=(-1)" divergent, d.h.
f(x,)+ f(0)=0.
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X sin(l/x)  furx =0 - 1xsinu/x)T

) f(x):{ 0 : firx=0

f istin allen x € R\{0} stetig,
da f Produkt einer stetigen und
zusammengesetzt stetigen Fkt.

=y

f 1st auch stetig in 0, denn sei °8
(x,) eine Nullfolge

= |f(x,)] = |x,|[sin(/x,)| <|x,| —5z—0
= lim /(x,) = £(0) =0

also f ist stetig auf R.
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Eicenschaften steticer Funktionen

Satz 3-16:
Fiir jede auf einem abgeschlossenen Intervall a <x < b stetige Funktion f gilt

a) Zwischenwertsatz
f nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal in [a,b] an

b) Schrankensatz
f 1st beschrinkt auf [a,b], d.h. es existiert eine Schranke mit

‘f(x)‘<K fiir alle xe[a,b]

c) Satz vom Minimum und Maximum
f nimmt auf [a,b] ihr absolutes Maximum und Minimum an, d.h. es
existiert &, &, € [a,b] mit

S(e)=max f(x) und  f(c,)=mn f(x).
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AuBerdem besitzen f(a) und f(b) entgegengesetzte Vorzeichen, d.h. f(a)
- f(b) <0, dann gilt

d) Nullstellensatz
Es existiert & im Inneren [a,b], d.h. & € [a,b] mit f(&)=0

Satz 3-17:

Ist f:[a,b] > R auf dem Intervall [a,b] streng monoton und stetig, dann
ist ihre Umkehrfunktion /' auf dem Wertebereich von f, der ebenfalls ein
Intervall ist, stetig.

Damit sind auch die folgenden Funktionen stetig:
In ist stetig auf (0, 0),
a* ist stetig auf R (fiir a > 0),
log, 1st stetig auf (0,0),

arc- und area- Fkt. sind stetig auf thren Definitionsbereichen.
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¢ S Ubungen zur Hoheren Mathematik 1 / Kapitel 3
x Hochschule Bremen
J City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 3-1: Berechnen Sie mittels Horner-Schema die Werte von f(x) an den angegebenen
Stellen und bestimmen Sie die Zerlegung von f(x) in reelle Elementarfaktoren.

a) f(x)=2x" +4x" —4x’ —8x* +2x+4, Xo=1x=-1x,=-2,x=2
b) f(x)=2x"—x°+2x" +71x* +68x’ =52x*, x,=-3, x, =2, x, :%
) f(x)=x*+3x"-2x*-12x-8, x,=-2,x,=2,x,=3
Aufgabe 3-2: Ermitteln Sie von den gebrochenrationalen Funktionen f(x) die Nullstellen und

Polstellen. Geben Sie die Asymptoten an und skizzieren Sie den Graphen f(x) und die
Asymptoten.

¥ —3x" —4x+12
2 S(¥)= X +5x+6
b _ x* =1
) S (x2 +x)(x—3)2
o fy=— 2l

(x—l)(x+1)(x+2)

Aufgabe 3-3: Geben Sie die Zerlegung in reelle Partialbriiche an fiir
3x*+4
a X)=
) @) X +x*—8x—12
3x° +10x° —x

(x + 1)2 (x - 1)2

3
X

(x+1)2 (x2 +x+l)2

b) f(x)=

) f(x)=

Aufgabe 3-4: Driicken Sie
a) sin’x und cos’x durch sinkx und coskx, keN,,

b) cos6x und sin7x durch sin‘x und cos‘x, ke N
aus.

Aufgabe 3-5: Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden Identitéten.

a) sin(arccos x) = cos(arcsin x) = v1—x’ |x| <1
. T

b) arcsinx+arccosx =— |x| <1

c) arsinhx=ln(x+\/l+x2) xeR

d) artanhxz%ln(“—xj |x|<1

1-x



Ubungen zur Hoheren Mathematik 1 / Kapitel 3

Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 3-6: Zeigen Sie mit der Grenzwertdefinition (&, N, - Definition)

a) 11m|a| |

n—x0

n—x0

b) 11m\/7 Ja , wenn lima, =a mita, 20V n

¢) lim(a,+b,)=a+b,wenn lima, =a und limb, =b

n—»0 n—»0 n—>x0

Aufgabe 3-7: Untersuchen Sie die folgenden Zahlenfolgen auf Konvergenz und bestimmen Sie
ggf. deren Grenzwert.

2) a,=2"(2"+(-2))
b) a =n—~n’-n

n 5) n+l1
1 n+3n-1
= 3n
b a, n+2( n’ ]

Aufgabe 3-8: Zeigen Sie

)z k+1

k+1
(_Ik) <1

= 1
25 2

S
TTM@;

Aufgabe 3-9:
a) Zeigen Sie mit Hilfe der (& 6) — Definition lll’gl 1;4/* =1
=0+ 14 7

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Grenzwertsitze lim ———— x+3-43

x—0

¢) Untersuchen Sie, ob die Funktion f(x)=tanh (lj im Nullpunkt stetig ergénzbar ist.
X
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