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) Integralrechnung
5.1 Grundlagen

5.1.1 Obersumme / Untersumme

Gegeben sei f: [a,b] > R mit f(x) >0 fiiralle x € [a,b].

//

a b x'

f

Gesucht ist der "Flacheninhalt" zwischen der x-Achse, dem Graphen von f
sowie den Geraden x =a und x =b.
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Es stellt sich nun die Frage: Was ist iiberhaupt der Flicheninhalt?

Der Flacheninhalt sei so definiert, dass beim Rechteck gilt:
Fldcheninhalt = Produkt der Seitenldngen.

Ist also f* konstant,

a b x:

so soll fiir den Flidcheninhalt gelten:

I'= f(a)b-a).
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Definition 5-1:

Gegeben sei ein Intervall [a,b] — R.

Z = {xo,xl,xz,...,xn}
heifit Zerlegung von [a,b], wenn a =x,<x, <Xx, <..<X,=b.
I, =[x,_,,x,] mit 1<k<n

hei3t k-tes Teilintervall,

Lange von [, und

|Z|:= max {Ax,}

ke{l,...,n}

Betrag von Z.
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Im folgenden werden nur Funktionen f: [a,b] & R betrachtet, die auf [a, 5]
beschrankt sind, d.h.

3K >0 mit |f(x)|<K Vxela,b].

Die Funktion f muss nicht > 0 sein.

Definition 5-2:
Essei f:[a,b] &> R beschriankt auf [a,b] und Z eine Zerlegung von [a,b].
Dann definiert

m(f):= 1{1fb ]{ f (x)} die grof3te untere Schranke auf [a,b],

M(f):= sup {f(x)} die kleinste obere Schranke auf [a,b],

x€la,b]

m,(f)= inlf{f(x)} das Infimum von f auf 7,

M, (f)=sup{f(x)} dasSupremum von f auf /,.

xel,
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U,(f)= ka (f)Ax, Untersumme von f bzgl. Z

k=1

O,(f)= ZMk (f)Ax, Obersumme von f bzgl. Z
k=1

a=x, X; X, Xy X4 X5 Xg X6 X5 X g X, 53 X,,%X, Xx,=b X

Man ldsst nun die Zerlegung feiner werden. Damit wird U, grofler und O,
kleiner, aber immer gilt
U,<0,.
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Streben beide Folgen
u,,U,,U,,... und O,,0,,0,,...

gegen einen Grenzwert und ist dieser bei beiden Folgen gleich, so definiert
man diesen Grenzwert als Integral von f in den Grenzen von a bis b.

[ £(x) dx

Ist f(x) >0 firalle x € [a,b], so liefert dieses Integral den Flacheninhalt

zwischen der x-Achse, dem Graphen von f und den Geraden x =a und
x=b.

Zunichst sind einige Figenschaften zu zeigen, die einem anschaulich sofort
einleuchten.
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Satz 5-1:
Es gilt

a) D Ay =b-a, b) m(f)b-a)<U,(f)<O0,()<M(f)b~a).

Beweis:

a) i(xk —X, ) =X, +"Z_1xk _ixk—l —X,=X,-X,=b-a
b) m(f)b-a) =X m(f)A%, < Y m () A, =U, ()
<0,(f)= X M, () A%, < Y M(f)Ax, =M ()b~ a)

Definition 5-3:
Z' heil}t Verfeinerung von Z, wenn Zc Z'.
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Satz 5-2:
Es sei Z' eine Verfeinerung von Z, dann gilt

U (<UL () <0,(f) <O, ().

Beweis:
Zunéchst sei Z'=Z U{x} betrachtet = U,(f)<U,(f)<0,(f)<0,(f).

Uz(f), Uz(f)

0z(f), Oz(f)

Im allgemeinen sind endlich viele Unterteilungspunkte hinzuzufiigen. Man
muss den obigen Schritt also nur entsprechend oft wiederholen.
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Satz 5-3:
Esseien Z, und Z, Zerlegungen von [a,b] = U, (f) <0, (/).

Beweis:
Z=7 0 Z, ist Verfeinerung von Z, und Z,

= U, () =U,(/)<0,(/) <0, (f).

Definition 5-4:
Es sei f:[a,b] > R beschrinkt auf [a,b]. f heillt integrierbar auf [a,b]
genau dann, wenn

sup (U, ()} =inf {0, (/).

In diesem Fall schreibt man
Jfdv=sup{U, ()} =inf {0, (N}

und bezeichnet es als das Riemann-Integral der Funktion f von a bis b.
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Anmerkung:

Aus den Sétzen 5-1 und 5-2 folgt, dass die Werte sup U,(f) und inf O,(f)
existieren und endlich sind. Aus Satz 5-3 folgt, dass immer gilt sup U,(f) <
inf O,( f). Gilt das Gleichheitszeichen so ist f integrierbar.

Anmerkung:
Ist f integrierbar auf [a,b] und gilt f(x) > 0 fiir alle x € [a,b], so stellt

der Wert j ’ f(x)dx den Flacheninhalt zwischen der x-Achse, dem Graphen

von f und den Geraden x=a und x =5 dar.

Beispiel:
1) f(x)=c firalle xeR und ceR

= f ist integrierbar auf jedem Intervall [a,b] — R mit
b

if(x)dxzfcdxzc(b—a),

a
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denn UZ(f):cZn:Axkzc(b—a) und OZ(f)chn:Axk:c(b—a)

= sup{U, (f)} =inf {0,(/)} = c(b~a).

1 firxeQ
2 f(x):{o fiir x & Q

= f ist nicht integrierbar auf [a,b] < R, denn
U,(f)= ZO'Axk =0 und O,(f)= Zl'Axk =(b-a)
k=1 k=1

= sup{U, ()} <inf {0, (/).
Welche Funktionen sind integrierbar?
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Satz 5-4:
Es sei f:[a,b] &> R beschriankt. f ist auf [a,b] integrierbar genau dann,
wenn fiir alle £> 0 eine Zerlegung Z von [a,b] existiert mit

0,(f)-U,(f)<e
Beweis:
"=": Sei >0 = 3IZ,,Z, mit
OZl(f)<i1}f{OZ(f)}+5/2 und Uzz(f)>sup{UZ(f)}—5/2.
Fir Z=Z7, U Z, gilt dann ’
O,()-U(/)=0,(/)-U,(f)<e
=t OSir;f{OZ(f)}—sgp{UZ(f)}SOZ(f)—UZ(f)<g
Da ¢>0 beliebig = ir}f{OZ(f)}:sgp{UZ(f)}
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Satz 5-5:

a) Jede auf [a,b] monotone und beschrankte Funktion ist integrierbar auf
[a,b].

b) Jede auf [a,b] stetige Funktion ist integrierbar auf [a,b].

Beweis:
a) Set f monoton wachsend mit M, (f)= f(x,) und m (f)=f(x, )

= 0,(/)=U,(f) = (M, () =m () A,
<|7 i(f(xk)—f(xk_l))=\Z\(f(b)—f(a))< ¢
falls |Z| < &/(f(b)- f(a)) und f(b)# f(a).
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b) Da f stetig auf [a,b] und [a,b] ein abgeschlossenes Intervall mit [a, b]
c R 1st, ist f gleichméaBig stetig auf [a,b], d.h.

Ve>0 360 >0 mit ‘f(xl)—f(xz)kg Vx,,x, €[a,b] mit ‘xl—x2‘<5.
Sei Z eine Zerlegung von [a,b] mit ‘Z‘<§

n

= 0,()-U,(f) =) (M, (f)-m(f))Ax,

= (FE) - f () Ax, <2 (b-a)

= [ 1st gemal des Satzes 5-4 integrierbar auf [a, b].

(Mk (f)=f(&) und m, (f)=f(x,), da Infimum und Supremum auf
jedem Teilintervall angenommen werden)
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5.1.2 Riemannsche Summe

Eine andere Moglichkeit Integrierbarkeit nachzupriifen, bzw. ein Hilfsmittel
Integrale zu berechnen, bildet die Riemannsche Summe.

Definition 5-5:
Essei f:[a,b] > R beschrinkt, Z eine Zerlegung von [a,b] und & € I,
ein beliebiger Zwischenpunkt (1 <k < n). Dann heif3t ZZZI f(&)Ax, Rie-

mannsche Summe von f zur Zerlegung Z.

o N\

a fl ‘fz 53 54 §5 56 fn—s 5;1—4 é:n—} §n—2 é:nfl gn b x:
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Satz 5-6:
Es sei f:[a,b] > R beschriankt. f ist integrierbar auf [a,b] genau dann,

wenn 1im‘ 20 Zzzl f(&,)Ax, unabhingig von der Wahl der Zwischenpunkte

&, € I, existiert. In diesem Falle gilt

[ £Grde=lim > £(&) A

Satz 5-7:
Essel f:[a,b] > R integrierbar auf [a,b], {Z,} eine Folge von Zerlegungen
von [a,b] mit lim,  |Z =0 und {,;} eine Folge von Zwischenpunkten.

Dann gilt
Jf@de=1im Y £, %)
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Beispiel:
f(x)=x furallexe[a,b]
= f ist stetig auf [a,b] = f ist integrierbar auf [a,b].

Wihle Z,= {x,,x,,x,,...,x,} mit Zwischenpunkten & = (x, +x, ,)/2

= D FEN = x) = 230 %)
:%Z(xlg _x,f_l):%(bz PN

n—»0

— %(bz—az)

b

1
= jxdx=5(b2—a2).
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5.1.3 Eigenschaften des Integrals

Satz S-8:
Essei f, g:[a,b] > R integrierbar auf [a,b] und ¢ € R. Dann gilt:

a) cf istintegrierbar auf [a,b] mit

Icf(x)dxzcif(x)dx.

b) f+g ist 1ntegrlerbar auf [a,b] mlt
j (f () +g(x))dx = j f(x)dx+ j g(x)dx.

c) Ist f(x)<g(x) fiiralle x € [a,b], dann gilt
j f(x)dx < j g(x)dx.
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d) |f| istintegrierbar auf [a,b] mit
b b
< [/ (o)) dx.

e) Ist |f(x)| <K fiiralle x € [a,b], so gilt
b
‘_[f(x) dx

< [|f()|dx < K [de=K(b-a).

f) f- g istintegrierbar auf [a,b].

Beweis:
a) ¢ kann aus der Riemannschen-Summe herausgezogen werden.

b) Z f(&)+g(&) Zf(ék)Ax +Zg(§k)Ax
c) g—f istintegrierbar mit g (x) — f(x) > O fur alle x € [a,b]
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b

= jg(x)dx If(x)dx I( (x)—f(x))dxz

d) [fI=/"+f" und f=f"—f" mit
I :{f(x) fiir f(x)=>0 und f:{O fiir f(x)ZO.
0 sonst —f(x) sonst

Man hat nun zu zeigen, dass f* und f~ integrierbar sind = | f| ist
integrierbar (ausfithrlicher Beweis sieche Literatur).

Da —f <|f| und f <|f]| folgt mitc) aus —_[f(x)dxsﬂf(x)‘dx und

[ @< [|fo]dx schlieBlich || f(x)dx|< [|/(x)|dx.

e) Folgt unmittelbar aus c) und d).
f) Beweis siche Literatur.
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5.1.4 Integration auf Teilintervallen

Satz 5-9:

Essei f:[a,b] > R und Z, = {x,x,,x,,...,x,} eine Zerlegung von [a,b].
Dann gilt f ist integrierbar auf [a,b] genau dann, wenn f integrierbar auf
jedem Teilintervall [x, ,,x,] mit 1 <k <n. In diesem Fall gilt

[ f(x)ax= Z j F(x)dx.

k=1 X

Satz 5-10:

Essei f:[a,b] > R integrierbar auf [a,b] und die Folgen (a,) und (b,)
seien aus R mit dem Grenzwert lim,_,, a,=a und lim,_., b,=>b und
la,,b,] < [a,b] fiiralle n € N. Dann gilt

if (x)dx = lggbj £(x)dbx.
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Beweis:

_[if(x)dx = Tf(x)der ff(X)dX-i- ]Zf(x)dx

Sei | f(x)| <K fiir alle x € [a,b], dann gilt

N\

_ff(x)dx SK‘an —a‘TO

> = Behauptung.

b
[ fydx| < K|b—b,|—>0
b}’l

Anmerkung:
Es sei f:[a,b] > R stiickweise stetig auf [a,b], d.h. f besitzt hochstens
endlich viele Sprungstellen. Dann gilt f ist integrierbar auf [a,b].
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Anmerkung:
Esseien f,g: [a,b] &> R beschriankt auf [a,b] und f(x)# g(x) fir hochstens
endlich viele x € [a,b]. Dann ist f auf [a,b] integrierbar genau dann, wenn

g auf [a,b] integrierbar. In diesem Fall gilt
b b
'ff(x) dx = Jg(x) dx.

Beispiel:
_|2x fiir x €[0,1)
J)= {Zx ~2 firxe[L2]

jf(x)dx =j2xdx+_2f(2x—2)dx=j2xdx+i2xdx—j2dx
0 0 1 0 1 1

=2%(12—02)+2%(22—12)—2(2—1):1+3—2=2
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5.2 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

Definition 5-6:
Essei /c R ein Intervall und f integrierbar auf jedem Teilintervall [a,b] < [
mit x, € I. Dann heiit F:/ — R mit

F(x):= [ f(t) at

Funktion der oberen Grenze des Integrals von f.

Ist f()>0 firalle t € I = F(x) istder Flicheninhalt zwischen #-Achse,
Graphen von f und den Geraden ¢=x, und t=x

1@

X0 X
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Satz 5-11: (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Fir die Funktion F: 71— R gilt

a) F' iststetig auf /

b) f stetigin x € I = F ist differenzierbar mit F'(x) = f(x)

c) f stetigauf I = F ist stetig differenzierbar auf 7 mit F'(x) = f(x) flr
alle x e I

Beweis:

a) Esseil x € [a,b] <1, (x,) eine Folge aus [a,b] mit lim,_,, x,=x und
| f(x)| <K fiiralle x € [a,b], dann gilt
[F(x,)— F(x)| = <K|x,—x]——0

= j f(t)dt

j f(o)dt - j f(o)dt

= F iststetiginx, da x € [ beliebig = F ist stetig auf 1.

by ) =) —f(x)‘ - f F@ydi—f ()
X, —X X, —X*
j ryde—L j dt| = j ) dt— j f(x)dt
x — X x — X
| —x‘
sup | f(6)— f(x)| —=—0.

j (f(O)-f(x)

n .x — X| |t—x|<|x, —x|

(n > o, also x, > x und damit ¢ — x)

c) Folgt unmittelbar aus b) fiir alle x € 1.
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Beispiel:

F(x)= Iﬂdt ist stetig differenzierbar auf R mit

F'(x)=f(x)=

smx/x fir x#0
fir x=0

denn f(x) ist stetig auf R, da lim,_,,sinx/x=1.

Definition 5-7: (Stammfunktion)
Esset /c R ein Intervall, £, F: I — R und F differenzierbar auf 7. Gilt
F'(x)=f(x) furalle x € [, dann heillit F Stammfunktion von f auf I.

Anmerkung:
Jede auf [ stetige Funktion f besitzt auf / eine Stammfunktion, denn fiir

xy€l und F(x)= j S f(Hdt gilt F'(x)=f(x) fiiralle x e I.
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Anmerkung:

Ist ¥ Stammfunktion von f auf [, soistauch G(x)=F(x)+ C mit C € R
ebenso Stammfunktion von f auf I. Zwei Stammfunktionen unterscheiden
sich nur durch eine additive Konstante, denn G'(x) = F'(x) =f(x) Vx € L.

Es seien FFund G Stammfunktionen von f auf [
= G'(x)=F'(x)=f(x) VxeR
= G(x)=F(x)+C Vxel und CeR

Satz 5-12:
Ist /:[a,b] > R integrierbar auf [a,b] undist F': [a,b] &> R eine Stamm-
funktion von f auf [a,b] dann gilt

[fryax=F)|, = F(b)-F(a)
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Beweis:.
Sei f stetig (fiir allgemein integrierbare Funktionen siche Literatur)
= G(x)=[ f(t)dt ist Stammfunktion von f auf [a,b]
b
= G(x)=F(x)+C, G(a)=0, G(b) = j f(t)dt

— G(b)-G(a)=F(b)-F(a)= I f(t)dt

Anmerkung:

a) I f(x)dx heiBt unbestimmtes Integral und bedeutet die Gesamtheit aller

Stammfunktionen von £, also
[fdx=F@)+C, CeR mit F'(x)=f(x) Vael.
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Haufig lasst man die Integrationskonstante weg und schreibt einfach
[ fG)dr=F(x) mit F'(x)=f(x) Vxel.

b
b) J. f(x)dx heil3t bestimmtes Integral.

Anmerkung:

jf(x)dsz, jf(x)dxz—if(x)dx,

Beispiel:

1) J-cvckcl)chxk+l fir ke R\{-1}, ceR.
k+1
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2) J‘idlen‘x‘ fur x=0.

3) jexdx:ex, J‘e‘”dlee‘” fir a #0,
o

i =’ —e' =e(e-1).

1

z.B. _Z[e"dx =e"
1

4) jsin(ax) dx = 1 cos(ax)
@ fir a#0.
j cos(ax)dx =—sin(ax)

a

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 5-31

5.3 Integrationsregeln

5.3.1 Partielle Integration
Satz 5-13:
Es seien f,g:[a,b] > R stetig differenzierbar auf [a,b]. Dann gilt

[ r'g@)de = f()2(0) - [ f(0)g'(x)dx,

[ /g dx= @], - [ f()g'(x)dx.

Beweis:

( f (x)g(x))' = f'(x)g(x)+ f(x)g'(x) = f-g ist Stammfunktion von
fg+ 1, dh f()g) =] [ (X)gx)dx+ ][ f(x)g'(x)dx

= [ (g dx= f(x)gx)- [ f(x)g'(x)dx.
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Beispiel:
1) Ixex dx=xe" —jex ddx=xe" —e" =(x—-1)e*

mit f'(x)=e", g(x)=x = f(x)=¢" und g'(x)=1.
2) J x"e"dx=x"e" — njx”"ex dx, ne N Rekursionsformel

mit f'(x)=¢€", g(x)=x" = f(x)=€" und g'(x)=nx"".
3) jlnxdx:Il-lnxdx:xlnx—jx-ldx=xlnx—x:x(lnx—1)
X
mit f'(x)=1, g(x)=lnx = f(x)=x und g'(x)=1/x.

4) Ixsinx dx :x(—cosx)—jl-(—cosx)dx:—xcosx—I—jcosx dx

=—XCOSX+SINX=SINX—XCOSX

mit f'(x)=sinx, g(x)=x = f(x)=—cosx und g'(x)=1.
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5.3.2 Substitutionsmethode
Satz 5-14:
a) Essel ¢:[a,b] > R stetig differenzierbar auf [a,b] und f: [a, f] > R
stetig auf [, f] mit [, f] = @ ([a,b]). Dann gilt
b o(b)
Jrle)emax=[rod| bz [[(p)e'x)de= | f@ar
a ¢(a

t=¢p(x
)

b) Essel ¢:[a, ] — [a,b] stetig differenzierbar auf [a, f] mit ¢'(z) # 0
fur alle ¢ € [, f], d.h. ¢ i1st streng monoton und f: [a,b] > R stetig
auf [a,b]. Dann gilt

b

b 0 ()
jf (X)dX=jf (qo(t))go'(t)dt‘t:w_](x) bzw. j Sf(x)dx = j f (o) e'(t)dt.
“ o (a)

a

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 5-34




Beweis:
a) Ist F Stammfunktion von f auf [, f], so gilt
(F(p()) = F'(0(0)) ¢'(0) = £ (0()) ¢'(x)

also 1st

F(¢(x))=F 0@ Stammfunktion von f(¢(x))¢'(x)

und es gilt
J £ (o) g )y dx=F(p(x)) = F@)| ., = [ FO)l]
b) Mit a= ¢ (a) und B= ¢ '(b) gilt nach a)
p=9"'(v) b=p(p)
[ flew)p®di= | f(xdx
a=¢"'(a) a=p(a)

= Behauptung

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

5-35

Merkregel:
_[f(x) dx = If(go(t))(p’(t) dt, also setze x=¢(t) und dx=¢'(¢)dt ein.

Beispiel'
1) jx de j = jdt—ln\ |+ C=In|x’ +1]+C.

Substitution: ¢ = x’ +1, dt =3x’dx = dx=dt/(3x")

2 3,2 .
‘([x3+1dx:1n‘

=1n\23 +1\—1n\o3 +1\=1n9

oder Grenzen mit substituieren

¢ 3x7 1 9
[S—dr=[-di=nt|| =n9-In1=1n9.
X +1 ' !

Das erste Beispiel ist ein Beispiel fiir den folgenden allgemeinen Fall.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

5-36




/() S 1 1
2) jf(x)dxzj t f,(x)dt:I;dt:ln‘t‘+C:1n‘f(x)‘+C.

Substitution: ¢ = f(x), dt = f'(x)dx = dx=dt/ f'(x).

In x t 1 1
3) Ide jxxdt:jtdr=5t2 +C=5(lnx)2 +C.

Substitution: z=Inx, df =dx/x = dx=xdt.

Das dritte Beispiel ist ein Beispiel fiir den folgenden allgemeinen Fall.

’ _ ’ 1 _ _12 _l 2
4) jf(x)f(x)dx_jrf(x)f,(x)dz_jzdt_zt +C=— () +C.

Substitution: 7= f(x), dt = f'(x)dx = dx=dt/ f'(x).
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1 1 | 1 1
5 dx = dx =— adt
) Jx2+a2 2j(x/a)2+1 azjt2+1

1
_—J. —arctant+C——arctan +C, a>0.
t +1 a a a

Substitution: ¢ =x/a, dt =dx/a = dx=adkt.

0 J.\/ "‘«/1 (x/a)’ _J‘\/ﬁ
dt =

:fm ni +C =arcsin

Substitution: ¢ =x/a, dt=dx/a = dx=adlk.

<a, a>0.
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Analog erhilt man

7) 1 dx:arsinh£+C:1n(x+\/x2+a2)+C~?, a>0.
x*+a’ a
.%dxzarcosh£+Czln(x+\/x2—a2)+é, > q.
"AX—a a
8) .— ——j dt =/t +C=+a* +x* +C.
“Nat+x? \[
Substitution: ¢ =a’ +x?, dt =2xdx = xdx=dt/2.
1 2 7
9) [e™ax=2]re dr=2(@t-1e')| =2(J§—1)eﬁ
0 1
Substitution: t=vx+1 = x=t"-1 = dx=2tdt
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10) Ix3ex2dx=jtetldt=l(t—1)e’ JrC:l(x2 ~De" +C.
2 2 2
Substitution: ¢ =x?, dt =2xdx = xdx=dt/2.
e’ +1 t+1 1 t+1
11
) '[e +e It+1/tz‘ t* +1 t*+1 t*+1

:—ln‘z‘2 +1‘+arctant+C:lln‘ezx +1‘+arctanex+C.
2 2

Substitution: t=¢* = x=Int = dx=dt/t.

sin x

12) j

l1+cosx

Hochschule Bremen

dr =
l1+cosx

—sin x

dx:—ln‘l—i—cosx‘—l—C. ( _[f((x))
f(x
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7/2

13) J.\/a —x'dx = I\/a —a’sin’t-acostdt =a J‘\/l sin’t -cost dt

7/2 z/2 7/2
o o a
=a’ ‘cost‘ costdt=a’ | cos’tdt = —I 1+cos2t
0 0 2%
2 (7/2 /2 A 7/2
a a’ 1
=— Ildt+ I cos2tdt y =—1| t+—sin 2t
2 & 2 2 .

alrn 1. 1 . a’n
=—| —+—=smnz—| 0+—=sn0 | |=—.
22 2 2 4

Substitution: x =asint = dx=acostdt, t=arcsin(x/a).

Flacheninhalt des Viertelkreises = Flacheninhalt des Kreises mit dem
Radius 7 ist 4 =r"x.
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Als Stammfunktion ergibt sich

2
(t+sint \/l—sinzt)

a’ 1 . a’ ) a
—| t+—sin 2t :—(t+smtcost):—
2 2 2 2

2
a’ XX X
=—| arcsin—+— |1—| —
2 a a a

. x 2 2
Cl2 arcsim——+xva —Xx j

Il
N | —

a

x|<a.

= I\/az —x’d :%£a2 arcsin£+x\/a2 —x’ j+C,
a
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14) I\/az +x°dx

a) Substitution:

2
: L X X X
x=asinht = dx=acoshtdt, t =arsinh—=1In| —+ (—j +1 |,
a a a

I\/az +a’sinh?*t acoshtdt = azj.\/1+sinh2t cosh ¢ dt

2
a
= azﬂcosht‘coshta’t = azjcoshztdt =7J.(1+cosh2t)dt

—%( Jldt+fcosh2tdt) 22 (t+%sinh2tj

5l

(exp(2¢) —exp(— 2t))j

-lkl'—‘
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2 -2
) 2 2
a Cox 1] x X X X
=— | arsimh—+—| | —+ | — | +1| —=| —+,[| — | +1
2 a 4|| a a a a
2 2
) 2 2
a Cox 1] x X X X
=—1/arsinh—+—|| —+,/| = | +1 | —=| —,[| — | +1
2 a 4|| a a a a

2 2
:% arsinh£+l4£ (ij +1 :%(azarsinh£+x\/a2+x2)

a 4 al\\la a

= I\/az +x° dxzé(x\/az +x* +4d’ arsinh£J+C.
a
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b) Partielle Integration:

jl.\/az +x°dx =xva* +x° —:xﬁ dx

=xva*+x* — pRik ——dx+
“Jat +x? j\/

=xva*+x* - \/a +x* dx+a’ ln(x+\/a +x2)
= j\/a2+x2 dx:%(xx/a2+x2 +a21n(x+\/a2+x2))+C.
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15) Isin(ax) cos(fx)dx = %J-(sin ((a+ B)x)+sin((a - ﬂ)x)) dx

(_l cos((a+ B)x) . cos((a — B)x)
2 a+f a—pf
1 cos((a+ f)x)

—J__ +C fira=£4+#0 .
2 a+f

1 cos((a— B)x) L
2 a—pf

16) Die folgenden Integrale lassen sich nicht geschlossen durch Funktionen
ausdriicken:

J e dx, Ii dx, j sin x dx, I cosx dx, etc.
X X X

j+C fiira#xp

fira=—f#0
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5.4 Integration spezieller Funktionstypen

5.4.1 Integration rationaler Funktionen

Gesucht sind Stammfunktionen fiir Integrale vom Typ
I p(x)
q(x)

Ist gradp > grad g = Polynomdivision durchfiihren bis gradp < grad g ist.

dx, wobel p,q Polynome mit gradp > gradgq.

AnschlieBend muss eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt werden. Es
sind dann nur noch Integrale vom Typ

Ax+ B
I;dx und j > X
(x—x,)" (x”+bx+c)"

zu berechnen.
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Es gilt
a) ! dx=ln‘x—x0‘.

T X—X,
b) ;n X = 1 n—17 -

T (x—x,) (1-n)(x—x,)
C) . > ! > dx:larctani, a>0.

‘at+x a a

| b 2
d) | ——dx=Aarctan| 1| x+—= ||, A=————, 4c—-b">0.
) J‘x2+bx+c ( ( 2)] N
2 2 .
J- : 1 Jye A (22x+b) _1"‘& (2n 3).‘- : 1 i,
(x“+bx+c)" 4(n—-1)(x"+bx+c)" 2(n—=1) Y (x"+bx+c)"
A= #, 4¢—b* >0 Rekursionsformel.

Jdc-b*
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2x+b

f) .2—dx:1n‘x2+bx+c‘.
*x“+bx+c
2 . 22x+b dy = 21 . n22.
Y (x +bx+c)” (l—n)(x +bx +c)"
h) | - j 2x+b —éj L sl

I (x? +bx+c) (X’ +bx+c)" (x*+bx+c)"

Beweis:
a) s. Beispiel 2 in Kapitel 5.3.2

b) s. Beispiel 1 in Kapitel 5.2
c) s. Beispiel 5 in Kapitel 5.3.2

d) [5———dr=] I dx= | ! —dx
X bx+e (x+b/2)* +(c—b*/4) (x+b/2)* +(1/2)

= Aarctan(A(x+b/2)) mit A=1/\Jc—b*/4 =2/ [4c—b
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&) _[ B I x’+bx+c __J- x(x+b) _
(x* +bx+c) (X*+bx+c)" (x* +bx+c)
:_J 1 5 _L 2x+b J b X
c? (x*+bx+c)"” (x +bx+c)" 2¢9 (xX*+bx+c)

1 1 X 1 1
:__[ 2 T — 2 1 j 2 X
c’ (x"+bx+c) 2c\ (I-n)(x"+bx+c) l-n? (x"+bx+c)
b 2x+b J b’ 1

c? (xX*+bx+c) 4e? (X +bx+c)

2
I > 1 dx——|— 1 dx =
(x"+bx+c)" 4e? (x"+bx+c)'

1 1 1 1 1
:—(2+ jf > —dx ——Xx 5 —
2¢ l1-n)¢ (x"+bx+c)" 2c (I-n)(x"+bx+c)"

_b !
4c (1-n)(x*+bx+c)""
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,[ 2 1 dx = 12 L(2+ : j,[ 2 1 —dx —
(x“+bx+c)" 1-b%/4c | 2c 1-n)° (x"+bx+c)"

1 ( bj 1

2c 2 )(I=n)(x*+bx+c)""

4 2n—-3 1
- 2 I 2 rdx
4c—-b" | 2(n—1)7 (x"+bx+c)
N 2x+b 1 mit = 2
4n-1) (x*+bx+c)"”" Jac — b2
B A*(2x+b) +/12(2n—3)J~ 1 3
An-1)(x*+bx+c)"" 2(n-1) Y (x*+bx+c)

f) s. Beispiel 2 in Kapitel 5.3.2
g) s. Beispiel 1 in Kapitel 5.2
h) s.e)und g)
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Beispiel:
2x> +3x° +4x+6
D [
X +2x+1

2 43X +4x+6: X" +2x+1=2x—1+(4x+7)/(x* +2x +1)
2x° +4x* +2x

dx gradp >gradg = Polynomdivision

— x*+2x+6
— x?-2x—-1

dx+7

Partialbruchzerlegung:

4x+7 4x+7 4(x+1) 3 4 3
= = - = + :
x+2x+1 (x+1)7  (x+1)7 (x+1)°* x+1 (x+1)°
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dx+3

1 dx
x+1 (x+1)

1=j(2x—1)dx+4j

2

=x’ —x+4ln‘x+l‘—i+C=x2—x+ln(x+1)4—i+C.
x+1 x+1

J-x4 — X +5x"+x+3
(x+1)(x* =x+1)°
Partialbruchzerlegung:

x'-xX’+5x*+x+3 4 Bx+C Dx+E
2 2 = + 2 + 2 2
(x+D(x"—x+D)" x+1 x—x+1 (x"—x+1)

A_x4—x3+5x2+x+3 _2_1
(x*—x+1) 9

x=-1
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Koeffizientenvergleich:
x4—x3+5x2+x+3_ 1 _(x4—x3+5x2+)c+3)—(xz—x+1)2 B
(x+D(x*=x+1)> x+1 (x+D)(x*=x+1)

_ Bx+C Dx+E :(Bx+C)(xz—x+1)(x+1)+(Dx+E)(x+1)

= +
x’=x+1 (X*=x+1)° (x+D)(x*—x+1)°

(X' =+ 5x°+ x+3) - (x"=2x+3x"=2x+1)

=(BX’+(B+CO)x+C)x*~x+ 1)+ Dx*+(D+E)x+ E

X+ 2x°+3x+2=Bx"-Bx’+ Bx’+(B+C)x’ = (B+C)x* +(B+O)x

+Cx° —Cx+C+Dx* +(D+E)x+E
= Bx*+ CxX’+ DX+ (B+ D+ E)x+(C+E)
= A=1, B=0, C=1, D=2, E=1.
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I = —dx+ dx I dx,
x+1 —x+1 (x—x+1)
I 1, 4 ’
1
[, =|——dx=
x+1
I, = .%dxzj. 12 dxziarctan i(x—lj ,
I xi—x+1 (x—1/2)* +3/4 3 U2
13:~ 22x+1 _I 2x—1 +2J‘ : 1 2dx
S (xXP=x+1)° (x*— x+1) (x*—x+1)
—1 22x—-1) 1 : 2 2
= + +— ——dx mit A= =
x’—x+1 3(x*—x+1) 37 x—x+1 J4-1 3

= —1 + 4x—2 + 2 3alrctan i(x—lj
X*—x+1 3(x*—x+1) (3 3 2
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I=1+1,+1,=In|x+1|+ Z?_S +14amm,6—{x—¥D+C
3(x’-x+1) 33 J3

5.4.2 Integrale der Form J'R (sin x,cos x) dx

R(sinx,cosx) bezeichnet eine (gebrochen)rationale Funktion von sinx und
COSX.

<

o X
Substitution: = tanE = x=2arctant, dx = 1 >
+1

= sm—

COS—

V1+t V1+t

Da sinx = 2sin(x/2)cos(x/2) und cosx = cos’(x/2)—sin’(x/2) folgt
. 2t 1-¢ 2
sinx = >, COSX = =, dx= >
1+¢ 1+1¢ 1+¢

Hierdurch erhilt man gebrochenrationale Funktionen in ¢.

dt.
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Beispiel:

1 - 1 2
_[ dx = 2 2 2
a+bcosx Ja+b(1-1)/(1+17) 1+t
= I di=| 2 _dt
a(l+t)+b(1-17) (a+b)+(a—Db)t

2 1
a—bJ.(cH—b)/(a!—b)+t2 at

L. . 1 1 1
Mit a2=a+b = a= ath und J.~2 dezjarctan(jthrC folgt
a—>b a—b a+t a a
J‘;dx:Larctan a_btani +C.
a+bcosx a’—b? Ja+b 2
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5.5 Erginzende Betrachtungen

5.5.1 Integration gerader und ungerader Funktionen

Es gilt
[ f(x)dx=0 falls f/ ungerade Funktion
[ f(x)dx=2f(x)dx falls f gerade Funktion,
“, 0

denn fiir / ungerade, d.h. f(—¢) =—f(¢) folgt

j.f(x)dx: j.f(x)dx+jf(x)dx, Subst.: x=—t, dx=—dt

= i F(=t)(~dt) + j f(x)dx = —f f)dt+ j f(x)dx=0
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und fiir f gerade, d.h. f(—¢)=f(¢) folgt

jf(x)dx: _(ff(x)dx+jf(X)dx, Subst.: x =~t, dx=—dt
:Tf(—t)(—dt)Jrj‘f(x)dx:j‘f(t)dt+]£f(x)dx=2]if(x)dx,

gerade Funktion ungerade Funktion

» +
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5.5.2 Fliachenberechnung
Ist f:[a,b] > R stetig auf [a,b] und gilt f(x) >0 fiir alle x € [a,b], dann
gibt j ’ f(x)dx den Flacheninhalt der Flache zwischen der x-Achse, dem

Graphen von f und den Geraden x =a und x =5 an.

f

%

a b x'

Satz 5-15:
Es seien f,g:[a,b] &> R stetig auf [a,b] und es gelte f(x) < g(x) fiir alle
x € [a,b], dann gibt Ib( gx)—f (x))dx den Flacheninhalt der Flache zwi-

schen den Graphen f und g und den Geraden x=a und x =5 an.
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Beweis:
Set |f(x)|<M Vxelab] > ML f(x) <M Vx € [a,b]

= f(x)+M=20 und g(x)+ M =0 Vx € [a,]]

= j‘(g(x) — f(x))dx= I(g(x) +M) dx—j(f(x) + M) dx = Flacheninhalt.

s

g
f+M
/ >
a W b X
f
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Beispiel:
f(x)==x>, glx)=e€", xe[l,3]
400
F = j'(ezx —(—xz)) dx = j(ezx +x2) dx
1 1 300 -
=\e dx+jx dx=|—e" " +—x
1 1 2 1 200 - g
L LYY
2 2 3 /
:§(64—1)+8% o
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5.5.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 5-16: (Mittelwertsatz)
Es seien f,g:[a,b] > R stetig auf [a,b] und g(x) >0 fiir alle x € [a,b],
dann existiert ein & € [a,b] mit

[ g = 1) gx)ds ,
Ist g(x)=1 furalle x € [a,b], dann gilt [ [
[ fyde= £ b-a)

>

Beweis:
Ist g(x)=0 Vx € [a,b] = beide Seiten = 0.

Sei x, € [a,b] mit g(x,) >0 = g(x)>0 Vx € U(x,) (da g stetig)
= Jjg(x)dx>0 (da g(x)20 Vxel[a,b]\U(x,)).
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Sei m = min] f(x) und M = m[a>b<] f(x)

xela,b

= mg(x)< f(x)g(x) < Mg(x) Vxela,b]
= m Ijg(x)dxﬁjjf(x)g(x)deM ng(x)dx
[" r@)gdx
m< = <M
J, g dx

Da f stetig auf [a, b], existiert nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a, b]

[/ rgd
Ib g(x)dx

a

=

mit f (&) =

= Behauptung.

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist oft ein gutes Hilfsmittel zur
Abschitzung von Integralen.
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5.6 Uneigentliche Integrale

Integrale wurden bisher nur fiir beschriankte Funktionen und endliche Inter-
valle definiert. Nun werden Integrale auch fiir gewisse unbeschrinkte Funk-
tionen bzw. fiir unendliche Intervalle angegeben.

Definition 5-8:

a) Essei I=[a,b) mit b € R U {0} (buneigentliche Stelle). f heiBt un-
eigentlich integrierbar auf [a,b), wenn f auf jedem Teilintervall [a, B]
C [a,b) integrierbar ist und

if(X)dx = ;igljf(x)dx

existiert.
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b) Essei I=(a,b] mit a € RuU {—o} (auneigentliche Stelle). f heifdt un-
eigentlich integrierbar auf (a,b], wenn f auf jedem Teilintervall [A4, D]
c (a,b] integrierbar ist und

j{ f(x)dx:= /}Lrgl+ _li f(x)dx

existiert.

c) Essei I=(a,b) mit a,b € RU {—w0,0} (a,buneigentliche Stellen). f
heil3t uneigentlich integrierbar, wenn fiir ¢ € (a,b) f auf (a,c] und [c,b)
uneigentlich integrierbar ist, d.h.

J.f(x)dx :=jf(x)dx+j)‘f(x)dx,

(Integral be1 ¢ aufspalten und dann Konvergenz untersuchen)
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Beispiel:
D [ (x)dv, @R festund 1=(0,1],
Es gilt fiir 0 < e< 1:

. —Ine fir =1
1
j—dxz 1 _ :
x” —(-&®) fir a=#1
|-«

&

: e |0ax>1
Da lim(-Ing)=0 und lime ™ = gilt
£-0 g0 0 ax<l

1
1 1 :
J'—adx =——  konvergiert genau dann, wenn « <1,
) X -
i1
I—adx ist divergent fiir o > 1.
) X
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2) jlw(l/x“)dx, aeR festund 7 =[1,).
Es gilt fiir 1 < B < ;
5 4 InB fir =1
J.—adx: 1 - . .
X —— (B -1 fur a=1
|-«

0 > 1
Da limInB=o und limB"* ={ C7 gl

B—x B—w o0 o< 1

! 1 :
—dx=—— konvergiert genau dann, wenn « > 1,
X a—1
! o y
—dx ist divergent fir o <1.
- X

1
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1-¢
=2
0

01 . .
alﬁffﬁﬂﬂiJﬁEﬁzgﬂﬁﬁta

1
1 :
— j dx =2 1ist konvergent.
0

V1—x
1% 2x

Toox . | N 1 .. 5
4) I dx = lim — dx =—IlimIn(1+x )‘ =—limIn(l1+B") =0
1+ x° Bo» Qe 14 x? 2 Bow 0 2B

ToX L
= I dx 1st divergent.
1+ x°

Also 1st auch

0

J al dxz]z al dx+T Y i divergent,
0

1+x° 1+ x? 1+ x?

—00 —00

(Integral aufspalten, da beide Integrationsgrenzen uneigentlich)
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obwohl
r X
lim _dx=1im0=0 (CHW).

B—w© B1+x B—ow

(Integrand ist eine ungerade Funktion)

Cauchyscher Hauptwert (CHW)

CHWT f(x)dx = liB; ]€ f(x)dx
bzw. B K

CHWj. f(x)dx:= }g&[cjf f(x)dx+ j. f(x) dxj.

ct+e

Es ist durchaus moglich, dass das uneigentliche Integral nicht konver-
giert, der CHW dagegen existiert, vgl. Beispiel 4.
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5 0

cl+x

! 2a’x=2T

B—>w B—>w

01+x

(Integrand ist eine gerade Funktion)

0

dx = 2 lim arctan x‘ =2 limarctan B = 2 5 = II.

0) j 1 dx =In2 ist konvergent, denn
1 x(1+x)
1 1 1 :
dx = [—dx—[——dx=In|x|~In|l+x|=1In|——| und damit
 x(1+x) X 1+x 1+x
0 B
! dx=limIn|—/|| =limIn B ‘—lnl:InZ.
v x(1+x) Boe l+x||, 5>= |[1+B
7) [xedx=—lim (1+x)e”|] =1-lim(1+ B)e ™" =1, denn lim ¥ o,
>0 —o© X—>0 e
0
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1 1
) glnxdx=£1-1nxdx—}g£(x1nx )|, ==1-lim (slns-¢g)=-1,
denn lim ¢lng = lim Ing _ = lim Ve _ = lim-&=0.
£—0+ £—0+ 1/8 e—0+ — 1/(9 £—0+
c 1
9 = dx mit ce(0,]).
) '[x(l x) ) X J‘x(l—x) (0.1
(Integral aufspalten, da zwei uneigentliche Grenzen)
1 1 1 :
dx = I—dx+j—dx = ln‘x‘ —ln‘l—x‘ —1In|—"—| und damit
*x(1—x) X I-x I-x
L = timin| | - lim In| S| = ln— 4 o0
vx(1-x 20t 1=x|| l-c &0+ |1-¢ l-c
(1
— _[ dx 1ist divergent.
) X (1 — x)
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Um die Konvergenz bzw. Divergenz von Integralen zu beurteilen, bei denen
man die Stammfunktion nicht kennt, wendet man die folgenden Konver-
genzkriterien an.

Satz 5-17: (Konvergenzkriterien)

Es seien f,g auf jedem Teilintervall [a,B] < [a,b) bzw. [A4,b] < (a,b]
integrierbar und g(x) >0 furalle x € (a,b).

b b
a) Konvergiert j ‘ f (x)‘dx = I f(x)dx ist konvergent,

b) Ist ‘ f (x)‘ < g(x) furalle xe(a,b) und

b b
konvergiert I g(x)dx = '[ f(x)dx ist konvergent mit

b b b
j F(x)dx| < j £ ()] dx < j g(x)dkx.
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X X
c) Existiert lim m =L bzw. lim m =L mit 0< L <oo und
x—b— g(x) x—a+ g(x)

b b
konvergiert J.g(x) dx = J. f(x)dx ist konvergent.

d) Existiert lim <Y = I bzw. lim {¥
¥—b- g(x) x—a+ g(x)

=L mit 0< L <o und

b b
divergiert [g(x)dx = [ f(x)dx ist divergent.
Beweis. (fir b uneigentliche Stelle, fiir a verlauft der Beweis analog)
a),b) Da 0<|f(x)|<g(x), sind

F(x)= T‘ f (z‘)‘ dt und G(x)= _)fg(t) dt in [a,b) monoton wachsend
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b
und es gilt 0< F(x)<G(x)< lir?_ G(x)= jg(x) dx

= F(x) ist monoton wachsend und nach oben beschrankt

b b
= es existiert lim F(x) = j [ ()] dx < j g(x)dx.

Mit ¢(x) = f(x)+ ‘ f (x)‘ gilt 0 <gp(x)< 2‘ f (x)‘ und somit

P(x) =|p(x)| < 2g(x) = es existert j lp(x)|dx = j o(x) d.

Aus lim [ f(r)ax = [p(x)de—[|f(x)|dx = [ f(x)dx ist konvergent

B B b
und da |[ f(x)dx|< [| £(x)]dx < [ g(x)dx =
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b b b
> [ reax <[] f()]dr< [ g(x)dx.
c) Fall L=0
limM:O = OSMSI Vxel&,b] mit £ €la,b]
b= g(x) g(x)

= |f(x)|< g(x) Vxe[&,b].

b b
Da J g(x)dx konvergent = J f(x)dx ist konvergent (gemal b))
£ ¢

b I b
= [f()de=[f(x)dx+] f(x)dx ist konvergent.
a a 9

N
eigentliches uneigentliches
Integral Integral
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Fall 0 <L <
im O, L )
b g(x) 2 g(x)

<2L Vxe[&,b] mit &ela,b]

= ‘f(x)‘ <2Lg(x) Vxel&,b] = If(x) dx 1ist konvergent (gemal} b)).

d) 0< lim Jx )_L <o = —<f(x)<2L Vxel[&,b] mit & €la,b]
b g(X) 2 g

= f(x)2> Eg(x) Vx e[&,b].

b b
Da J. g(x)dx divergent = J. f(x)dx ist divergent.

Fiir L = o erfolgt der Beweis analog zum Fall L =0 in ¢).
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Beispiel°

1) I sin x dx 1ist konvergent, denn
1

£ ()] =

‘sm x‘

=g(x) Vxe[l,©0) und I dx 1st konvergent.

2) J. e dx ist konvergent, denn mit f(x) = e und g(x)= % gilt
1
—x? 2 1

fim L _ hm‘ — lim & _—lim & = lim— =0,
X—>00 g(x) X—>00 /x xX—>00 l/x X0 ¥ u—o o u—o o

0

1 >
da I?dx konvergent = J' e " dx ist konvergent.
1
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1
Aullerdem, da J e dx eigentliches Integral
0

= j e dx ist konvergent = J-e"‘z dx =2 _[ e dx ist konvergent.
0 —o0 0
(Integrand ist eine gerade Funktion)

0

3) j (x+1)/(x* +3)dx ist divergent, denn mit g(x)=1/x gilt

1

2
b D/ (x +3):hmx(2x—+1):hm 1+1/x2 1
x>0 1/x oo x? 43 w143y
K x+1

1 : i :
und da I —dx divergent = I dx divergent.

2
X 1x+3
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4) Gamma-Funktion

Definition: (Eulersche Integraldarstellung)

[':(0,0) >R mit I'(x):= I e 't \dt.

0

Beweis der Konvergenz: (an beiden Grenzen uneigentlich)

a) j e 't*'dt ist konvergent, denn mit g(r)=1/¢ gilt
1

. e—ttx—l . tx+1
lim —= lim
t—>0 l/t f—>0 et

(da die e-Funktion starker wichst als jede Potenz von t)

=0 und j tizdt ist konvergent.
1

1
b) Ie"t"_ldt ist konvergent, denn mit g(¢) = 1/ t* gilt
0
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—t x—1 -1
et A
lim = lim

—=0 falls x-1+a >0, dh. a>1-x.
t—0+ 1/2‘0’ >0+ o

Wihle o entsprechend 1 —x< a<1

1 1
1 : txl g, -
= J-—dt ist konvergent = j e 't""'dt ist konvergent.
ta
0 0

Zusammen gilt dann

0

[(x)= J. e 't"'dt ist konvergent Vx > 0.
0

Eigenschaften:

a) I'x+1)=xI'(x) Vx>0

b) I'(n+1)=n! VneN,

c) 'x+n)=x(x+1)(x+2)---(x+n-DI'(x) Vx>0,neN

d) T12)=r
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Beweis:
a) I'(x+1)= I e 't dt = je"txdt partielle Integration liefert
0 0

0

: + J.e_txtx_ldt =0+ x_[ e 't"'dt = xI'(x).
0 0

=—e 't

b) I'(n+l)=nI'(n)=n(n-)I'(n-1)=n(r-1)(n-2)I'(r-2)=...
=nn-1)(n-2)---1-T'(1)=n!T'(1) =n!

0

denn F(l)zje‘ dt =—e” .

0

= +e"=1 = T(1)=1, T(n+1)=n

Die Gamma-Funktion ist die Verallgemeinerung der nur fiir natiirliche
Zahlen definierten Fakultat.
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c) I'x+n)=(x+n-1)I'(x+n-1)
=(x+n-D(x+n-2)I'(x+n-2)

=(x+n-1)(x+n-2)--(x+D)xI'(x).

d) I'(1/2)= j et \dt = j L
0 0 t
Substitution: s =+t, t = s>, dt =2sds

F(1/2):I —2Sds—2je_s ds = Ie “ds=AIr.

—00

Die Werte der Gamma-Funktion miissen nur im Intervall (1,2) berech-
net werden, z.B. durch numerische Integration mit der Simpson-Formel.
Alle weiteren Werte verschafft man sich durch Ausnutzen der Eigen-
schaften a) und c).
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Beispiel:

)
2)

3)

4)

eo,3=2? 1r1,3)=1,3+1)=0,3-1(0,3) = 1(0,3)= F(()l’;) .
3,4)=2,4-12,4)=2,4-1,4-1(1,4).
(e dt = j e ldt=T(3)=21=2.
0 0
T 2 ¢ T - 1 1 h -5
te’ dt =J.S€ ——ds ——J'e \/Eds,

s 29

Substitution: s =1¢>, t =~/s, dt = o

e
j = lJ.s”l - ds—— (Ejzlf(lJrlj:llF(l):l\/;
29 2) 2 \2 22 \2) 4

0

S
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5.7 Einige Anwendungen des Integrals
5.7.1 Bogenlinge einer ebenen Kurve

Essei f: [a,b] > R stetig differenzierbar auf [a,b] und

C, = {fzcx)] D X€E [a,b]} c R’

der Graph von f. C, stellt eine Kurve im R* dar. Um die Linge einer
solchen Kurve zu definieren, greifen wir mit

J(X)=ax+p
auf eine elementare Kurve (Gerade) der Linge
L(C,)=\(b=ay +(f(B) - f(@))

zuriick. Ist nun f* eine beliebige stetig differenzierbare Funktion auf [a,b]
und Z = {xy,x,,X,,...,X,} eine Zerlegung von [a,b], so konnen wir durch die
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Punkte

X
k=0,12,...n
[f(xk)]

einen Polygonzug P, der Linge

L(Cy)= Yo\ =5 +(f () = £ )

23 \/u(f 0) =] (xko] (5 =30 = YA+ (FE)) A

X =Xk

legen. Die Summe ist eine Riemannsche Summe, die fiir |[Z| —» 0 gegen

i\/1+( £1(x)) dx

konvergiert.
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Definition 5-9:
Essei f: [a,b] > R stetig differenzierbar auf [a, b], dann ist

:T\/H( £1(x)) dx

die Bogenlidnge der Kurve

C, = {[fzcx)] Xe€ [a,b]}
Beispiel:

1) f:[0,p] >R mit f(x)=x>/2 und f'(x)=x,

L(c )jmdx_ e s e )|

2 :
—% bN1+b +ln( b+~1+b ))
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2) Fi0.b] >R mit f(x)=vb —x und f1(x)=——25_ 0<x<b

N

b—¢
=b arcsinl = bz
2

—1lim [ —2— gx = limb arcsin%

e—0 j \/ﬁ e—0

= Umfang des Kreises mit Radius » 1st U=2zrr.

0

Kurven in Parameterdarstellung

C= {G] eR?: x=o(f), y=p(1), t e [a,b]}

@, v seien stetig differenzierbar auf [a,b] mit (¢'(¢),y'(r)) # (0,0) firalle
e [a,b]. C stellt eine Kurve im R* dar und hat die Bogenlidnge

= j.\/(gp'(t))z + ((,y'(z‘))2 dt.
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Beweis:

Sei ¢’ >0 auf [a,b] = ¢ streng monoton wachsend = ¢! existiert
mit r=@7'(x) = y=w () =yw(p'(x)=f(x). Da dt=dx/¢' und f'(x) =
V' (e () (@7 () = y'(¢7'(x))/@'(¢7'(x)) gilt

b p(b)

[N+ di= [ @)+ @) /g
a gt

= [ J1+@w'/¢) dx
p(a)
p(b)
= [ 1+ (f' )Y ax.

¢Ea)

Fir ¢' <0 bzw. ¢'=0 und damit ' =0 verlauft der Beweis entsprechend
(ggef. 1st der Integralbereich geeignet aufzuspalten).
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Beispiel:
X
1) C= {[ j eR’: x=rcost, y=rsint, te [0,27[]},
Y
d.h. Kreis um den Ursprung mit dem Radius »

L(C)= TJ(X'@))2 +(y'(0)) dt = T\/rz(—sin 1) +r* cos’t dt

2 27
- rj \/sin2t+coszt dt = rj dt = rt‘z” =27r = rd.
0 0

2) Cz{(x]eRz: x=r(t—sint), y=r(l—cost), te[0,27r]}
y

@ _— Zykloide (Radkurve)

0 2nr X

y
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(x’(t))2 + (y'(z‘))2 =r*(1—cost)’+r°sin’t =r*(1—2cost +cos’ t +sin’ ¢)

=2r*(1-cost) =0 in (0,27),

L(C)= rT 2(1—cost) dt = rT\/4(1—cost)/2 dt

= 2rT,/sin2(z/z) dt = 2;»T\sin(t/2)\dz = 2r2fsin(z/2) dt

=2r(-2 cos(t/2))‘(2)” =4r(cos0—cosz)=4r(1-(-1))=8r.

Flache zwischen Zykloidenbogen und x-Achse, d.h.
j p(x)dx = j y(x(0)x'(t) dt.
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Substitution: x =r(t—sinr), x'=r(1-cost), y(x(¢))=r(-cost)

2rr 2
F= jy(x)dx:jr(l—cost)r(l—cost)dt
0

0

2
=r>| (1-2cost+cos’ t)dt
0
2z
=r” | (1-2cost+(1+cos2t)/2) dt
0
(27r3 2 127r
=7’ j—dt—j2costdt+—_[cos2tdt
\02 0 20
(3 L
=r°| —=t=2sint+—smn2¢t || =3xr’.
2 4

0
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Kurven in Polarkoordinaten

C= {@j eR*: x(p)=r(p)cosp, y(p)=r(p)sing, pe [a,ﬂ]}

mit » ist stetig differenzierbar auf [a, £#]. Aus
Xp)=r(p)cose x(p)=r'(p)cosp-r(p)sing

(@) =r(p)sing V(p)=r(p)sing+r(p)cosg
folgt
g 2 2 A 2 2
L(C)=[J(x @) +(y@) do=[{(F @) +(r@) do.
da

(X'(@)) +(V'(@)) =(r'(p)cos p—r(p)sing) +(r'(p)sin  + r(p) cos p)’
= (r'(gp))2 (sin’@+cos’ @) + (r(go))2 (sin’@ + cos’ @)
=(r'(p)) +(r(@) .
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Beispiel:
r(p) =|cos(2p)| mit ¢ e[0,27].

r (@) 1st symmetrisch zur x- und y-Achse, da r(—@) =r(¢) und
r(z/2—@) =r(z/2+@).

L(©)= [ @) +(@)) do

/4

=8 I \/4 sin’ (2¢) +cos’ (2¢) dg
0

/4

=8 I \/3 sin” (2¢) +sin’ (2¢) +cos’ (2¢) dp
0

/4

=8 I \/ 3sin’(2¢)+1dg elliptisches Integral.
0
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5.7.2 Volumen eines Rotationskorpers

Satz 5-18:
Es sei f: [a,b] &> R eine auf [a,b] nichtnegative stetige Funktion. Ein
durch Drehung der Kurve y =f(x) um die x-Achse erzeugter Rotationskor-

per besitzt das Volumen
b

V=rn j (f(x)) dx.

a

Beweisskizze:
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Fiir jedes x € [a,b] ist der Flacheninhalt des Querschnitts gegeben durch
F(x)=(f(x)) 7.
Das Volumen einer Scheibe der Dicke Ax betrdgt ndherungsweise
AV = F(x)Ax = (f(x)) 7Ax.

Summation und Grenziibergang liefert mit dV = F (x) dx schlieBlich

V= jdV = iF(x) dx = ﬂi(f(x))zdx.

Beispiel:
f(x)=%x, x €[0,4]
h

h 2 2 h 2
V:ﬂj.(f(x))zdx:ﬂj‘(%x) dx:ﬂ; J.xzdx:ﬂr lx3
0

0 0
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5.7.3 Mantelfliche eines Rotationskorpers

Satz 5-19:

Es sei f:[a,b] > R eine auf [a,b] nichtnegative stetig differenzierbare
Funktion. Rotiert die Kurve y = f(x) um die x-Achse, so gilt fiir die Man-
telfliche M des zugehorigen Rotationskorpers

M =27 [ £ 1+ (S0 dx.

Beweisskizze:
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Die Mantelfliche AM einer diinnen Scheibe der Dicke Ax wird mit
r=f(x), As =\/Ax2 +Ay2, U(x)=2xf(x)

angenahert durch

AM =U(x) As = 27 f(OJAY + Ay” = 27 f ()1 +(Ap/Ax)” Ax.

Summation und Grenziibergang liefert mit

dM =27 f )1+ ( () dx

schlief3lich

M =[du = 24 FEWI+(F/(0)) dx.
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Beispiel:
f(x)=re", xe[0,h]

M =27[_}‘1‘]‘()0\/1+(f'(x))2 a’xz27rv}|£re"\/1+(re")2 dx

Substitution: ¢ =re*, dt =re*dx, dx =dt/t

M =27zj J1+£2 dtzﬂ{t\/1+t2 +ln(t+\/1+t2 )}
=7r{reh\/1+r262h +1n(reh +/1+ %™ )—r\/l+r2 —ln(z”Jr\/lnLr2 )}

reh
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5.8 Numerische Integration

5.8.1 Rechteckformel

Satz 5-20:

Essel f:[a,b] > R integrierbar auf [a,b] und Z = {xy,x,,X,,...,X,} e€ine
dquidistante Zerlegung von [a,b] mit h=x,—x, , (k=1,2,...,n), dann gilt
die Naherungsformel

[reae=h(f )+ fG)+0)+t f(x,)).

Beweisskizze:
Die Summen A(f(x,)+ f(x)+ /(%) +...+ f(x,_,)) ist wegen

h(f (k) + () + fO) + ot f(x,))=h an(xk) = if(fk)Axk
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mit Ax, =h und &, =x, , eine zur vorgegebenen Zerlegung gehorige Rie-
mann-Summe und damit automatisch eine Naherung des bestimmten Integrals

jb f(x)dx.

f®1

2 X3 Xy X5 Xg Xy Xps Xy X, 3 X, 5 X, X, =b
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Beispiel:
J.4x3dx = lx“r =64
0 4" o

Fir Z= {0,1,2,3,4} liefert die Rechteckformel

4

[Xcmh(fO)+ )+ f(5)+f(x,))=1-(0+1+8+27) = 36.

0

Grund fiir die schlechte Ubereinstimmung ist die groBe Steigung der Funk-
tion f(x)=x".

Fir & =x, bzw. & =(x,_, +x,)/2 erhilt man die Ndherung
4

.x3dxzh(f(x1)+f(x2)+f(x3)+f(x4))=1-(1+8+27+64)=100

0
e hZf(xk 1+xkj_1'(l+27+125+343j:62'

bzw.

4
8 8 8 8

0
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5.8.2 Trapezformel

Satz 5-21:

Essei f:[a,b] > R integrierbar auf [a,b] und Z= {x,,x,X,,...,x,} eine
dquidistante Zerlegung von [a,b] mit h=x, —x, , (k=1,2,...,n). Ersetzt
man f(x) tber jedem Teilintervall [x,,x, ;] durch die (x, ,, f(x,,)) und
(x4 f (x)) verbindende Sehne, dann gilt die Ndherungsformel

j-f(x)dxzh[f( o)+f(x1)+f(x2)+ A+ f(x, 1)_|_f( ))

Beweis:
Das Polygon der Sehnen kann durch

pto = L) )

(x—x, )+ (%)
mit x, , <x<x, (k=1,2,...,n) beschrieben werden.
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Fiir die Naherungsformel gilt dann

_[p(x)dX=Z J (f(xk) f(x,_ 1)(x—xk1)+f(xkl)jdx

_ i f(xk)_hf(xk—l) . (x_;ck—l) _,_f(xkl)x}
_ 5 f(Xk)_hf(xk_l) ) (xk _zxk—l)2 +f(xk_])(xk _Xkl)j
=3 S (5)= (f<x0)+2"2f<xk)+f(xn>]
(f(xo)Jrf(xl)Jr T fx l)Jrf( )j
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Fir 4, = (b —a)/2" kann die Ndherungsformel rekursiv berechnet werden.

m=0: To:(b—a)(f(a)Jrf;b)j
m=1: T—bza(f(za)+f(a+(21 l)h)+f(b)j

Tm— ” (f(za)+f(a+h Yot fla+ (" =i )+f(b)j

Umvon 7, nach T, , zu gelangen, braucht man nur den durch die Inter-
vallhalbierung #4,,,, = 4,,/2 neu hinzukommenden Beitrag

M, =h, (f[a+%’"j+f( 3zmj+...+f(a+(2””“ —1)%’”)}

gemal
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m+1 = _(T + M )
zu beriicksichtigen. Deshalb berechnet man in der Praxis der Reihe nach
1y, M,
1
I, ZE(TO +M,), M,,

1
T, =5(T1 +M1), M,,

bis sich 7,, und T7,,,, nicht mehr merklich unterscheiden.

Beispiel:
4
Ix3dx = 64

0
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03 43
T, :4.[7+7] —128, M, =4-(2)=32

TI:%-(128+32):80, M, =2-(1’+3%)=56
3 3 3 3
Tzzl-(80+56)=68, M, =1 1 +(§j J{EJ +(Zj =62
2 2) \2) (2) \2

T3=%-(68+62)=65, M3:%.((ijl[%j:(%j:(%jl
DETNENE

T4=%-(65+63.5):64.25, M=
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5.8.3 Simpsonsche Regel
Satz 5-22: (Keplersche Fassregel)
Essei f:[a,b] > R integrierbar auf [a,b] und Z= {x,,x,,x,} eine Zerlegung
von [a,b] mit x,=a, x,=(a+b)/2, x,=b und demzufolge & = (b—a)/2.
Ersetzt man f(x) durch eine Parabel

g(x)=ax’+fBx+y
die durch die Punkte (x,, f(x,)), (x;,f(x;)) und (x,, f(x,)) geht, dann gilt
die Ndherungsformel

[ reds= 2=

6

(S ) +4f(x)+ f(x,)).

Beweis:
b

b b
Ig(x)dxzj(axz +,3x+7/)dx:%x3 +§x2 +yx| =

a
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L -a)+ L@ -y r (-0
:%(b—a)(za(bz+ab+a2)+3,8(b+a)+67/)

:%(b—a)(a(aer)z +ab’+aa’ +2B(a+b)+ B+ fa+dy+y+7)

Joaomrav o3 (532 |

=b%“[g(a)+g(b)+4g(“;bjj= (f(a)+4f(a+bj+f<b)j

2
Die Simpsonsche Regel erhdlt man aus der Keplerschen Fassregel, wenn
man das Intervall [a,b] in n=2m gleiche Teilintervalle zerlegt und auf
zwel benachbarte Teilintervalle die Keplersche Fassregel anwendet.

b—a
6
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Satz 5-23: (Simpsonsche Regel)

Es sei f: [a,b] &> R integrierbar auf [a,b] und Z = {x,x,,...,x,,} eine
Zerlegung von [a,b] in eine gerade Anzahl n =2m gleicher Teilintervalle.
Ersetzt man f(x) durch Parabeln

g, (x)= akx2 +B.x+y,

die fir k=1,...,m durch die Punkte (x, ,,f (x5 ), (X315 f (X5 ;)) und
(%54 f (x5;)) gehen, dann gilt die Ndherungsformel

b—a

6m

+2[f(x2)+f(x4)+---+f(x2m—2)]+f(x2m)}-

[ reode x ——{1(x)+4[£C)+ f(x) 404 ()]

Beweis:
Zunichst gilt
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i () dx = j F(x)dx+ j F(X)dx+...+ j F(x)dx.

Anwenden der Keplerschen Fassregel liefert

b %, X .
jf(x)dxzng(x)dx+jg2(x)dx+...+ J g, (x)dx=
X, — X, 0 2 o

= () 4L () () + P (S () 41 (5) + ()

X X,
4+ 2m 2m—2

p () +41 (x5, ) + f(x,,))

wegen

Xy =Xy =X, =X, =...=X,, —X, ,=(b—a)/m
folgt
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f b—a
!f(x)de —

{f)+4(f )+ () +.+ f(xy,))
+2(f(x2)+f(x4)+...+f(x2m_2))+f(x2m)}.

Beispiel:
4
[xdx=64, 2={0,1,2,3,4)

0

= n=4 und wegen n=2m = m=2,so dass
4

jx3dxz%{f(0)+4-(f(1)+f(3))+2-f(2)+f(4)} =

0

-(O+4-(1+27)+2-8+64):%-192=64.

1
3

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

5-112




Anmerkung:
Ist f(x) ein Polynom 2ten oder 3ten Grades, dann liefert die Keplersche
Fassregel und damit auch die Simpsonsche Regel den exakten Integralwert.

Fiir Polynome 2ten Grades ist dies, wegen der der Keplerschen Fassregel
zugrunde liegenden Parabelinterpolation, leicht einzusehen.

Auf den Beweis bei Polynomen 3ten Grades wird auf die Literatur, z.B.
Mangoldt/Knopp: Einfiihrung in die hohere Mathematik, verwiesen.
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Aufgabe 5-1: Berechnen Sie die folgenden Integrale durch Substitution.
a) j 16— x7 dx

1
b —_—d
) '|.\/3+2x-|—x2 )
c) J.—(ln;) d

arctan x
d) j

Aufgabe 5-2: Berechnen Sie die folgenden Integrale vom Typ I f'(x)/ f(x)dx.

6x°+4
2) J.x +2x+1

b) [tan(3x)dx

Aufgabe 5-3: Berechnen Sie die folgenden Integrale durch partielle Integration.
a) J. x-e’dx
b) j x> -sin(4x) dx

Aufgabe 5-4: Berechnen Sie mit Hilfe der Partialbruchzerlegung die Integrale

3 +12x° —6x+7
4 3 2 dx
x =2x +5x"—-8x+4

a)

b) J-x3+5x2+4x+8dx
xz(x2+4)

Aufgabe 5-5: Berechnen Sie die folgenden Integrale vom Typ J‘R (x, X ax +b)dx durch
Substitution der Art t =X/ax+b.

) J'x+\/—

X
b dx
) ‘[\4/3x+2
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Aufgabe 5-6: Berechnen Sie die folgenden Integrale vom Typ J-R(ex)dx durch Substitution.

a) I ¢ dx

1+3¢*

" o

Aufgabe 5-7: Berechnen Sie die folgenden Integrale vom Typ IR (sin X,COS x)dx durch

Substitution.

a)jldx

COS x

b) J'1+c0sxdx

sin® x

Aufgabe 5-8: Berechnen Sie die folgenden Integrale vom Typ IR (x, Nax® +bx + c)dx durch

Substitution der Art # +xva = ax® +bx +c.

1
a —dx
) '[\/4x2—3x+5
b) J-)c—\/x2 —5x+1

2
X

dx

Aufgabe 5-9: Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale (falls sie existieren).

° 1
a —d
) J;Ox2+2x+2 *
b) Tle_zxdx
2

0

Aufgabe 5-10: Berechnen Sie die Cauchyschen Hauptwerte der folgenden uneigentlichen
Integrale (falls sie existieren).

2 -[Oxz):ﬁdx
b) Tx3dx
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Aufgabe 5-11:

d)

Aufgabe 5-12:

Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

Berechnen Sie die Bogenldnge des Kurvenstiicks

a)
b)

Aufgabe 5-13:

y:xx/;, 0<x<8,

x(t)=Int, y(t)=2t, 3<t<8.

Berechnen Sie das Volumen und die Mantelfldache des durch

y:

V5—-x, 0<x<5

bzw. das Volumen und die Oberfliache des durch

y=sinx, 0<x<r

definierten Rotationskorpers.
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