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6 Reihen
6.1 Unendliche Reihen

6.1.1 Einfuhrung
Unendliche Reihen sind Spezialfille von Folgen.

Definition 6-1:
Gegeben sei eine Folge (a,),.. Dann kann man hieraus eine neue Folge

(s,),y durch s = Zn a, bilden. Die Folge (s,),_, nennt man unendliche
Reihe und schreibt dafiir » N

1

Besitzt die Folge (s,)

konvergent mit dem Grenzwert s, also

einen Grenzwert s e R, so sagt man Z ist

neN i=1 ’
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lims, —hmZa —Za =

n—o n—»0

Andernfalls heif3t die unendliche Reihe Zzl a, divergent. Das n-te Folgen-

glied s, heilit n-te Partialsumme der unendlichen Reihe Zl a. .

Beispiel:
1) Geometrische Reihe, ¢ € R fest, n, € N, fest.

Zq—

kno

‘q‘<1

und fiir den Spezialfall ny=0

q" =1L falls ‘q‘<1.

k=0
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(s,) ist monoton wachsend, weil s, =s +1/(n+1)>s,

(s,) 1st unbeschrinkt, denn

n—»0
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s;=1, s,—s 1 S,— S —l+l>l+l—l
P 7 3474 04 2

1 1.1 1 1 1 1 1 1
Sg—S, =—+—F+—-+—>—F—+—+—=—, USW

5 6 7 8 8 8 8 8 2
Allgemein gilt

1 1 | 1 1
Sy, =S8, = + +...+ >n =—

n+l n+2 n+n 2n 2

S, =8+ (8, =8)+ (s, =8,)+ (S5 —s,)+...+(s,, =)

Sttt ==+ 500
2 2 2 2 "

= (s,,) ist nicht beschrankt und da Teilfolge von (s,) = (s,) ist

nicht beschrankt = (s,) ist divergent = Z; 1/k ist divergent.
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6.1.2 Eigenschaften unendlicher Reihen

Satz 6-1:
Es seien Z:zl a, und Z; b, zweiunendliche Rethen und ¢ € R, dann gilt:

a) Ist Z:zl a, konvergent = lima, =0, d.h. (a,) ist eine Nullfolge.

(Diese Eigenschaft gilt nicht umgekehrt, es ist ein notwendiges, aber kein
hinreichendes Konvergenzkriterium fiir unendliche Rethen.)

b) Sind Z;; a, und Z:;lbn konvergent = 2:21 (a,+b,) und Z:Zl ca,

sind konvergent mit

2 (@ +b)=2, a,+ b,

und
© ©
D> ca,=c) a,
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Beweis:
n
a) s = Zai, lims, ==
- n—o
i=1
= 0<la, |=|s,—5,,|=<|s, —S‘ +‘S =S,4|—=—0,

b) folgt aus den entsprechenden Eigenschaften fiir die Folgen (s, ).

Anmerkung:

Das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt, dass die Umkehrung von a)
nicht gilt, denn 2:21 1/n ist divergent, obwohl (1/n) eine Nullfolge, d.h.
lim __ 1/n=0 ist.
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6.1.3 KonvergenzKkriterien

Bei vielen Reihen ist es schwierig, die Konvergenz direkt liber die Konver-

genz der Partialsummenfolge nachzuweisen, wenn man keinen geschlosse-
. n

nen Ausdruck fir s = Z (a; findet.

Um trotzdem Angaben liber die Konvergenz oder Divergenz machen zu kon-
nen, werden Konvergenzkriterien benotigt.

Satz 6-2: (hinreichende Konvergenzkriterien)

Es sei Z:zl a, eine unendliche Reihe, die auf Konvergenz oder Divergenz
untersucht werden soll und Z:Zl b, eine Vergleichsreihe, von der man weil,
ob sie konvergent oder divergent ist.

a) Majoranten- / Minorantenkriterium
Gilt |a,| <D, Vn2>n, und ist Z; b, konvergent, so ist auch ZC:ZI a,
konvergent.
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Gilt 0<b,<a, Vn=n, und ist 2:21 b, divergent, so ist auch Z:Zl a,
divergent.

b) Quotientenkriterium

Gilt [rL <g<l Vn=n, mit 0 <g<1 oder lim [Z21] < 1
an n—oo an
= Z:;l a, 1ist konvergent.
. . |a o . .

Gilt lim|—{>1 = » " a, istdivergent.

n—»o0 an n=l

. _la : : .
Im Fall lim|—*4 =1 ist keine der Aussagen moglich.
n—» 0 an

c) Waurzelkriterium
Gilt z/ an‘ <g<l Vnz2n, mit 0 <g<1 oder limg/an‘ <1

n—0
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= Z:Zlan ist konvergent.

Gilt lim'(/ain‘ >1 = Z:zl a, 1st divergent.

n—>0

Im Fall lim4/la,| =1 ist keine der Aussagen moglich.

n—o

Beweis:
a) Sel S, :Z;ai, tn :Zn b. mit tnT)t

i=1 !
= firm>nz2ny, |s,—s,/=la,+a, +..+a,,
<b,+b, +..+b, =t -t <&
= |s,—s,|<& Vmmn>N, = (s,) ist Cauchy-konvergent

= (s,) ist konvergent.

Da b 20 = ¢ = Zin b, ist monoton wachsend.
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Ist Zzlbi divergent = (¢,) ist unbeschrinkt fiir n — oo.

n
Da a,2b = Sn=z.

i=n,

a, >t ist unbeschrankt fir n — o

= 2:21 a, 1st divergent.

b) Sei |a,,, /a,|<qg<1 Vn2n,
S R -a”‘l-...-anoﬂ <qg"™ fur n>n,
7y an—l an—2 ano
= <an0 "=Kqg" fir n>n. Da Zw " konvergent fiir
a,|<—=rq"=Kq" fir n>n,. .4 verg

O0<g<l = Z:;l a, 1st (absolut) konvergent.

Ist lim

<1l = dge(0,1) mit

<g<l Vnzn,

an+l /an an+1 /an
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= Zil a, 1st (absolut) konvergent.

Ist lime

an+1/a ‘a +1/a

— ‘a ‘ Vn2=n, = a, keine Nullfolge

= anl a, 1st divergent.

c) Sei M£q<1 = ‘an‘ﬁq” Vnzn, Da Z:zlq” konvergent

= Z:zl a, 1st (absolut) kovergent.

Ist lim, . 4 an‘ <l = 3g<(0,1) mit g an‘ <g<l Vnzn,
— Z; a, 1st (absolut) kovergent.

Ist limHooM>l = Jr>1 mit MZ;/ Vn = n,

= ‘an‘>r” = a, keine Nullfolge = Z; a, 1st divergent.
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Anmerkung:

In allen Konvergenzfillen des obigen Satzes konvergiert sogar Z:;l a

nl e

Wenn Zf:l a Zc::l a,| ab-
solut konvergent. Es gilt
2:21 a, absolut konvergent = Z:zl a, konvergent.
Beispiel:
!
1) Zi konvergent, denn hm a,., i —limL:0<1.
o 1! noo (p4l)! oo ptl
2) 22— konvergent, denn lim#/|a, —hm n/2" = lim¥/n /2 1/2 <1.

n=1

3) Z— divergent, denn limy/|a, |=limy

n—® n—>x0

3" /n’ —11m3( ) =3>1.

n—0
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4) Zq 1— konvergent genau dann, wenn ‘q‘ <1, denn

n’q” —

q <1l = Zq” konvergent,

n=0

, also gilt

g >1 = Zq” divergent,

n=0

qg=1= q¢"»0 = Zq” divergent.

n=0

5) Z(—l)” divergent, denn (—1)" -» 0 (keine Nullfolge).

n=1

< | , | 1

6) Z—k konvergent fliir k=2, denn |—|<—< Vn>2 und da
— n n~ nn-1
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Z Z Z— ist konvergent fir & > 2.
= n(n D S+ l)n —n

(Z ! ist sogar fur £ > 1 konvergentj

n=1

Bei diesem Beispiel ist das Wurzel- und das Quotientenkriterium nicht
anwendbar, denn

n lk = ! - ———1 = Waurzelkriterium nicht anwendbar
" (¥)
und
k k
Do " :( & j — 1 = Quotientenkriterium
a, | (n+l) n+l " nicht anwendbar.
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Satz 6-3: (Folgerungen aus dem Majorantenkriterium)

Es sel Z:Il a, die zu untersuchende Reihe und ijl b, eine Vergleichsreihe

mit b, >0 firalle n € N,

a) Gilt lim
der Reihe Z b, die absolute Konvergenz der Reihe Z a

=1 n*

/ b =L mit 0 <L <o dann folgt aus der Konvergenz

b) Gilt lim, ,_ a,/b,=L mit0 <L <o dann folgt aus der Divergenz der
Reihe Z b, die Divergenz der Reihe Z a

n=l n°

Beweis:

a) L=0 = 0<|q,|/b,<1 Vnz2n, = la,|<b, Vn=n,
= Majorantenkriterium anwendbar.
O<L<ow = L/2<a,|/b,<3L/2 Yn=n, = (L/2)b,<|a,| < (3L/2)b,
Vn 2 n, = Majorantenkriterium anwendbar.
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b) O<L<w = L/2<a,/b,<3L/2 VNn=2n, = (L/2)b,<a, Vn=n,
= Majorantenkriterium fiir Divergenz anwendbar.
Fir L =00 erfolgt der Beweis analog zum Fall L =0 in a).

Beispiel:

2n* -3n+5 I &1
1) a = , b =—, » — konvergent
) 4, 6n* +5n+6 " n’ ,,Z::‘nz e
4 3 2 0 o
lim— =1lim 21 Z 3+ =l Z otk (R ist kovergent.
n—>o bn e 6n' +5n+6 3 “6n" +5n+6
2n* =3n+5 <N |
2) a = , —, — divergent
) 4, 4n’ +6 b, ,Z‘ n 8
3 2 ©
lim 22 = im 2n =3+ 5n Z 3n i ist divergent.

e h o onoe 4 46 =

n
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Aus den Konvergenzkriterien erhédlt man nicht den Wert der Reihe. Zur ap-
proximativen Berechnung des Reihenwertes bestimmt man den Wert der
Partialsumme s, = Z:O a, und ermittelt fiir den Fehler R, Z a, eine

n=ngy+

Abschitzung.

Fehlerabschitzung:

a) Gilt ‘anﬂ / an‘ <g <1 furalle n>n, so gilt die Fehlerabschiatzung
9

a —) a|<|a
21 Zl I-q
b) Gilt 4/la,|<g <1 firalle n>n, so gilt die Fehlerabschétzung

Za —Za Sq"‘)li.
n=1 -

ny

q
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Beweis:
a a, a, a, . . ‘an
a) |—|=|—-—2L.... 2 <qg"™ Vn>n, :‘an‘ﬁ—noq” Vn 2 n,
n an—l an—2 an '
0 0
o) o ‘ 0 ‘a ny+1
n q
= ZCI —Za < Z qn: nO 9 :‘ano —_—
0
n=ny+1 n=ny+1 q l_q l_q
n
b) ,"/an‘ﬁq Vn = n, :‘an‘ﬁq Vn = n,
00 Ny e} e} +1
So-Yals 3 lafs 3 oLl
n=1 n=1 n=ny+1 n=n 1 q 1 - q
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Beispiel:

1) s= ii'

n=0 n.

q a

<——— mit
nl 1—q

n+l

1 1
< =
n+l n,+1

,,On' a

n

furalle n>n,, da 1-¢g=1-1/(n,+1)=n,/(n,+1) also

g 1 S_"Zoi 1

— == = :
o n!l nyln,

<

l-qg n,

Fiir Fehler <10™ muss gelten 1/(n,!n,)<10™ = n, =11 und somit

1] 1 I 1 1
Z— +—+—+.+—+R,
o n! o 11 21 !

=2,7182818+ R, mit |R|<107".
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2) s=) ln : L1/ firalle n>1, da L—l
= n4 JZ 4 4 -q 3
N1
= |s— Z <|—=| =<107 = n, =13 und damit schlieBlich
4|7\ 4) 3

13

s=y — 1 +R, =0,2876821+R,, mit |R,|<10™".

= n4"

(s =—In(1-1/4) =-In(3/4) =In4-1n3)

Satz 6-4: (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen)

Es sei » ~ (-1)"a,, a,>0 fir alle n € N,. Eine solche Reihe heifit al-
ternierende Reihe. Ist (a,),., eine monoton fallende Nullfolge, dann gilt
Zn ,(=1"a, istkonvergent und fiir den Grenzwert s = ZZO (-D"a, gilt
die Fehlerabschatzung ‘ (— D'a |<a,
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Beweis:

s = Zj:o (-D"a, =a,—a,+a,—...+(-1)"a,, also ist

Son =@y —a))+(a,—a;)+...+(a,, —a,,,,) 20 und

Sones = Sonst T (a0 = 8503) 2 55, VREN, ((an) monoton fallend)

= (s,,,,) 1st monoton wachsend,
=a,—(a,—a,)—(a;—a,)—...—(a,,, —a,,) < a, und

Sz =S5 — (A3, —5,:2) <8, VneN; ((a,) monoton fallend)

= (s,,) ist monoton fallend.

Da 0<s, . .,=5,, -0, <5, <a, VneN|,

= (s,,) und (s,,,,) sind auch beschrénkt.

Aus der Monotonie und Beschranktheit folgt die Konvergenz und

ds,teR mit im s, =s, im s, =t

n—0
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Also gilt ‘s - t‘ < ‘S -5,

+‘S2n _S2n+1‘+‘S2n+l _t‘mﬁo, denn

S3y = Sap = dyp ——=—>0 ((a,) Nullfolge) = s=t.

n
Da 0<s, ., <s<s, <a, VneN,

= 0=, =858, =8, =y, UNd 0<5—5, 1 <85 =8, =y,
= ‘Szn —S‘ <a,, und ‘S —SZHH‘ <a, ., VneN,

VneN,.

Beispiel:

(— 1)”+1 (-1)” 1 1 1 .
1 =]—-—+———+... ist konvergent, denn
) Z Z n+1 2 3 4 -

a, = T ist eine monoton fallende Nullfolge.
n+
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Ist s der Reithenwert, dann gilt fir n, € N

g

Son+l| n+2

Die Reihe Zil (- / n ist konvergent, aber nicht absolut konvergent,
da die Reihe Z:OZI 1/n divergent ist.

= (—1)" 1 1 1 . .
2) Z( ) =1-1+—-—+——... 1st konvergent, denn a, :i 1st eine
— n! 2! 31 4] n!
monoton fallende Nullfolge. Fiir den Reihenwert s gilt
—Z(_D <L 210" 5 p=11
o n! (n, +1)!

und somit

11 n
(—1) . _
S:ZO py + R, =0,3678794+ R, mit |R,|<10™ (s=1/e).
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6.1.4 Eigenschaften absolut konvergenter Reihen

Anordnung einer Reihe
Die Reihe

S ) n=1-1/241/3-1/4+...

ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Die Reihe ldsst sich nicht an-
ders anordnen, denn z.B.

(1+1/3+1/5+1/7+..)—-(1/2+1/4+1/6+1/8...)

ist divergent, da beide Klammerausdriicke divergent sind.

Satz 6-5: (Umordnungssatz)
Ist eine Reihe Zw

n=

.4, absolut konvergent mit dem Reihenwert s, dann kon-
vergiert jede aus Zf:o a, durch Umordnung der Glieder entstehende Reihe

ebenfalls gegen s.
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Multiplikation von absolut konvergenten Reihen
Es seien 210 a, und Z::o b, zwel absolut konvergente Reihen, dann gilt
fur das Produkt

(};ﬂ%XE;ﬂ@}4%+%+%+%+“x%+a+@+@+“)
= a,b, +a,b,+a,b, +ab, +...
+a,b, +ab, +ab, +ab, +...
+a,b, +a,b, +a,b, + a,b, +...
+a,b, +a,b, +a.b, + a,b, +...
+...

=a,b, + (a,b, +ab,) +(a,b, +ab, +a,b,)
+(a,b, +a,b, +a,b, +ab)) +...

0 n 0 n
— anO(ZkZO akbn—k) — ano Cn’ cn — Zk:() akbn—k'
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Cauchy-Produkt

Satz 6-6:
Es seien Z::O a, und Z::obn zwel absolut konvergente Reihen. Dann ist

auch das Cauchy-Produkt Z:;O c, mit ¢, = ZZZO a,b,_, absolut konvergent.

Beispiel:

1)Z%=Z%p2%
n=0 . n=0

n=0

Zy— mit x,yeR
n=0 n'

Beide Reihen sind absolut konvergent, denn
n+l x”+1n! — ‘x‘

a | |n+Dx"| n+1 "

n

a

>0<1.
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Also gilt

n n k n—k
0 x_ 0 Y B 0 n x_ y B 0 i n n—' P
(Z}mj@mj Z; kok!(n—k)!] Z;(nv -t 7 j
— N i o[ 7 k_n—k | _ C (x+y)”
nzz(; n!ko(k]xy j ;;L n! )

definiert werden. Wir haben mit Hilfe des Cauchy-Produktes somit
e‘e’ =e™ fir x,yeR
gezeigt.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus
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2) Zx

Also gllt

— falls ‘x‘<1 (absolute Konvergenz, geometrische Reihe)

und damit

i(n +1)x" =

— falls |x|<1

hieraus folgt wiederum

i nx" = Z (n+1)x"" = xz (n+1Dx" =

falls ‘x‘ <1.
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6.2 Potenzreihen

6.2.1 Einfithrung

Definition 6-2:
Essei (a,) ., eine Folgein R und x, € R ein Entwicklungspunkt. Die un-
endliche Reihe

=2 a,(r-x)’

heifit Potenzreihe um x,. Fiir alle x € R, fiir die diese Reihe konvergiert, ist
damit die Funktion f(x) definiert mit
D(f)= {x eR: Zan (x—x,)" konvergent}
n=0

und

f: D(f)—> R bzw. x — Rethenwert Zan(x—xo)”.

n=0
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In Anwendungen ist oftmals x,= 0, also

@)=Y ax

falls konvergent.

Beispiel:
1) ix" =L falls ‘x‘<1.

n=0 1-x
2) Z z ist fur alle x € R konvergent, also ist f mit f(x)= Z 2'
n=0 f¢- n=0 It

eine auf ganz R definierte Funktion ( f(x)=¢€" )
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6.2.2 Eigenschaften von Potenzreihen

Zu jeder Potenzreihe gibt es ein Intervall um x,, so dass die Potenzreihe fiir
alle x aus dem Inneren des Intervalls konvergiert und fiir alle x auBlerhalb
dieses Intervalls divergiert. An den Intervallgrenzen kann Konvergenz oder
Divergenz vorliegen.

Divergenz Y Konvergenz YDivergenZ

I
X0

Konvergenz
oder
Divergenz
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Satz 6-7.
Es sei Z::o a,(x—x,)" eine Potenzreithe um x, Dann existiert eindeutig ein

r mit 0 <r < oo, so dass gilt fiir alle x € R mit
lx — x,| < r konvergiert die Reihe absolut bzw.
|x — x,| > r divergiert die Reihe.
Im Fall
r =0 konvergiert die Reihe nur fiir x =x, bzw.
r = konvergiert die Reihe fiir alle x € R absolut.

r heillt Konvergenzradius der Potenzreihe.

Beweis:
Nur fuir den in Anwendungen héiufigen Fall, dass lim,
0 <K <oo existiert.

=K mit

an+1 /an
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Anwenden des Quotientenkriteriums liefert

n+l

an+1 ('x B xO)

a,(x—x,)"

n+l

a
= ‘x—xo‘—>K‘x—x0‘
n—o

a

n

Falls K |x—-x, <1 = Konvergenz
K |x—x,>1 = Divergenz
K |x —xy))=1 = es kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen.

Demzufolge gilt
I/K fir 0<K <o0

r=+0 fiir K =00
00 fir K=0
und damit |x — x,| <7 = Konvergenz
|x — x| > = Divergenz
|x —x,| =r = es kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen.
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Beispiel°

1) Zx \/7 \/7 ‘x‘ ‘x‘<1 = Konvergenzradius r =1

) n n+l !
2) Zx ; B M —> 0<1 = Konvergenzradius 7» =0
—n! |(n+D!X"| n+l "
[} _1 n+l _1 n+l
3 SOV gy, D <
purs (n+DH(x-1)"| n+l "

= r=1 = konvergent fir [x-1|<1,dh. O0<x<?2
= divergent fir |[x—1|>1,d.h. x<0, x>2

00 n+l 00
fiir x=0 = Z( D (— 1)"=—Z:l divergent
n=1 n=1 n

o n+1

2=y 5

n=1

konvergent (Leibniz-Kriterium)
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6.2.3 Rechenregeln fiur Potenzreihen

Satz 6-8:
Sind Z::O a,(x—x,)" und Z ::O b, (x—x,)" zwel Potenzreihen mit den Kon-

vergenzradien r, und r,, dann gilt

0

2) Ya r-x) + b c-x,) =Y (@, +b,)x-x,)

n=0
fur ‘x—x0‘<m1n{ra,rb},

b) cZan(x—xo)” =ann(x—xo)”, ceR
n=0 n=0

flr ‘x—xo‘ <r,

c) (ian(x_xo)nj(ibn(x_xo)nj:i( n akbnkj(x_xo)n

n=0 n=0

fur ‘x—xo‘ <min{r,,7,}.
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Beweis:
a) und b) folgen aus Punkt b) des Satzes 6-1.

c) Potenzreihen sind im Inneren thres Konvergenzintervalls absolut konver-
gent, vgl. Satz 6-7. Also folgt mit dem Cauchy-Produkt

(ian (x—xo)"j(ibn(x—xo)"] Zn:ak (x—xo)kbnk(x—xo)"kj
Zn: ab, j(x —X)"

e 1D

S
Il
S

die Behauptung aus Satz 6-6.

Anmerkung:

Fiir die Konvergenzradien der Potenzreihen ijo (a,+b,)(x—x,)" und
> (ZZIO ab, . )(x—xo)" aus Satz 6-8 a) und ¢) gilt »>min{r,,7}.

n=0
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6.3 Gleichmallige Konvergenz

6.3.1 Funktionenfolgen

Definition 6-3:
Essei (f,),.y eine Funktionenfolge (f,):/ c R — R und f eine Funktion

f:I—->R
a) Die Funktionenfolge (f,) heilit punktweise konvergent auf [ gegen f

genau dann, wenn flr jedes x € [ gilt
lim /,(x) = £ (x).

b) Die Funktionenfolge (f,) heilit gleichmiBig konvergent auf 7 gegen f
genau dann, wenn flir jedes beliebig kleine &> 0 und fiir alle x € I ein
gemeinsames N_> 0 existiert, so dass gilt

n>N, = fn(x)—f(x)‘<g fiiralle xe 1.
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Beispiel:
) f:[0,1]] >R mit f (x)=x"

a) Punktweise Konvergenz
Sei xe[0,1) = f,(x)=x"——>0, da |x|<1.
Sei x=1 = f,(1)=1"———1, also konvergiert (f,) punktwei-
se auf [0,1] gegen die Grenzfunktion

) 0 fir 0<x<l1
x =
1 fir x=1

b) Gleichmiflige Konvergenz

Keine gleichméBige Konvergenz auf [0,1], denn
sup ‘fn(x)—f(x)‘zle)O flir n >
]

x€[0,1
aber gleichméBige Konvergenz auf [0,q] mit 0 < g < 1, denn
sup fn(x)—f(x)‘ = sup ‘x” —O‘ =q"———0.

x€[0,g] x€[0,9]
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2) £.:[0,]] >R mit f (x)=x"/n
(f,) konvergiert gleichmaBig auf [0,1] gegen f :[0,1] > R mit
f(x)=0 firalle xe[0,1], denn

sup —sup‘ "In— O‘—sup‘ /n‘<1/n—>0
x€[0,1] x€[0,1] xe[0,1]

GleichméBige Konvergenz besagt, dass fiir ein beliebig kleines £>0 ein N,
existiert, so dass alle f, mit n > N, in einem "g-Schlauch" um die Grenz-
funktion f liegen miissen.

—— —

¢-Schlauch [ A

gleichmiBig nicht gleichméafig
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Satz 6-9:
(f,) konvergiert gleichmaBig auf 7 gegen f = (f,) konvergiert punktweise
auf I gegen f. (Umkehrung gilt nicht!)

Beweis:

—)03 —)O ‘v’xe]

xel

unktwelse Konvergenz
glelchmaﬁlge Konvergenz P g

Satz 6-10:
Sind alle Funktionen f, aufdem Intervall I stetig und konvergiert die Folge
(f,) auf I gleichmiaflig gegen f, dann ist auch f stetig auf /. Also gilt fiir
alle x, € 1

lim f(x)=lim hm f (x)= hm hm f.(x)= hm f (x,) = f(x,).

X%XO x—)xO

(Grenzwerte diirfen vertauscht werden)
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Beweis:

Wegen der gleichméafigen Konvergenz gibt es flir beliebiges £> 0 ein N,
mit |f (x)—f (x)‘ <¢ furalle x € I und n > N, Damit erhilt man fiir
beliebige x, x, € I die Abschitzung

)= )| =)= £,()+ £,(0) = [, (x0) + £,(x0) = £ (x%,)|
<|F )= £, G|+ £, =, ()| 115, (o) = S ()
<[/, (x) = £, (x| + 2e.

Da f, stetig folgt fir x = x, auch f(x) = f(x)).

Satz 6-11:
Konvergiert die Folge stetiger Funktionen (f,) auf dem Intervall / gleich-
mifig gegen f:I — R, dann gilt fiir alle a,b € R

lim j” £ (x)dx = jb lim £, (x) dx = j” f(x)dx.

n—>0
(Grenzwert und Integration diirfen vertauscht werden)
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Beweis:

I rwds-[ s

b
<
a

< max
x€la,b]

[, ()= f ()| dx
[, = f)|(b=a)—50

Satz 6-12:

Sind die Funktionen f, : / > R fiiralle n € N, stetig differenzierbar auf /
und konvergiert die Folge (f,) punktweise und die Folge der Ableitungen
(f)) gleichméBig auf 7, dann ist die Grenzfunktion

fx)=lim £,(x)
differenzierbar auf / und es gilt

£1(0) = (lim £, (x))’ = lim £/(x).
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Beweis:

Aus der gleichméBigen Konvergenz (f) folgt die Stetigkeit der Grenzfunk-
tion g(x)=1im___ f'(x).Die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integra-
tion, vgl. Satz 6-11, und der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung liefern fiir a,x € 1

[ g@di=["tim /0y de =tim [ £ty

=lim(/, ()~ f, (@) = f(x) - f(@).

Wegen der Stetigkeit von g(x) ist j xg(t) dt mnach x differenzierbar und

es gilt
g(x) =lim £/(x) = (lim £,(x))' = /'(x).
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Beispiel:

sinnx ., COS 11X
1) fn(x)ZT, f(x) = . — >»0=g(x) VxeR

sin nx .
S, (x)=— >0 punktweise Konvergenz
n n—>0
COS nx
Ssup — g(X) <— 7} 0
xeR n

= f,(x) ——=— g(x) gleichmifig konvergent

also gilt fiir alle x € R

i(lim smnxj:hmi(smnszhm COS nx 0

dx \ n>o 2 o e\ n? o p
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sinn’x n’cosn’x ;.
, f!(x)=———=ncosn’x divergent
n

2) f,(x)=

und es g11t
d (.. sinn’x . d (sinn’x
—| Iim # lim ,
dx\ > n n—o dlx n

da
d ( . sinn’x
lim

dx

n—»o n

] d 0=0 konvergent
dx

und

.2
. d|[sinn“x . 5 4.
lim =limncosn”x divergent.
n—o dx n n—>00
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6.3.2 Funktionenreihen
Definition 6-4:
Eine Funktionenreihe Z:;O f. der Funktionen f, : / - R heif3t punktweise

bzw. gleichmiflig konvergent auf /, wenn die Folge der Partialsummen

s, = ZZZO /. punktweise bzw. gleichmiBig auf / gegen eine Grenzfunktion
s: I — R konvergiert, d.h.

)= £, ).
Beispiel:
£ :(-LD) >R mit f,(x)=x"

5,00=Y /i) =2 =

n+l
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a) punktweise Konvergenz

1_ n+l 1
s (x)= al —> =5(x)
l-x "7 1-x

: : : 1
= (s,) konvergiert punktweise auf (—1,1) gegen s mit s(x) :1—.
—X

b) gleichmaBige Konvergenz
1_ 1_1 n+1
S CRE R A R e
n n

1-(1-1/n)  1-(1-1/n)
n+l n+l
:l’l(l—lj - O, da (l—lj T)e_lzl

n n e

sup |s,(x)— s(x)‘ >

xe(-1,1)

= keine gleichmiflige Konvergenz auf (—1,1), aber gleichmaBige Kon-
vergenz auf [—q,q] firalle g € (0,1) fest, denn
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1 . xn+l 1
sup |s, (x)— S(X)‘ = sup —
xe[-¢.q] xel-q.q1) 1—X 1-x

n+l n+l

X

ZXtES[];qu,)q]‘l—x‘ a 1—q

da ‘l—x‘:l—xZI—q Vxel[—-q,q].

Satz 6-13:

(Majorantenkriterium fiir gleichmdfige Konvergenz von Funktionenreihen)
Es sei Z::O /. eine Reihe von Funktionen f, : / - R und Z;O b, eine
konvergente Reihe reeller Zahlen mit b, > 0. Gilt |f,|<b, firallek>n, e
N, und fiir alle x € 1

= Z::O /. konvergiert gleichmaBig auf /.
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Beweis:
Da ‘ fk(x)‘ <b, und Z::o b, konvergiert = ZZO /., (x) konvergiert punkt-

weise auf / (Majorantenkriterium fir unendliche Zahlenreihen).

Ist s(x) = Z;o /., (x) der Grenzwert fiir jedes x € /,d.h. s, (x) = ZZ:O I (%)
konvergiert punktweise auf / gegen s(x) und bezeichnet ¢, = Z:obk die

n-te Partialsumme der Reihe Z::o b,, dann gilt fiir m > n > n,

‘Sm (.X) _S” (X)‘ = ‘Z::nﬂﬁ‘(x)‘ S Z::nﬂ ﬁ‘(x)‘ S Z::nﬂbk - tm _t”°

Da ‘tm —tn‘ <¢ furalle m,n> N, gilt ‘Sm (x)—s, (x)‘ <¢ furalle m,n> N,

und alle x € I. Aus s, (x) ———> s(x) und der Stetigkeit der Betragsfunk-
tion folgt ‘s(x) -, (x)‘ <¢ furalle n> N, und alle x € L.
= (s,) konvergiert gleichmaBig auf / gegen s.
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Beispiel:
1) Zsmkx konvergiert gleichmiflig auf R, denn

2
k=1

sinkx‘ 1
k* =

e VxeR, VkeN und D " 1/k* ist konvergent.

_ 1\
2) Zk(z i)xz konvergiert gleichmaBig auf R, denn
k=1

<— VxeR, VkeN und )~ 1/k* ist konvergent.

<

3) f(x)= Zlo a,(x—x,)" sei eine Potenzreihe um x, mit dem Konver-

genzradius 7 >0, dann konvergiert die Potenzreihe gleichmafig auf
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jedem Intervall 7 ={xeR: |x—xO|Sq} mit 0 <g <r, denn

‘ak(x—xo)k‘ﬁ‘aqu‘ Vx mit |x—x0|Sq, VkeN, und

i‘ak(]k‘ ist konvergent, da
k=0

Zaqu absolut konvergent fiir 0 <g <r.
k=0

Satz 6-14:
Eine Potenzreihe Z::o a,(x—x,)" konvergiert gleichmiBig auf jedem ab-

geschlossenen Teilintervall des Konvergenzintervalls

I={xeR: ‘x—x0‘<r}.
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Satz 6-15:

Sind alle Funktionen f, : / - R einer unendlichen Funktionenreihe Z;:o I
stetig auf / und konvergiert die Funktionenreihe ZZO f, gleichmiBig auf 7
= f= Zf:o f, 1ststetigauf 7 und es gilt Vx, e [

lim £(x) = lim Y £,(x) = Y lim £,(x) =" £,.(5) = / (x,)

o X=X, =0 k=0 X—>Xo k=0

(Grenzwert und unendliche Summe diirfen vertauscht werden)

Beweis:

Die Partialsummen s, = ZZZO /. sindstetig auf / (endliche Summe stetiger
Funktionen) und s, konvergiert gleichméfig auf 7 gegen s= Z::o /. also
ist s= Z::ofk wegen des Satzes 6-10 stetig auf 1.
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Satz 6-16:
Eine Potenzreithe f(x)= Z::o a,(x—x,)" mit dem Konvergenzradius 7> 0

ist stetig auf threm Konvergenzintervall

I={xeR: ‘x—x0‘<r}.

Beweis:

Essei xel={xeR: ‘x—xo‘ <r}, dann existiert ein ¢ mit 0 < g <7 und
xel, ={xeR: ‘x—xo‘ <g}. Auf 1, gilt wegen Satz 6-14 gleichmiBige
Konvergenz, f,(x) = a,(x—x,)" ist stetig auf I, firalle k e Ny = die
Grenzfunktion f(x)= Z::o a,(x—x,)" ist stetigin x. Da x € I beliebig
= f 1ist stetig auf 1.
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Beispiel:
) fx)=) x"=
k=0

! ist stetig auf (—1,1).
—X

0

2) f(x)—ZSlzzkx ist stetig auf R.
k=1

ist stetig auf R.

4) sinx, cosx, e sind stetig auf R, da ihre Potenzreihen alle den Kon-
vergenzradius 7 = oo besitzen.
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Satz 6-17:
Konvergiert die Reihe Z::o f, stetiger Funktionen f, auf / gleichmiBig
gegen f:1— R, dann gilt fir alle a,b € 1

J.f(x)dx=J.Eifk(x)jdx:ifﬁ{(x)dx.

(Summation und Integration diirfen vertauscht werden, d.h. gleichmilBig
konvergente Funktionenreihen darf man gliedweise integrieren)

Beweis:

Die Behauptung folgt sofort aus dem entsprechenden Satz fiir Funktionen-
folgen mit Hilfe der Partialsummenfolge.
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Da eine Potenzreihe auf jedem abgeschlossenen Teilintervall ihres Konver-
genzintervalls /={xeR: ‘x—xo‘ <r} gleichmiBig konvergiert, darf die
Potenzreihe auf / gliedweise integriert werden und es gilt

.[(Zak(x x)}dx Zak_c[(x x, )" dx = Zak(xkjol)kﬂa

k=0 k=0

Beispiel:
D) (In(1-x)) =_—1:—Zxk, x| <1

1-x k=0
o0 L © xk+l o0 xk
= In(l-x)=- x'dx =— =—>» —+C.
kZ::;J. o k+1 Z‘ k

Fir x=0 folgt
00 k
In1=0=0+C = C=0 = ln(l—x):—Z%,

k=1

x‘<1.
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1 e 0] 0
2) (arctan x) = ¥ = DFx**, x| <1
) ( )1+x21(x2) kz(;( ) ;() |
= arctan x = Z( 1) I x> dx Z( D' x4
2k+1
Fir x=0 folgt
arctan0=0=0+C = C=0 = arctanx = Z(k)l x| <1.
+
© k 2k
3) e Z , xeR
F(x jﬁ zi 2k i (_l)k x2k+1’ XER
) o ) i k!\2k +1)
ist Stammfunktion von f(x)=e" ©
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Satz 6-18:

Sind alle Funktionen f, auf I stetig differenzierbar, konvergiert die Reihe
Z::o f,(x) auf I punktweise gegen f(x) und konvergiert die Reihe der
Ableitungen » " f/(x) auf I gleichmiBig dannist f(x)=) ~ f,(x) dif-

ferenzierbar auf / und es gilt

! d - - !
7= S| -3 00
dx \ 1= k=0
(Differentiation und Summation diirfen vertauscht werden)
Beweis:

Die Behauptung folgt sofort aus dem entsprechenden Satz fiir Funktionen-
folgen mit Hilfe der Partialsummenfolge.
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Eine Potenzreihe f(x) :Z::o a,(x—x,)" mit dem Konvergenzradius 7> 0

konvergiert auf /= {xeR: ‘x—xo‘ <r}.

Die Reihe der Ableitungen Z;kak (x—x,)"" ist wieder eine Potenzreihe
mit dem gleichen Konvergenzradius r, denn mit dem Quotientenkriterium

folgt fiir die Potenzreihe

k+1
ak+1(x_'x0) i

3
a, (x—x,)

ak+1
a

x—x,|——>K|lx—x,|<] = r=i
0 k—o0 0 K

und fiir die Reihe der Ableitungen

k
k+1a, (x—x,) k+1|a 1
( Aol 0= Ly — x| ——— K |x—x,| <1 = r=—.
ka, (x—x,)"" k |a o K
k 0 k
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Da eine Potenzreihe nach Satz 6-14 auf jedem abgeschlossenen Teilintervall
thres Konvergenzintervalls [ ={xeR: ‘x—xo‘ <r} gleichmiflig konver-
giert, 1st die Reihe der Ableitungen gleichmafig konvergent auf jedem abge-
schlossenen Teilintervall von 1.

Also gilt der folgende Satz fiir Potenzreihen.

Satz 6-19:
Eine Potenzreithe f(x) :Z::O a,(x—x,)" ist in ihrem Konvergenzintervall

I={xeR: ‘x — xo‘ <r} stetig differenzierbar mit

f(x)= %(iak(x_xo)kj = ikak(x—xo)k_l

und gleichem Konvergenzradius 7.
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Beispiel:
1

1) f(X)=gx" -—,

x‘<1

x‘<1

/ C k-1 C k 1
= f(x):kzzllkx =kz:(;(k+1)x =0

= Ookxkz al ,
; (1-x)*

Analog kann man durch mehrmalige Differentiation geschlossene Aus-
driicke fiir Z:zlkmxk fir |x| <1 und m e N erhalten.

x‘<1
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3) Ginxy _di[ (21])c+1)' ]
(-

= (=D Rk +Dx* & (=D x*
; (2k+1)! kz (2k)!

(Cosx)’: ( k ij ) 2kx2k—l
( o

dx \ 1= (2k)'

k+1 2k+1 ( 1)k 2k+1

=—sinx

(-1
Z;‘ Qk+1)! & (2k+1)!

— sinx und cosx sind stetig differenzierbar auf R

mit (sinx) =cosx und (cosx) =-sinx VxeR.
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sin x
4) f(x)=9 x
1 fir x=0

fur x =0

Potenzreihe von f ;

_l c (2 o (= 1)k 2% oo
709 xzo(zk o &kt ™S
(1) 2k 2k g 4 5

fi= Z(Zk e TR TR

— £(0)=0

e o (D) 2k 2k -1) zk-z__g 12 2o
f(x)_kzz; Qk+n! 315

= f"(0)=-2/3!<0 = relatives Maximum in x=0
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6.4 Taylor-Entwicklung

6.4.1 Taylor-Formel

Satz 6-20: (Taylor-Formel, Taylor-Polynom)
Essei f: [a,b] > R (n+1)-mal differenzierbar auf (a,b) und x, € (a,b).
Dann ldsst sich f* durch das Taylor-Polynom 7, ~vom Grad <» und das
Restglied R, gemil
J) =T, (x)+R,, (%)
mit
k n+1
7, 0=3 L ) und R 0= L O (e
k=0 (n+1)!
darstellen, wobei
E=x,+0(x—-x,), 0<o<l1

zwischen x, und x liegt.
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Beweis:
n=0: = Mittelwertsatz
n>0: Essel t € [a,b] und x #x, fest,

(k)
g(t)= f()~T,,(x) = £(x) Zf © (-t

= g(x) =0, g(xo)=f(X)—T LX) =R, . (x),

n_ g(k+l) (k)
=3 L0 (e 5 IO

o k! = (k=1)!
f(k+1)( ) f(k+1)( )
Z (x—1) +Z (x—1)
k=0
, A (”“)( )
= g(t)=- (x—1)".
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Sei G(t) = g(f)—g(xo)Kxx__; j , (x# X))

= G(x,)=0, G(x)=g(x)=0.

Da G auf [a,b] differenzierbar und damit auch stetig, folgt aus dem
Satz von Rolle

3¢ e (a,b) mit G'(&)=0

G'(&) = /(&) + gy LD =) _

( xo)n+1
. n (n+1)
= g0 W) o= LB gy
(x—x,) n!
_ AR nil
= g(x) =R, (x)= m(x—xo) -
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Beispiel:
=1: T, (x)=f(x)+ /" (x)(x—x,)
Tangente in (x,, f(x,)), f wird durch 7, linearisiert.

L= f )+ S ) )+ L 20) (x—

Parabel durch den Punkt (xo, f (xo)) , an der Stelle x, gleiche 1-te
und 2-te Ableitung wie f.

n b | 1 " - "
R, .| "klein", also T, ~eine "gute Anndherung

an f und somit f(x)~7, (x) fur [x—xy <e¢& denn fir

R, ()< ARRIE)

In der Ndhe von x, ist

x—x|<e =

( + 1)' xe[a b]
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Beispiel:
) f(x)=e" = fP(x)=¢" firalle keN,,
sei x,=0 = fP(0)=¢’=1 fiiralle keN,.

n k &

f(k)() N x e ntl
kz;‘ X AR ()= kz;‘k!+(n+l)!x

§:O+5(x—0)=5x mit 0<o <1

Fir x € [0,1] gilt folglich

X n+l
Ty — da ox €[0,1
e =2l Re @)= (H), S 1)' &=oxel0,]]
nxk
= maxl|e — Y —|=
won]|© kzk ma| R, ()] < (+1)v
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x€[0,1] oo x€[0,1]
1 1
zB. x=1 e—(1+1+2—+§+ + j‘ ‘6—2 7182531 <0,000075
2) f(x) =e™ = f(0)=e | 1
f'(x) =—sinxe™ = f(0)=0 2 [\
1) = (~cosx+sin*N)e™ = ['(O)=—¢ o 1O } \ Ty o (x)
£"(x) = (sin x + 3sin x cos x —sin’x)e**" A / I Y\ ot
) . 0s S AN
=sin x(1+3cosx —sin“x)e™" I \
= sin x(cos’x + 3 cos x)e™ |
: 1 .
= sin x cos x(cos x + 3)e*”" = 5 sin(2x)(cos x + 3)e**"
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= T,,(x)= f(0)+ /'(0) x + / "2(0) =e-Sy

und fiir |x| < 7/8 die Restgliedabschitzung

max |e™" (e——xzj‘ = maX‘RZO(x)‘
‘x‘ﬁ% <%
1|1 T ’ e (Y
<— —sm(—j(l+3)e (—j < —(—j <0,04
3! 4 3W2\8
Allgemein gilt:
-T = R
){g%\f () =T, (x) max R, ., ()
< ‘ 4 ()| max | — x|
(n 4+ 1) | xe[a b] xe€la,b]
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6.4.2 Taylor-Reihe

Satz 6-21: (Taylor-Reihe)

Essei f: [a,b] > R beliebig oft differenzierbar auf (a,b) und x, € (a,b).
Gilt jetzt fir das Restglied R, |

ilgloR (x)=0,
dann heif3t
=3 L gy
Taylor-Reithe von f um x,, dfch(.) f lasst sich um x, in eine Potenzreihe
entwickeln.
Beweis:

Die Partialsummen der Taylor-Reihe sind die Taylor-Polynome 7, (x). Da
JS)=T,, (x)+R,, (x) und imR, (x)=0 = lim7, (x)=f(x).
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Beispiel:

5

X
1 =e x| < >
) SD=e R0 = TSR
X, >
it ko€ fallsx_O,
1 : fallsx<O0
da Zx— konvergiert = a >0 = ex:Zx— VxeR
“~ n! n! "7 — n!
2) f(x):ln(l—x) x,=0
’ _ " 1 (k) (k 1)
fx)=—"=, f'(x)= TR )= (1)
(k) 1) Y
N <0>:_u:_u:_1, )0
k! k! k-(k—1)! k
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n+l

X
— (0 fiur |x|<1 (ohne Beweis
= In(l-x) = —Z%, x\ <1, zudem gilt
= 0 00 1)k+1 k
In(1+x) = :Z , x| <.
k=1 k=1

3) f(x)=1+x), aeR fest, x>-1, x,=0

f'(x)=al+ x)‘)“1

f'(x)=a(a-1)(1+x)*?

P =a(a=1)-(a—k+D)1+x)"",

da a) ala-)(a-2)--(a-k+1)

k k!
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f(k)(x) [aj(l_'_ )a . f(k)(()) :[0[]

k k! k
Rn,O (X)‘ = (n

= (1+x)”

" ——— 0 flir ‘x‘ <1 (ohne Beweis)

+ R

J(Hé)“’”

e

© (1/2
z.B.: \/1+x=2(/ jxk=1+%x—éx2+ix3—... ‘x‘<1
k=0

k 16

x‘<1

! —i _1/2]x2k =1—lx2+§x4—ix6+... ‘x‘<1

J+x &Sk 27 T8 16
12 (=1 1.3-5.. -(2k—
donn / _( 1k) 1.3-5-...-(2k-1)
k 2 k!
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Zusammenhang zwischen Tavlor-Reihe und Potenzreihe

Sei f(x)= Z::() a,(x—x,)" mit Konvergenzradius 7 > 0, dann ist f als
Potenzreihe im Konvergenzintervall / ={xeR: ‘x - xo‘ <r} differenzierbar
mit f'(x) = Z; ka,(x—x,)" und dem gleichen Konvergenzradius r. f'
ist also wieder eine Potenzreihe mit dem gleichen Konvergenzintervall 1,
also auch auf [/ differenzierbar mit f"(x) = Z; k(k-1a,(x—x,)? und
dem gleichen Konvergenzradius r. Also folgt allgemein:

feC”(I),dh. f istbeliebig oft differenzierbar auf /7, mit

f(”)(x):ik(k—])---(k_n+1)ak(x_x0)k—n

- k! .
:Z ak(x—xo)"

(n+2)!

=nla,+(n+!a  (x—x,)+ a, ,(x—x,)" +--
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f(n)(xo)

(x_xo)n-

(n)
e ICE))
Die Taylor-Reithe um x, stimmt mit der urspriinglichen Potenzreihe iiberein.
Die Koeffizienten der Potenz- bzw. Taylor-Reihe sind also eindeutig be-
stimmt. Demzufolge kann man die Taylor-Reihe einer Funktion nicht nur
tiber ithre Ableitungen im Punkt x,, sondern oft auch durch bekannte Potenz-
reithen z.B. durch Substitution, Addition, Multiplikation, Division etc. bestim-
men.

Beisgiel:

*, |x| <1, einfache Substitution liefert

12 et DU SR

(x k=

<1.
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um x, =1 entwickeln,

1
2 X)=
) J(®) 2+3x
| 1 B 1 _l 1
2+43x  2+43(x-1D+3 5+3(x-1) 51+3(x-1)/5

zgi(_l)k(g j Z( 12+l3 (x—1)*
21

mit

<l = ‘x—l‘<§=l’.
3

3) f(x)=e" um x, =2 entwickeln,

X x—2+2 2 x-2

e =e =ee
0
(x— 2)
=’ xe
k=0 °
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4) f(x)=artanhx um x,=0 entwickeln, Addition von Potenzreihen liefert

artanhx—llnH—x
1—x
:%(ln(1+x)—ln(1—x))
© k+1 ©
L[y e xk+21xk}
218 k ok
o k+1
:lz( 1) +1xk
2k:1 k
:Z 1 x2k+1’ ‘<1
= 2k +1
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4

5) f(x)=——— um x, =0 entwickeln, Partialbruchzerlegung liefert
3+2x—x
4 B 4
342x—x  (1+x)(3-x)
1 1
= -
l+x 3—x
1 1 1
= + —-
I-(—x) 3 1-x/3
e
=Z(( 1" 3 j x*, | <.
k=0
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6) f(x)=e"" cosfx um x, =0 entwickeln,

2 By x| & Re (a+],8)
l;(aﬂkﬁ!')x} $ Rel(ar/pyj+

k=0

e“ cos Bx = Re{e(“”mx} = Re{
mit a+ jB=\a’+ B e, p=arg(a+ jB) und demzufolge
Re{(a+jB)}=Re{(a’ + F)7 e} = (a’ + )" coske gilt

(@ + )" coske "

e” cos fx = Z xeR.
k=0 k'
N T
z.B.: CZ:,BZI — ¢:arg(1+J):_
0 k/2
2 COS(kﬂ'/4) & xeR.

= e ' cosx = Z
=0
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7) f(x)= #)2 um x, =0 entwickeln,

(1-x
a) Multiplikation von Potenzreihen
1 1

. C I
(1-x)° 1 x 1—x Zx ,Z:(;x

k=0

=i ixlxk_l =i ixk :i(kJrl)xk,
k=0 \_[=0 =0 k=0

k=0

<1.

b) Differentiation von Potenzreihen

[E—
8

x‘<1,

5

Differenzieren auf beiden Seiten liefert

_ka“ Z(k+1)x

(I- x) k=1
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8) Division von Potenzreihen

2l
—b_Zk 0 kx ’
ZZ:Oakxk - ::obkxkz - Z Zb Cr-i x~.

pary
Koeffizientenvergleich ergibt

a, = byc,

a, =b,c, + b,

a, =b,c, + b, +b,c,

a, =b,c, +b,c, +b,c, + by,

Hieraus lassen sich ¢y, c,,c,,... sukzessive berechnen. Die Konvergenz
der resultierenden Potenzreihe muss gesondert untersucht werden.
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Exemplarisch wird nun f(x) = tanx = oY

COS X
Mit den Reihen
. ( l)k 2k+1 X3 XS X7
sin x = X——t———+
Z 2k +1)! 3151 7
( k 2k xZ x4 x6
COS X = = — -
kZ{ (2k)! 21 4| 6'

und dem Ansatz

SINX k
=) Gx

COSX i=y

ergibt sich durch Koeffizientenvergleich

um x,=0 entwickelt.
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0=1-c, = ¢, =0
1=1-¢,+0-¢, = ¢ =1
0=1-c,+0-¢c,—5-¢, = ¢, =0

—5=1¢;+0-¢c,—5-¢, +0-¢, = ¢, =1
O=1-c,+0-¢c;—5-¢,+0-¢, +4-¢, = ¢, =0
%zl-cs+O-c4—2%-c3+O-cz+%-cl+0-c0 = ¢, =2
0=1¢,+0-cs—5-¢c,+0-c;+4-¢,+0-¢c, =4 ¢, = ¢, =0

—%zl-q+O-cé—2%-05+O-c4+4i,-c3+O-cz—6%-cl+0-co = ¢, =3

die Reithenentwicklung
1 2 s 17
f()=tanx=x+—x+—x +—x +
3 15 315
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S Ubungen zur Hoheren Mathematik 2 / Kapitel 6
x Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Aufgabe 6-1: Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten folgender Reihen mit Hilfe des
Majorantenkriteriums.

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

C) i3 21

Aufgabe 6-2: Stellen Sie mit dem Quotienten- oder Wurzelkriterium die Konvergenz bzw.
Divergenz der folgenden Reihen fest.

7
a) ;3;1

2

b)i”

n=1 n/

Aufgabe 6-3: Weisen Sie mit dem Leibnizschen Konvergenzkriterium die Konvergenz der
folgenden alternierenden Reihen nach.




Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Ubungen zur Hoheren Mathematik 2 / Kapitel 6

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 6-5: Darf die Reihe

i sin(n*x)
n=1 n2

gliedweise integriert und gliedweise differenziert werden?

Aufgabe 6-6: Geben Sie flir die Funktionen
a) f(x)=x’e”

1—x?

1+x

b) f(x)=

2

die Potenzreihenentwicklungen um Null an.

Aufgabe 6-7: Entwickeln Sie folgende Funktionen nach Potenzen von (x —x,).

a) f(x)=+x, x,=2

b) f(x)=e", x,=3

Aufgabe 6-8: Berechnen Sie unter Verwendung von Potenzreihenentwicklungen die folgenden

bestimmten Integrale.
L 2
a) [edx
0

1
b) J-arctanx d

0 X
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