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7  Differentialrechnung fiir Funktionen
mehrerer Variabler

7.1 Einfiihrung

Im folgenden werden Funktionen f: D < R" — R betrachtet und deren Ei-

genschaften hinsichtlich Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Extremalstellen etc.
untersucht.

Geometrische Deutung:
n=1: f:DcR->R

C, = {@ xeD(f), = f<x>}

ist der Graph von £, d.h. Kurve im R’
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n=2: f:DcR*>R

S, =

: @ eD(f), z= f(x,))

N o< R

ist die durch f gegebene Punktmenge, d.h. Fliche im R’.

Beispiel:
obere Halbkugel:

f(xay)z \ll_xz_ 29

D(f):{(;): x2+y2S1}
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Darstellungshilfen:
1) Hohenlinien

H, = {(;j cf(x,y) = c} fir c¢=konstant e R

entspricht Kurve auf §, mit konstanter Hohe c.

Beispiel: (obere Halbkugel)

[ y)=yl-x"-y" =c

= 1-x"-y"=¢’

= x’+y° =1-¢’

— Hohenlinien sind um
(0,0)" mit dem Radius

/1_C2 gelegen. 08 06 04 02 0 02 04 06 08

X
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2) (x,y)-Koordinatenlinien
y =y, =konstant = z=f(x,y,) Kurve im R
x =x, =konstant = z=f(x,,y) Kurve im R’

3

Beispiel: (obere Halbkugel)

Yoo z=41=x" =y X,: z=All—x; -y
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3) Schnitt mit der (x,y)- oder (y,z)- oder (x,z)-Ebene,
zB. x=x, =@ z=f(x,y) Kurve in der (y,z)-Ebene

Beispiel: (obere Halbkugel)

[ y)=y1-x" =)
x=x, = z=4/1-x, =

= 3y’ +z° =1-x, = Halbkreise in (y,z) — Ebene

1

0.8

0.6

N

0.4

0.2
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4) (r,¢p)-Koordinatenlinien
X=rcose, y=rsing
r =7, =konstant = z = f(7, cos@,7,sinp) Kurveim R’
@ = @, = konstant = z = f(rcosg,,rsing,) Kurve im R’

Beispiel: (obere Halbkugel)

fx,p)=4/1-x* =)

2 2 2 2
:\/l—r2 coOs'@—r’sin“@

= \/1— 12 (cos’@+sin’p) =177

r=r, = z=,/1-r =Konstant

¢=¢, = z=+1-r" =Halbkreis in (z,7)-Ebene
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Beispiel:

Hochschule Bremen

f(x,y)=xp

. . o .
.
P .
.
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7-7

Hohenlinien

xy=c = y=c/x falls c#0
c=0 = x=0 (y-Achse) v y=0 (x-Achse)

Hochschule Bremen

4
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(x,y)-Koordinatenlinien (7. p)-Koordinatenlinien

Fiir n > 2 ist die Veranschaulichung von Funktionen nicht mehr so einfach
moglich.
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7.2 Eigenschaften des R”

X
R"=<3x=| : |: x,eR, i=12,...,n
X

n

ist mit den Operationen + und A-mal ein n-dimensionaler Vektorraum,
dh.x,y e R" und 1 e R gilt x+y, Ax € R".

Als Basis betrachtet man ublicherweise die Einheitsvektoren
e = (0,...,0,1,0,...,O)T

mit der 1 an der i-ten Stelle.

Die Vektoren e,,e,,...,e, sind linear unabhangig und fur x =(x,...,Xx, ) gilt

n
X:le.el..
=1
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Mit dem Skalarprodukt
XTy:inyia (x-))
i=1
wird der R” zum euklidschen Vektorraum.

Eigenschaften des Skalarprodukts
a) X x>0, x'x=0 < x=0,

b) (Ax")x=A(x"x),

c) (x+y)'z=x"z+y'z,

d) x'y=y'x.

Mit der Euklidischen Norm

[x[, =vx"x = /Z;:xf (entspricht der Linge des Vektors x)

wird der R” zum normierten Vektorraum.
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Figenschaften der Norm
a) XH , 20,

b) [x], =

tz =0 < x=0,
A~

C) x+yH2 < HXHZ +HyH2 Dreiecksungleichung.

2’

AulBerdem gilt die Schwarzsche Ungleichung
Xy| <[], vl

Der Abstand zwischen zwei Vektoren x und y € R" wird durch

el = S

gemessen. Hierdurch wird der R” zum metrischen Raum.
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Figenschaften der Metrik
a) |[x-y|, =0,

x—yH2 =0 © x=y,

b) |x-y 2 =Hy—x
oy -1, <k, +lz-1,

23

Die meisten Eigenschaften des R {iibertragen sich aufden R" fiir beliebiges
n, da wir auch im R”" den "Abstand" zwischen zwei Elementen messen kon-
nen.

Unterschiede zwischen R und R” ergeben sich dadurch, dass im R”
a) die Division fehlt,
b) keine Ordnungsrelation (<) vorhanden ist,

¢) die uneigentlichen Punkte —oo und oo nicht in Betracht gezogen werden.
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Definition 7-1:
Essei a=(ay,..,a,), b= (b,,...b) € R" mit —o<a,<b <o fiir i=1,2,
...,n. Dann heil3t

X
a) [a,b]=<x=| : |eR": a.<x <b i=12,...,n
X

ein abgeschlossenes Intervall des R”,
X
b) (a,b)=x=| : |eR": a,<x,<b i=12,...,n
X

n

ein offenes Intervall des R”.

Man erhilt fiir » =1 ein Intervall im bisherigen Sinn,
n =2 ein Rechteck und
n =3 einen Quader.
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Zu einem festen x, € R" und &> 0 heilit
U.(x,)= {x eR": HX—XOH2 < g}
g&-Umgebung von x,,.
Man erhilt fir »=1 ein Intervall um x,, d.h. (x, — &x, + &),
n =2 eine Kreisscheibe um x, mit Radius & und

n =23 eine Kugel um x, mit Radius ¢
Im R" werden e-Umgebungen allgemein Kugelumgebungen genannt.

Definition 7-2:

a) X, € M heilt innerer Punkt von M c R", wenn es eine £-Umgebung
U.(x,) gibtmit U_.(x,) = M. Die Menge der inneren Punkte von M heif3t
Inneres von M und wird mit M bezeichnet.

b) x, € M heifit Randpunkt von M < R”", wenn jede &-Umgebung von x,
sowohl Punkte enthélt, die zu M gehoren als auch Punkte, die nicht zu
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M gehoren. Die Menge aller Randpunkte von M heil3t Rand von M und
wird mit oM bezeichnet.

c¢) Die Menge M =M U 6M heiBt abgeschlossene Hiille von M.

Definition 7-3:
a) Eine Menge M — R" heilit offen, wenn alle Punkte von M innere Punkte

sind.

b) Eine Menge M < R" heiflit abgeschlossen, wenn ihr Rand oM zu M
gehort.

c) Eine Menge M — R”" heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante K > 0
gibt mit |x|,, < K fiir alle x € M.

d) Eine Menge M c R" heilit kompakt, wenn M abgeschlossen und be-
schrankt ist.
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7.3 Folgen im R”

Definition 7-4:
Es sei (X,),.y eine Folge im R" mit

X1k

: T
X, =10 = (XX, )
xn,k

a € R" heilit Grenzwert der Folge (x,) genau dann, wenn

lim||x, —a|, =0.
k—o0 k 2

In diesem Fall heiB3t die Folge (x,) konvergent gegen a.

Satz 7-1:
Fiir Folgen (x,),.y im R" gilt

limx, =a < limx,, =q, fir i=12,...,n.

k— k—o©
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Beweis:

"=" Fir a=(a,..,a,)" gilt |a;] < |al|,, also folgt |x;, —a;| < |x,—al, < ¢
Vk>N,und i=1,2,..,n falls lim_, x,=a und somit lim,_ , x;,
=aq, fur i=1,2,...,n.

' fxal, =X ma) < falls frma) </ fir i 12

demzufolge gilt lim,_, x,=a falls lim,_  x;,=q;, fur i=1,2,..,n.

xi,k_ai

Satz 7-2:
Es seien (x,);.y und (Y ),y zwei Folgenim R” mit lim,  x, =a und

lim, y,=b und (4,),.y eine Folge in R mit im, 4 =A4€eR, dann gilt

a) l{im(xk ty,)=axth, b) llcim/ikxk = Aa,
¢) limx]y, =a’b, & timfx,], =l

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 7-18




Beweis:
a) und b) ergibt sich sofort durch Ubergang auf die einzelnen Koordinaten,

T. n T
C) X;¥, _Zizlxi,kyi,k PR )Zzzlaibi =a'b,
_ no2 3 o2
d) HXkH2 o \/Zi:lxiak k—>o0 Zi:lai _Hauz'

Analog zum Fall n =1 zeigt man

Satz 7-3:
a) Jede Folge (x,),.y des R" besitzt hochstens einen Grenzwert.

b) Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen den gleichen
Grenzwert.

c) Jede konvergente Folge (x;),.y 1St beschrinkt, d.h. die Folge (|[x;/l,)rcx
ist beschrankt.
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Definition 7-5: (Cauchy-Konvergenz)
Eine Folge (x,),.y des R” heiit Cauchy-konvergent genau dann, wenn fiir

jedes beliebig kleine >0 ein N, € N existiert mit |x, — x;|,, < & fur alle
k,l>N..

Satz 7-4: (Volistindigkeit des R")
Die Folge (x,),.y des R” ist genau dann konvergent, wenn die Folge (X,),.x
Cauchy-konvergent ist.

Anmerkung:
Ein Punkt x, € R" heifit Hiufungspunkt von M < R", wenn in jeder &-Um-

gebung von x,, unendlich viele Punkte aus M liegen. Dabei muss x, nicht
zu M gehoren.

Ist x, Haufungspunkt von M c R" so gibt es eine Folge (x,),., mit x, € M
und x, #Xx, fir £k € N, die gegen x, konvergiert.
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7.4 Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variabler

Definition 7-6:
Essei f: McR"— R mit M=D(f) eine reellwertige Funktion mehrerer
Variabler.

a) f heilit stetig in x, € M genau dann, wenn fiir jedes beliebig kleine
g>0 ein §,>0 existiert mit | /(x)— f(x,)|<¢ firalle [x—x,|, <4,,

b) f heift stetig auf M genau dann, wenn f stetig in allen x, € M.
Beispiel:

fiR SR mit f(0)=/(x,x,)=x

f iststetigauf R*, denn x,=(x,,,x,,) €R’, £>0

= ‘f(xvxz)_f(xmaxz,o)‘ :‘xl _xl,O‘ SHX—XOH2 <& VHX_XOHZ <9,=¢

Oft kann die Stetigkeit einfacher mit Hilfe von Folgen nachgewiesen werden.
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Satz 7-S:
f:McR"—> R iststetigin x € M genau dann, wenn fiir alle Folgen (x,)
aus M mit %imxk =x gilt l{imf(xk) = f(X).

Satz 7-6:

a) Summe, Differenz, Produkt und Quotient von in x stetigen Funktionen
sind stetig in x, wobei die Nennerfunktion des Quotienten in x keine
Nullstelle besitzen darf.

b) Ist g stetigin x und f stetigin g(x), dannist f(g(x)) stetigin x.

Beispiel:
) f:R*>R mit f(x,y)=xy

f ist stetig auf R?, denn f=f,- f, mit fi=f(x,y)=x, f,i=f,(x,y)=y
und f,, f, stetigauf R> = f iststetig auf R”.
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2) f:R"> R, f istein Polynomim R", d.h.
k

k
- e o 0 il l.2 e o 0 in
f(xl,...,xn)—z A ii X1 Xy 0 X

ln

= f iststetig auf R", da Produkt und Summe stetiger Funktionen.

-

2xy : fir [ ¥ = 0
5 : X +y Y 0
3) f:R">R mit f(x,y)=-
0 fir |~ |= 0
y 0

\

f ist stetig auf R*\{0}, da Quotient stetiger Funktionen mit Nenner # 0,
aber f ist nicht stetig in 0, denn

X, :G%jw(gj aber f(1/k,1/k)=1/2 - f(0)=0.
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Anmerkung: (partielle Stetigkeit)
Betrachtet man die speziellen Folgen

lim £ (x,) = 0= £ (0)

Analog gilt fuir alle Folgen
Xk = (O, x2’k)T Il’ll'[ xzak —> O aUCh

lim £ (x,)=0= (0)

Man spricht in diesem Fall von partieller Stetigkeit in x = 0, d.h. Stetigkeit
bzgl. der einzelnen Variablen bei Festhalten der anderen Variablen.

Das Beispiel zeigt, dass aus der partiellen Stetigkeit im allgemeinen nicht
die Stetigkeit folgt.
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7.5 Richtungsableitung, partielle Ableitung

Definition 7-7:

Essei /: M cR"— R mit x, € M eininnerer Punktund a € R" ein fester
Vektor mit |ja, = 1. f heillt in x, differenzierbar in Richtung a, wenn der
Grenzwert

lim S (X, +ha)— f(x)

h—0 h

existiert. Diesen Grenzwert nennt man Richtungsableitung von f an der Stelle
X, in Richtung a und schreibt

5()(0).
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Geometrische Deutung fiir n =2

Gerade durch x, in Richtung a
G={x=x0+ha: heR},

Fliche im R’

15 xl X
o F=< x :x:(xljeM ,
‘. J(x) ?

.. Kurve auf Fliche F

X
K=4| x, :x=(j§1jeG :
J (%) ’
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X X0 tha

1,0
P=| x,, |und P, =| x,,+ha, | liegenauf K.
J (%) J (X, +ha)
Demzufolge ist
f(xo +ha) _f(xo)
h
die Steigung der Sekante durch die Punkte P und P,. Existiert der Grenzwert

f L xy).

so ist dieser Grenzwert die Steigung der Tangente von K im Punkt P.

Beispiel:
f:McR* >R mit f(x,y) =x"+xcosy. Gesucht wird die Richtungsab-
leitung von £ in (xo,»,)” in Richtung a=1/v/2-(1,1)".
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f(xo+halayo‘i'haz)_f(XOa)’o)

lim

h—0 h

oo SOt N2,y hN2) = £ G, )
h—0 h

—hm ((x0+h/\/_) +(x0+h/\/_)cos(yo+h/\/_) Xo— XOCOSyo)

= lim—| ~2hx, + +x cos| y,+ i —COS y +icos y+i
h—)Oh O 0 0 \/5 0 \/5 0 \/E

1 NGy, +_ o cos(y,+ h/x/z)—cosy0 Bm cos(y0+h/x/§)
%o h—>0 \/— hi2 h—0 2

. 1 of
=\/§x —ﬁsm +—CoS y, =—(X,, V,)-
. Yo 7 Yo 8a( 02 Vo)
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Fiir die Anwendung besonders wichtig sind die Richtungsableitungen in die
Richtung der natiirlichen Basisvektoren

e, =(0,...,0,1,0,...,0)" i=12,...,n.

Definition 7-8:
Existiertin x, die Richtungsableitung in Richtung e; soheiit / in x, par-
tiell differenzierbar nach der i-ten Variable x; und man schreibt

ﬂi<xo>=§§<xo>:zg<xo)

I i

und nennt dies die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x,,.

Anmerkung:
Da x+he, =(x,,x,,.... %, , X, +h,x

1»---»X, )" wird bei der Bildung der par-

tiellen Ableitung nach x; nur die i-te Variable variiert, alle anderen Variab-
len bleiben unveréndert.
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Also erhélt man die partielle Ableitung nach x;, indem man die Variablen

XXy s X;_15X; 1 --sX, konstant hadlt wahrend man nach der i-ten Variablen

x; differenziert.

Beispiel:
) f(x,y)=x"+xcosy

F 60 =L (2, y) = 2x+cos .
Ox
0 )
£, =L (x,y) = —xsiny.
oy
2x+y > fur ; # 8
X Ty
2) f(x,y)=4 0
. X
0 fur ) =l o

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 7-30




Fiir (x,y)" #(0,0)":

e )_y(x2+y2)—xy-2x_ y 2x7y
X V)= 2 22 -2 2 2 282 °
(x"+y%) Tyt (xT+y7)

x(x* + xy-2 X 2x 1>
16 y) = ( y) y-2y _ X y“_
(x*+y*) Xty (xT+y7)

Fiir (x,y)" =(0,0)":
f(O 0) = lim f(0+h,02—f(0,0)20

h—0 ’

f(O 0)= lim f(0,0+h2—f(0,0) 0

h—0

= Die partiellen Ableitungen existieren in jedem Punkt (x,y)" € R’
Die Funktion ist aber in (0,0)" nicht stetig.
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Anmerkung:
Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen folgt im allgemeinen nicht die
Stetigkeit einer Funktion.

Satz 7-7:

Essei f: McR"—> R und x, € M. Existieren in einer Umgebung U, (x,)
c M alle partiellen Ableitungen ﬁcl, ];2,..., ];n und sind diese dort beschriankt,
dann gilt f 1st stetig in x,,

Beweis:

Sei v=(v,..,v) € R" mit ||v|, <r,also x,+Vv e U.(x,). Setze y, =0,
y.=(vy.v,0,...,0)7 (i=1,2,..,n) = |y;|b <|vl, <7 und x,+y, € U.(X,).
Dann gilt

J (X V)= f(xy) = i(f(xo+y,~)—f(xo+y,~_1)) = ivi 1. &)
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mit &, auf der Strecke zwischen x,+y; und x,+Yy,;, (nach Mittelwertsatz
der Differentialrechnung fiir eine Variable).

Aus der Beschrénktheit von f, <k; auf U,(x,) folgt

f (X + V)= f(x,)]

S| = < Kl b, = Kl
= lirr(}f(xO +v)=f(x,) = f iststetigin Xx,.
Definition 7-9:

Ist f: McR"—> R in x, € M partiell differenzierbar nach allen Variablen
x; (i=1,2,...,n), so heillt der Vektor

T
of of of r
gradf(xo) = —(XO),—(XO), oo 9_(X() - (f;fl (X())a REE) ]px (XO))
Oox, Oox, ox, "
der Gradient von f in X,,.
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Den Differentialoperator

mit
Vf(x,)=grad f(x,)

bezeichnet man als Nabla-Operator.

Beispiel:
f(x,y)=x"+xcosy
Vf (x,y) = grad f (x, ) = (fx(x’ > )j - [2” w8y ]

[, )

—xsin y

Die Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit im R" ergibt sich nicht aus
der Existenz aller partiellen Ableitungen.
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Definition 7-10: (Landau-Symbol)
Fiir zwei Funktionen f,g: M cR" - R und x,e M, kN schreibt man

f(x)=g(x)+0(”x—x0Hl;) fir x > x,

falls

lim f(X)—g(X) —0.

3
N HX — X Hz

Definition 7-11:

Essei f: McR"— R und x, ein innerer Punkt von M. Dann heilt " in
X, (total) differenzierbar (oder linear approximierbar), wenn ein Vektor
b € R" und eine Umgebung U.(x,) € M existiert mit

f(x)= f(xo)+bT(x—x0)+0(Hx—x0H2)

fir x € U,(x,).
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Tangentialebene = f(x,) +b’ (x—x,)

V.5

Satz 7-8:
Ist f: McR"—> R in x, € M (total) differenzierbar, d.h.

f(x):f(xo)+bT(x—xO)+0(Hx—x0 ‘2),

so existieren alle Richtungsableitungen und damit alle partiellen Ableitun-

gen und es gilt

2) b=gradf(x,),  b) %<x0>=aTgradf<xo>,

aHz =1.
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Beweis:
Sei x=Xx,+ha, h € R\{0} = |x—x,|, = || |al, =1|4|. Da

b SO )= f(x)<b" (ha) L (3 -ty LSOy,

h—0 h h—>0

mit a=e, folgt

f(x) b'e,=b = gradf(x,)=b und i(XO) a’'b=a’grad f(x,)

l

Im Falle der Differenzierbarkeit liefert b) eine einfache Methode, die Rich-
tungsableitungen zu bestimmen.

Beispiel:
f(x,y)=x>+xcosy
f ist differenzierbar auf R* (siehe nichstes Beispiel).
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df(x.y) 2x+cosy 1 (1
rad 1 (x,y) = , , A=—=
e 4 —Xsin y J2 U1

of T 1 .
—(x,y)=a gradf(x,y)=—(2x+cos y—xsin y).
o () =a’ grad f(x, ) \/5( X +cos y—xsin y)

Geometrische Deutung des Gradienten fir n =2

%(XO) =a'grad f(x,) =|[a|, |grad £ (x,)||, cos

— |lerad £ (x,)|, cos @, da [a], =1

a bezeichnet den Winkel zwischen a und grad f(x,).

Die Richtungsableitung wird am grof3ten, wenn o = 0, d.h. wenn a in die
Richtung des Gradienten zeigt. Demzufolge zeigt grad f(x,) an der Stelle
x, indie Richtung des starksten Anstiegs der Fldche, die durch f dargestellt
wird.
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Satz 7-9:
Ist f: McR"—> R in x, (total) differenzierbar, dann ist f in x, auch

stetig.

Beweis:
Fir x #x, gilt

S(x)— f(x,) _ f(X)—f(XO)—bT(X—XO) +bT(X—X0)

x—x,], [x—x,], [x=x,

Da f in x, (total) differenzierbar, existiert U.(x,) c M und k>0 mit
f-rex)|

blx —x,

=k+[b|=K>0

x—x,], [x=x,],

fur alle x € U,(xy)\{X,} (Schwarzsche Ungleichung)
= |f00=Fx)| K [x=xo[, ¥X€U,(x,) = lim £(x)= £(x,).
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Anmerkung:
Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen an der Stelle x, folgt nicht die

(totale) Differenzierbarkeit in x,,, da daraus noch nicht einmal die Stetigkeit
folgt.

Satz 7-10:

Existieren fiir /: M c R" — R in einer Umgebung U.(x,) € M von x, alle
partiellen Ableitungen of /ox,,0f /0x,,...,0f /Ox, und sind diese stetig in
X,, S0 ist f in X, (total) differenzierbar.

Beweis:

Sei v=v,..,v) € R" mit |v|, <r, also x,+Vv € U.(x,). Setze y, =0,
y,=(1,..,50,...,0)" (i=1,2,..,n) = |yl, <[V, <7 und x,+y, € U.(X,).
Dann gilt
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1% +9) = F03) = 3 (0 ¥~ (a0 ¥,))= 20, £, 6)
mit & auf der Strecke Z\;ischen X, +y, und X, + Yy, ;nd man erhilt

[+ )= [30) =V g1ad f(x)= D3, f, @)—gv,- £, (x,)

_ S+ V)= f(x) =V gradf(xo)\ _

¥l

L (x0)

o

Fir v—0 gilt §,—x, und wegen der Stetigkeit von f gilt f (§)— f, (X,)
fiir alle i =1,2,...,n. Also konvergiert die rechte Seite gegen 0 und damit
auch die linke Seite.
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Beispiel:

1) f(x,y)=x"+xcosy
fo(x,y)=2x+cosy, f,(x,y)=—xsiny
= f.,f, sind stetig auf R’

= f(x,y) ist (total) differenzierbar auf R>.

( x° . [ x 0

. fur ’ # 0

2) fny)=4" "7 .
. (x)

0 fur ) =l 0o

f ist stetig auf R*\{0}, da Quotient zweier auf R* stetiger Funktionen
und der Nenner # 0 auf R*\{0}.

f 1st auch stetig in 0, denn
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2

| f(x,0)= £(0,0)|=

[ x 0
—|<|x| >0 fiir ( ]—)[ j
+y° y 0
= f ist stetig auf Rz.

3x(x* +y° —x32x xt+3x° X 0
i S 3t (1) (0
X +y7) () Y

22Xy X 0
f( , V)= —( ) falls (y]i(oj

f(oo)_hmf(ho)hf(oo) R

> = grad £(0,0) = ((l)j

i SO - f(0,0) . 0
fy(0,0)—klm h —lhlilg?—o
Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 7-43
4
%ingfx(O,h)z =0 ;thmf(h O)— f =1 = /. ist nicht stetig in (0,0)".

£ 1ist nicht total differenzierbar, denn
Annahme: f sei (total) differenzierbar in (0, 0)"
L SO~ (0,00~ (x, y)grad £(0,0)

(o) >0 x|

3 /0,2 2y 0

= lim /(" +y")-0 x:(),

(x’y)T_>0 ’xz + y2
zB.: (x,y) =(h,h)" mit h>0
3 AN _
= limh [@r) = lim h2 _ _ # 0 Widerspruch.

h—0 TE h—0 h[ 2\/5
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X . (x 0
T fur ) # 0
3) fry)={" "7 .
. X
0 fur ’ =lo
3,2 2y 4 5
iy =BT RE B g ()0
(x* +1?%) (x* +?) y) \0

= f. ist stetig auf R*\{0}.

=lim— 5
h—0 h h—0

< 2‘x‘ — 0 fur [xj —>(0)
y 0

= f. iststetigin 0 = f)C ist stetig auf R,

ﬁc(o,O):;grolf(h’o);f(o’O) " limh =0

x* +2x y°
2)2

<2
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B —x2y 0
S, y)= (Z+1°) falls (yj (Oj

= f, ist stetig auf R>\{0}.
1 f(O,h)—f(0,0)_
1,(0,0) =1im i -0

£, (x,3)— £,(0,0)| < 2\y\

chioam (18

= f, iststetigin 0 = fy ist stetig auf R*

2)2

= f ist (total) differenzierbar auf R”.
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2 1 ;/’/llfff"gl"
1
[ A
b - b
e (I ™ A ‘( '
e ‘] N
! ';:":':"":’O":’O%fffiz Bersitl ) J { R
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7.6 Differentiation von Parameterintegralen

Satz 7-11:
Es sei

I:{(x,t)Te]Rz: a<x<b, cStSd}

und f: 1 — R stetig auf /. Ferner se1 F': [a,b] > R durch

F(x)= T F(x,0)dt

definiert. Dann gilt
a) F iststetig auf [a,b]

b) ist zusitzlich f auf [a,b] stetig partiell nach x differenzierbar so ist F
auf [a,b] differenzierbar mit

F'(x) :%jf(x,t) dt = j%(x,t) dt = f.(x. 1)t

c
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Beispiel:

F(x) = sin(x~1)costds

Der Integrand ist stetig differenzierbar auf R
1

1
= F'(x)= j% sin(x —t)costdt = Icos(x —t)costdt.
0 0

Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz
Gilt | f(x,0)|< g(¢) firalle x € [a,b] und 7> ¢ und konvergiert I g(t)dt
so ist das Integral j f(x,t)dt gleichmidfBig konvergent auf [a,b].

Satz 7-12:
Es sei

:{(x,t)TeRz: a<x<b, cSt<oo}

und f:/— R stetig auf /. Ferner se1 F': [a,b] > R durch
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F(x)= j " fxtdt

definiert und das Integral j f(x,t)dt gleichméBig konvergent auf [a,b].
Dann gilt

a) F iststetig auf [a,b] mit
lim F(x) = lim j S pyde=| “lim f(x,t)dt = | " f(x,,)dt,

X—>Xy

(Grenzwert und Integration diirfen vertauscht werden)

b) ist zusdtzlich f auf [a,b] stetig partiell nach x differenzierbar und das
Integral j ) f.(x,t)dt gleichmaBig konvergent auf [a,b], so ist F auf

[a,b] differenzierbar mit
' B d o0 B 0 a B 0
F (x)—alf(x,t)dt—Jc‘af(x,t)dt—!fx(x,t)dt.

(Differentiation und Integration diirfen vertauscht werden)
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Beispiel:

0

F(x)= j e cos(xt) dt

0

|/ (x,1)| = ‘e"z cos(xt)‘ <e’ firalle xeR, >0

j e’ dt= — konvergent,
0

f(x, t)‘ = ‘—t e_’zsin(xt)‘ <te" firalle xeR, >0

o0

O_(‘jl‘et2 dt = —%e_tz

1
=— konvergent,
0 2

= [ f(x,0)dt und [ f.(x,)dt sind gleichmiBig konvergent auf R.
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= F'(x)= T f.(x,0)dt = —Tze—fzsin(xt) dt

) 0

1 2 . X[ 2 __X
:56 sin(xt) 0 _E'([e cos(xt) dt —_EF(X)’
dih F(x):_i N IF(x)dx:IidF:_J'fdx
F(x) 2 F(x) F 2

2

- ln‘F(x)‘:—xT+(j’ = F(x)=Ce™

da F(0)=C=lim [e " cos(xt)dt = [ dt = V.
x—0 0 2

0

\/; —x2/4

= F(x)=[e " cos(xt)dt = e
0
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7.7 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Es sei f: M c R" — R. Existiert in einer Teilmenge D — M die partielle
Ableitung of /ox, = J.»soist f :DcR"—> R eine Funktion auf D. Ist
diese Funktion in D; < D partiell differenzierbar nach x,, so schreibt man

@;_a(q]_yf_

- Oox, - Ox, 0x, -

ox, Ox

f;ckx, °

Ist 1, wiederumin D, c D, partiell differenzierbar nach x,,, so schreibt man

a‘f;kal _ 5 ( azf ]_ a3f

o - - XXX )
ox,0x, ) Ox,0x,0x,,

ox ox,,

m

Diesen Prozess kann man fortsetzen und man erhilt die allgemeine partielle
Ableitung m-ter Ordnung

o f |
= mit /,l,,...,[ €31,2,--- n}.
axll axlz cee ax] f;CIIXZZ"'XZm 1272 { }

m
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Definition 7-12:

Essei f: McR"— R.

a) Existiert in einem inneren Punkt x,€ D(f, ) furein /, mit m>1
die partielle Ableitung of, .~ / ox, (X,), so heift diese die partielle
Ableitung m-ter Ordnung von f in X, nach x,x, ...x, und man schreibt

am

= ! (Xp)-

Ox, Ox, -+ 0x

f;cllxlz...xlm (XO)

b) Existieren flir f/ in M alle partiellen Ableitungen bis zur m-ten Ordnung
und sind diese auf M stetig, so heiit f auf M m-mal stetig differen-
zierbar und man schreibt

feC"M).
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Beispiel:
D f(x,p,2)=4xpz—x" +)°
fo=4yz=2x, [, =4xz+2y, f. =4xy

S =2, f =4z, f.=4y
Jix =4z, Sy =2 f,.=4x
]sz:4y’ f;y:4x’ f;z:O

= feC*(R’), esgiltsogar f € C*(R’), da die partiellen Ableitungen
der Ordnung />4 alle gleich 0 sind.

In diesem Beispiel gilt
f;cy :fyx’ -f;cz :f;x’ fyz :fzy
d.h. die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist vertauschbar.

Dass dies nicht immer gilt, zeigt das folgende Beispiel.
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2 2
X" = X 0
Xy — 4 5 falls #
X" +y Y 0
2) f(x,py)=+ 0
X
0 falls =
y 0

Es gilt £,(0,0)=—1#£,,(0,0)=1, denn fiir (x,y)" =(0,0)" ist
. f(h,O)—f(0,0)_
/.(0,0)= %1{}01 . =0

M

_ . J(0,h)— £(0,0)
/,(0,0) = %grol . =0
und fiir (x,y)" # (0,0)" ist

£ )= G’ y=y)(X+y)-(y-x")2x _x'y—y +4x°y’
o (x* +y°) (x* + %)’

5
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(P3P -(Fy-x0N)2y X —xpt—4x’y’
f(xay)_ -
y (x2+y2)2 (x2+y2)2

und damit schlussendlich

-

4 4 2.2
YY) faits [ X[ O
foon=] &) 77 A0
o X 0 ’
kO falls ) =lo
( 4 4 422
xx J; szy falls X + 0
fap=y S
Yy s
X 0
\0 falls »)= o
so dass
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e HOD=£0,0) L —h
£,(0,0)=Tim ; =lim=—" =1,
R .

In diesem Fall sind f,, und f, in (0,0)" nicht stetig.

Satz 7-13:

Ist fe C"(M) mit M cR" und m > 2, d.h. die partiellen Ableitungen m-
ter Ordnung sind stetig auf M, so ist jede partielle Ableitung unabhingig
von der Reihenfolge der x; und es gilt

,f;cllx[z...xlm f;cklxkz...ka 9

wenn (k,k,,...,k,) eine Permutation von (/,,/,,...,/,) 1st.
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Beispiel:

f:R* >R mit f(x,y)=x"+xcosy

Jf.=2x+cosy, f,=-xsiny,

S =2, fyy =—XCOS ), fxy =—siny :fyx,

S =0, fyyy = Xxsin y,

fxxy = f;cyx = ]Fyxx = O’

nyy = fyxy = fyyx =—C08).

Da cosy, siny und x beliebig oft differenzierbar sind folgt f € C” (Rz).

Anmerkung:
N o" ol 0 ) . o"
Fur S = e i schreibt man n{ )
ox,0x,+--0x, 0Ox,| Ox, Ox, Ox,
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7.8 Abbildungen von R" —» R"

Eine Abbildung f: M c R"— R" mit
£ X
f(x)=| : und x=| : |,
J(X) X,
wobei f;: M c R"—> R die i-te Koordinatenfunktion (i =1,2,...,m) von f
angibt, bezeichnet man als Vektorfeld.

Beispiel:
2x+y
f:R> >R’ mit f(x,y)=|3x>+)" |,
Xy

dh. f,(x,y)=2x+y, f,(x,»)=3x"+)", fi(x,y)=xp.
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Definition 7-13:
Essei f: McR"—R” und x, innerer Punktvon M, d.h. x, € M =M\ M.

1) f heift stetig in x, genau dann, wenn fiir jedes >0 ein J,>0 exis-

tiert mit
Hf(x)—f(xo)H2 < ¢ fiir alle HX—XOH2 <0, XeM.
2) f heiBt (total) differenzierbar (linear approximierbar) genau dann, wenn

es eine mxn-Matrix A=(a,)
gibt, so dass

und eine Umgebung U(x,) c M

i=l,...m;j=1,...n

f(x):f(xo)+A(x—x0)+0(Hx—x0H2)
fur alle x € U(x,) gilt.

Das eine Folge (x,),.y aus R" genau dann konvergiert, wenn jede Koordi-
natenfolge (x;;).cy (i = 1,...,n) konvergiert, motiviert den folgenden Satz.
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Satz 7-14:

Essei f: McR"—>R” mit f=(f,f,...f,) und X, innerer Punkt von M.

Dann gilt

1) f iststetigin x, genau dann, wenn jede Koordinatenfunktion f;(x) in
X, stetig ist.

2) f ist differenzierbar in x, genau dann, wenn jede Koordinatenfunk-
tion f;(x) in x, differenzierbar ist.

Fir die Matrix A =(a;) gilt dann
_9

a.. =
U 9
8xj

i=1....m j=1,...,n

Da diese Matrix in den Anwendungen hiufig auftritt, ist die folgende Defi-
nition sinnvoll.
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Definition 7-14:
Essei f: McR"—>R” mit f=(f,,f...[,)" und X, innerer Punkt von M.

1) Existieren alle partiellen Ableitungen 0f; /0x; (x,) fiir i=1,2,...,m und
j=1,2,...,n so heilt

afl(@ aflm D x,)
% % %
Ao ) IO SR
o, afm .
a—xl(xo) (Xo) ax” (Xo)

Funktional- oder Jacobi-Matrix von f an der Stelle x, und man schreibt

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 7-63

Ofifynf) o\ _dE
(X, X%y5..rX,) (%,) = dx (Xo)-

2) Ist m=n,soist A(x,) eine quadratische Matrix, deren Determinante als

A(x)) =Jd(x,) =

Funktional- oder Jacobi-Determinante

det(A(x,)) =det(J(x,))
= det(a(fl’fzjmjfn) (Xo)] = det(ﬂ(xo)J
dx

0(X,,X,,...,X,)

und deren Spur als Divergenz

divi(x,) = Sp[ﬂ< 0>j af‘( mafz x

of, )
ox, "

bezeichnet wird.
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Anmerkung:

m=1: A(x,) =

n=1: A(x,) =

allgemein: A(x,) =

Beispiel:

g g g

Sy
ox, Ox,

a 9%
ox ox oOx
(grad f;(x,))’
(grad f2 (xo))T

*

Yo

*

(gradf,, (x,))

S, )

ox,

] =(grad f(x,))’
jr

of
= —(x
7 o)

2

of of
(a_x](xo)s ’m’@—xn(XO))

2x+y

) f:R*> >R’ mit f(x,y)=| £,(x,y) |=|3x>+* |,

Hochschule Bremen

f3(x,y)
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2 1 2 1
a(ﬂﬁjrzﬂjg)(x,y): 6x 2y , a(ﬁ’ﬁ’ﬂ)(l,z): 6 4
a(xay) y X a(xay) 2 1
) 2 _ fi(r,0) _| rcose
2) f:R"—> R” mit f(r’(p)_(]g(r,go)j_(rsingoj’
8§f1,f2) (r.0) :(cgsgo —rsingpj
(7, 9) sing  rcosQ

o(/1,./,)
o(r,p

det (

divf(r,p) = Sp(

) (r,go)] = det(

COS @
sin @

=rcos’Q+r

o, 1)
o(r,p)

(r,qo)j =

—rsin @
¥ COS @
sin’g = r(cos’@ +sin’ @) =r
Sp (cgs @ —rsin (p)
sing  rcosg

=cos@p+rcosp=(1+r)cosp
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7.9 Kettenregel

Analog zum eindimensionalen Fall gilt auch fiir Abbildungen von R" — R"
eine Kettenregel.

Satz 7-15:

Essei f:M,cR">R", g:M,cR" >R und h=gof: M, > R mit
h = g(f(x)). Ist x, innerer Punkt von M,, y, = f(X,) innerer Punkt von M,,
f differenzierbar in x, und g differenzierbar in y,, dann gilt h=go f ist
differenzierbar in x, mit

a@(hl,hz, ) () A& () O s )
(is%ees%,) 0 0 Yaes ) 00X ,)

3,(xo) 3, (f(xy) RES:

(X)-

(Produkt der Funktionalmatrizen)
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Anmerkung:
Ist n=[=1, f:R>R", g:R" >R und h=gof:R— R mit

h(x) =g (f(x)) =g (£i(x), L(X),.... £, ()

und sind f und g differenzierbar, dann gilt

h'(x)zﬁoc)=Jg(f<x>)-Jf<x)=(gradg(f<x>))@<x)
dx
dfl L
0g 0g :
(ayl (1) 2 (f(x))j .
Do (x)
dx
&, Ao (S22 f
ay (f(x)) (x)+ +8ym (f(x) (x) ,Z:;‘@yl
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Beispiel:
) n=[=1 m=2,

g:R* >R, geC*(R?), fz(fljzR—)Rz, 1, f, € C*(R),

5
h=gof, h(t)=g( (D), £,()
= @) =g fi+g.f
= () =g S+ &, N+ +(g. N+g, [ f+g.f)
=g. () +2g fifi+e, () +e.f'+g.f).

rcpS(ﬂj, h=gof
X—y rsin@
h(r,p) =g(f,(r,0), f,(r,9)) =g(rcos,rsing)

_(reosp-rsing ) _( r*cosgsing |_( h(r,p)
rcosp—rsing ) (r(cosp—sing)) \h(r,o)
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2) g(x,y){ » j f(r,(m:[

= Oh, /0r =2rcos@sing, Oh [0p=r’(—sin’p+cos’p),
Oh, /Or =cosp —sin@, 0Oh,/0p =—r(sin @+ cos )

oder mit Hilfe der Kettenregel

a(hl’hz): Oh, [Or  Ohy [0p :a(glsgz)'a(ﬂaﬂ)
orop \Oh/or Oh[0p) oxdy  oroe

o/t 2u/0) (010 o)
0g,/0x 0g,[dy ) \af,[or of,/0p

_(y x)(cosp -—rsing
\1 -=1)\{sing rcose

_(rsing rcosg) (cosgp —rsing
L1 ~1 sing rcosg

_(2rsingcosp —r*(sin’ p—cos’ @)
COS @ —Ssin @ —r(sinp+cosp) |
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7.10 Approximation hoherer Ordnung, Satz von Taylor
Definition 7-15:

1) M cR" heiit konvex, wenn fiir zwei beliebige Punkte x,,x, € M auch
deren Verbindungslinie ganz in M liegt.

2) G < R" heiit Gebiet, wenn G offen und zusammenhingend ist, d.h.
zwel beliebige Punkte x,,x, € G lassen sich durch einen Polygonzug

verbinden, der ganz in G verlauft.

konvex, nicht konvex, nicht konvex,
Gebiet zusammenhéngend, nicht zusammenhéngend,
Gebiet kein Gebiet
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Der Satz von Taylor ldsst sich mit Hilfe des Differentialoperators

/
o :(lgi+h2i+...+hnﬂj

Oox, ox, ox

n

tibersichtlicher darstellen, wobei h € R”.

Beispiel:
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Spezialfall: n=2, f:M cR* >R, feC(M)

O f = l”1£'|'hzi f=hn f f
ox oy

=hf.+hf,

2 2 2 2
c’?flf:ha hi f= }fa +2hh, — g h25 f
ox oy ox’ * Ox0y oy’

= hl f).cx + 2h’lh2f;cy + h22fyy

3

o , 0

Oy f=|h—+h—
s-(hZenl]s

3 3 3 3
N 8—3 +3h’h, —— g +3hh; g +h g f
Ox’0y xoyt 1oy

= h13f;cxx + 3]/52h2f;cxy + 3]/hh22f;cyy * h2 f;zyy
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Satz 7-16: (Satz von Taylor)
Ist GcR" ein konvexes Gebiet, f e C"™'(G) und x,x, € G. Dann lsst
sich f durch

JX)=T,,)+R,  (X)

darstellen, wobei

T, (0= 105 F(x,)

k=0 k'
das Taylor-Polynom vom grad m und
1 I
R X) = m+
o 0= O @)

das Restglied mit
E=x,+0(x-X,), 0<o<l

bezeichnet.
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Essei fe C k(G) mit k> 2, dann heif3t die symmetrische Matrix
Jon X [ () e S (X)

H, (x) - fxm: (x) fxm: (x) fwﬂ: (x)

S ) S (X)L (X)

Hesse-Matrix von f im Punkt x.

Wegen

Ontf =hf, +h2fy =(h, hy) E;}j =h' grad f

und

Jo Jo|[h
alzlf:hlz‘f;cx—i_z}llhlf;cy +h22fyy :(hl’h2)[f fy hl :hTHfh
yx yy 2
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lauten die Taylor-Polynome fiir die vielbenutzten Spezialfille m = 1,2

T, (x)=f(x)+(x— x,)" grad f(x,)
und

Ty, (0= £+ (x =X grad £(%,) 4 (x = x)" B (%) (X%,

Anmerkung:

a) f(x)=f(x,)+(x—x,) grad () (Mittelwertsatz)
mit {=x,+5(x—Xx,), 0<o<L.

b) f(x)=f(x,)+(x—x,) grad f(x,)

+%(X—XO)THf(x0)(X—x0)+0(Hx—x0H§).

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 7-76




7.11 Implizite Funktionen

Oft sind Funktionen nur in impliziter Form gegeben, z.B.
F(x,y)=x>+y"-1=0.

Der gesamte Kreis ist nicht der Graph einer Funktion. Er ist aber als Verei-

nigung der Graphen der (impliziten) Funktionen

fi(x) ZW und £, (x) :—m

darstellbar.

Satz 7-17: (implizite Funktionen)

Essei F: McR*>—> R, U eine Umgebung von (x,,y,) mit Uc M und F
e C'(U) mit F (X0,¥0) =0 und F(xy,y,) # 0. Dann gibt es eine Umgebung

Ug(xo)z{x: ‘x—x0‘<5}
mit 6 >0 und genau eine Funktion f: U;c R — R mit
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F(x,f(x))=0 VxeUy, feC'U,), f(x,)=,
und
F.(x, f(x))

S = e )

Merkregel:
F(x,f(x))z() Vx eUs,

differenzieren nach x liefert mit der Kettenregel

F(x, f(x))

F(x,f(0) 1+ F,(x.f(0))- f'(x) =0 = f(x)=~

Beispiel:

2 2
F(x,y)=%+;;—2—1=0 und a,b >0,
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2y
Fy(x,y):b—z;tO falls y#0

—> lokal auflésbar nach y falls y # 0, d.h. es existiert y = f(x) mit
F(x,f(x))zO Vx eUs.

Hohere Ableitungen
Ist FeC Z(U), dann gilt auch fe C Z(U s)- Man kann auch die hoheren Ab-
leitungen der Funktion implizit bestimmen.

Beispiel:
Essei F(x,f(x))=0 firalle xeU; und F,(x, f(x))#0.

= F,(x, /() + F, (x. /() () =0
= F (x,f(x))-1+ny (x,f(x))~f'(x)+
(F, (6 £ (9) 1+ F, (x, £())- 10 £1(0)+ F, (3, £())- £"(6) =0
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1
x, f(x))

(F, (x, f(x)+2F, (x, f(x)- f'(x)

= ["(x)=~
E(
HE, (% f(0))-(S'@)).

Anmerkung:
Analoge Aussagen sind moglich, falls bei der impliziten Gleichung

F(x,..0x,,Y5-.,9,)=0
fir F:M cR"™ — R eine Auflésung

V=1 0X,)y = f (X, X,)
mit den Funktionen
fiiU;cR" >R, f :UscR" >R
gesucht wird, so dass
F(xl,...,xn,fl(xl,...,xn),...,fm(xl,...,xn)):0.
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7.12 Extrema fiir Funktionen mehrerer Variabler

Definition 7-16: (relative Extrema)
Essei f: McR"— R. f besitztin x, € M ein relatives (lokales) Maximum
bzw. Minimum, wenn es eine Umgebung U von X, gibt mit

JX) < f(xg) bzw. f(x)= f(X,).

Gelten diese Ungleichungen jeweils Vx € M, so besitzt f in X, ein absolu-

tes (globales) Maximum bzw. Minimum.

Satz 7-18: (notwendige Bedingung fiir relative Extrema)
Essei f:McR" >R, x,e M und Uc M eine Umgebung von x,. Ist [
C'(U) und hat f in X, ein relatives Extremum, dann gilt

grad £(%,) = f, (%) £y (%)even £, (x,)) = 0.
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Anmerkung:
Man nennt x, € R" einen stationdren Punkt von f, wenn grad f'(x,) =0 gilt.

Einen stationdren Punkt, der keine Extremalstelle ist, bezeichnet man als Sat-
telpunkt.

Satz 7-19: (hinreichende Bedingung fiir relative Extrema)
Essei f: McR' >R, x, € M, Uc M Umgebung von x,, f€ C*(U) und
grad f(x,) =0 sowie

H,(x))= (fx,.xj (Xo))

die Hesse-Matrix von f in X, dann gilt

i=l,...,n;j=1,...,n

a) H,(xy) positiv definit = f hatin x, relatives Minimum,
b) H,(x,) negativ definit = f hatin x, relatives Maximum,
¢) H/(xp) indefinit = f hatin x, Sattelpunkt,
d) H,(xy) semidefinit = keine Aussage moglich.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 7-82




Anmerkung:
a) Quadratische Form:

Eine Funktion Q : R" — R, der Form

n

T - . T nxn
O(x)=x AXZZI:Z;%X"XJ mit A=A" eR
i=l j=

heillt quadratische Form und A heif3t
positiv definit < O(x) >0 furalle x € R"\{0},
negativ definit < 0(x) <0 furalle x € R"\{0},
indefinit <> (Q(x) nimmt positive A negative Werte an,
positiv semidefinit < Q(x) >0 fiir alle x € R"\{0},
negativ semidefinit < Q(x) <0 fiir alle x € R"\{0}.
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b) Hauptminoren von A (nxn Matrix):

a, 4a, ... 4q;

a a a,.

21 )

D, =det ’
a, d, ... 4q;

bezeichnet den fiihrenden Hauptminor der Ordnung i und

allall all LI all i
Qi Ay o Yy

A, =det , 1< <, << <n
Ay g . 4y

einen der (n iiber i) Hauptminoren der Ordnung i.
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c) FEigenwert-/Eigenvektorzerlegung von A (nxn Matrix)
C T T . . .
Azziivivi, v,v, =0 fur i #

gibt die Eigenwert-/Eigenvektorzerlegung von A an, wobei A; die Ei-
genwerte und v; die Eigenvektoren von A bezeichnet.

Es gilt
A st positiv definit < D, >0 fir i=1,2,...,n,
< A4,>0 fur i=1,2,...,n,
A ist negativ definit & (—l)iDl.>O fir i=1,2,...,n,
< A.<0 fur i=1,2,..,n,
< —A 1st positiv definit,
A 1st positiv semidefinit < A, =0 undalle A; >0 fur i=1,2,...,n—-1,
< 4,20 fiur i=1,2,...,n, wobei mindestens
ein A, =0 ist,
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A i1st negativ semidefinit < A, =0 undalle (—l)iAl-Z 0 firi=1,2,....n—1,
< A4,<0 fiur i=1,2,...,n, wobel mindestens
ein 4, =0 ist,
< —A ist positiv semidefinit,
A 1ist indefinit < D, haben andere Vorzeichen als oben,
< es existieren 4,>0 und A4, <0.

Spezialfall n = 2:

all a12 2
Az( j, dh. D,=qa,, und D, =detA =q,a,—a;,, daa,=a,,.

a21 a22
1st positiv definit < a;;>0 und detA >0,
ist negativ definit < a;; <0 und detA >0,

ist positiv semidefinit < a;; >0 und detA =0,
ist negativ semidefinit < a,;; <0 und detA =0,
1st indefinit < detA <0.

> > >
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Beispiel:
D f(x,y)=xy = feC"(R?)
notwendige Bedingung

’ 0
= C

liefert mogliches Extremum in (x, y)T =(0,0)".

hinreichende Bedingung

N EACS O AN
PRI ) £ ) L o

0 1
Hf(0,0)=£1 o)’ detH,(0,0)=-1<0
= H,(0,0) istindefinit = Sattelpunkt (0,0)".
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2) fx,y)=(x+y) -12xp = feC”(R?)
notwendige Bedingung

(£ (3x+yy-12y) (0O B
gradf(x,y)_(fy]_(3(x+y)2—12xj_(0j -

Einsetzen von x =y in die zweite Gleichung liefert

*=x = x =1, x,=0
und damit mégliche Extrema in (x,y)" = (0,0)" und (x,y)" = (1,1)".

hinreichende Bedingung

fo(5,3) [ (%)
A= ) fyy(x,y))

6(x+y) 6(x+y)—12
6(x+y)—12 6(x+y)
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0 -12
Hf(0,0):( b0 ) = detH (0,0)=—144 <0

= H/(0,0) indefinit
— Sattelpunkt in (0,0)’,

12 0
Hf(l’l):(o 12) = detH,(1,1)=144>0, h,,(1,1)=12>0

= H/(1,1) positiv definit

— relatives Minimum in (1,1)" mit f(1,1) =—4.
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S Ubungen zur Hoheren Mathematik 2 / Kapitel 7
x Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 7-1: Berechnen Sie die Richtungsableitungen der Funktionen
a) f(x,y)=sin(x"y’),

b) f(x,y)=xarctany

in Richtung a = (1/ 2 ,1/ 2 )" und geben Sie die Richtungen an in denen die Richtungsablei-
tungen ihr Maximum annehmen.

Aufgabe 7-2: Berechnen Sie den Gradienten der Funktion

f,y,z)=e" +2xsinz+z°xy .

Aufgabe 7-3: Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung der Funktionen
a) f(x,y)=sin(ax+by),
b) f(x,y)=In(x"+y),

c) f(x,y)=y +x".

Aufgabe 7-4: Berechnen Sie fiir a) die Ableitung /'(¢) sowie fiir b) die Ableitungen 4, (r, )
und 7%,(r,) mit Hilfe der Kettenregel.

a) h(t)=g(/,(0),/,(t)) mit g(x,,x,)=3x] +2x,x, +x; und
x, = f,(t) =sint, x, = f,(t)=cost

b) h(r,p) =g(f,(r.@). /(r,9)) mit g(x,,x,)=x —xx,+x; und
X, = fi(r,p)=rcosp, x, = f,(r,p)=rsing

Aufgabe 7-5: Das Potential zweier positiver Punktlandungen sei gegeben durch
o(x,,2) = (1 (x,,2),15(x,y,2)) mit

¢(n,6)=%(g+gj und 7 =y(x=12+) 27, p=xt (=12
TE v,

o\ " >

Berechnen Sie die elektrische Feldstirke im Koordinatenursprung.

Aufgabe 7-6: Approximieren Sie die folgenden Funktionen um (x,, y,) durch ein Taylorpoly-
nom 2. Ordnung.

a) f(x,y)=yIn(y=3x), (x,7,)=(0,)
b) f(x,y)=cosxcosy, (x,,y,)=(0,0)



S Ubungen zur Hoheren Mathematik 2 / Kapitel 7
x Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 7-7: Uberpriifen Sie, ob fiir die Gleichung
F(x,y)=xe’ —ye"+x=0

in U(0,0) die implizite Funktion y = f(x) existiert und berechnen Sie gegebenenfalls die Werte
/'(0) und 1(0).

Aufgabe 7-8: Bestimmen Sie die Lage und Art der relativen Extrema der Funktionen
a) f(xy)=xy(B-x-y),

b) f(x,y)=x*2-y)=y’ +3y* +9y
und geben Sie die zugehorigen Funktionswerte an.



	HM2_Kap7
	Inhalt_HM2_Kap7
	HM2_Kap7_2p
	Übung_HM2_Kap7

