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8  Fourier-Analyse
8.1 Grundlagen

Problemstellung:
Es sei f:[a,b] > R. Kann f durch "einfache Funktionen" approximiert
werden?

Als einfache Funktionen werden z.B.
a) algebraische Polynome

p,(x)= Z a,x ‘
k=0
b) trigonometrische Polynome

p(x) = % +3(a, cos(kx) + b, sin(kv))

betrachtet.
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Unter "approximieren" versteht man dabei, dass p,(x) die Funktion f(x)
moglichst gut annéhert, d.h. der Abstand zwischen f und p, soll auf [a,b]
moglichst klein sein.

Es muss also ein Abstand zwischen zwei Funktionen gemessen werden. Bei
stetigen Funktionen kann das folgendermallen geschehen.

Es sei C([a,b]) = {f:[a,b] > R, f stetig auf [a,b]} die Menge aller auf
[a,b] stetiger Funktionen.
C([a,b]) 1st mit den Operationen

(f+2)(x)=f(x)+g(x) (Addition) und

(Af)(x)=Af(x), AR (Skalarmultiplikation)
ein Vektorraum.
Fir f e C([a,b]) kann die oo-Norm

171, = max| /o)

mit den Normeigenschaften
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fl. 20, |f].=0 & f(x)=0 Vxe[a,b],
AL =Wl AerR,

f+ gHw < H i HOO + H gHw (Dreiecksungleichung)

definiert werden. C([a,b]) ist somit ein normierter Vektorraum.

Mit Hilfe dieser Norm kann der Abstand zwischen den Funktionen f und g

durch H f- gHOO =max g, ‘ f(x)- g(x)‘ gemessen werden.

lim, |/ - p,
vergiert.

Im R” wurde bisher immer die Euklidische Norm

n
_ 2
Ixl, =2
i=1

benutzt und tiber das Skalarprodukt
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_ =0 bedeutet, dass p, auf [a,b] gleichméBig gegen f kon-

8-3

X'y=) %,
folgendermallen definiert
[, = Vx"x.
Betrachtet man nun den Vektorraun’; C([a,b]), dann wird durch
(f.8)=] f(x)g(x)dx
auf C([a,b]) ein Skalarprodukt defilzniert, denn es gilt
(1720, (f,/)=0 & f(x)=0 Vxela,D],

(f+g,h)=(f,h)+ (g,h)} (Linearitat),
\f>8)=(g /) (Symmetrie).

Mit Hilfe des Skalarproduktes wird die 2-Norm gemal3
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171, =) =] £ 0

definiert und es gilt

sz & O’
Afl, =
f+gl, |7, +|gl, (Dreiecksungleichung),

<f,g>‘ < HfH2 Hg”2 (Schwarzsche Ungleichung).

Fiir die 2-Norm lautet die Dreiecksungleichung

\/J(f(x)+g(x))2 dx s\/jfz(x)dx +\/Ig2(x)dx

a

und die Schwarzsche Ungleichung
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s\/jfz(x)dx\/jgz(x)dx.

Mit der 2-Norm kann der Abstand zwischen zwei Funktionen durch

17—, - J (- g0 as

[ r(0g(x)dx

gemessen werden.
Es gilt im allgemeinen Hf”2 # HfHOO und Hf—gH2 # Hf—gHoo.
Beispiel:
) f(x)=x mit xe[0,1]
HfH = max‘f(x)‘ max‘x‘ =1,

xe[0,1] <[o.1]

A1, = J [ f2@)dx = J [[xdx = st /A =143,
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2) »t

e, et

N | |7 =g, ein

Satz 8-1:
Es seien f, € C([a b]), n e N, und fe C([a b]), dann gilt

\—o

\—0:>

I’l—)OO I”l—)OO

gleichméaBige Konvergenz auf [a b] Konvergenz im quadratlschen Mlttel auf [a,b]

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.

Nun sollen die Funktionen f'e C([a,b]) durch einfache Funktionen im qua-
dratischen Mittel approximiert werden, d.h. wir suchen

p, €C([a,b]) -/, =0
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Hierfiir werden zunéchst Orthonormalsysteme betrachtet.

Definition 8-1: (Orthonormalsystem)

Es sei auf C([a,b]) ein Skalarprodukt (f,g) gegeben und die zugehorige
Norm |/, =+/(f.f). Sind ferner ¢, € C([a,b]) i € N mit

< >_ 0 firi=j

KT firi=j

so bilden die Funktionen {¢@.:i € N} ein Orthonormalsystem bzgl. des Ska-
larprodukts (1, g).

Anmerkung:
(¢.,@)=1 bedeutet ||@]|,=1, denn

,={0.0)=1.
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Es soll nun fe C([a,b]), durch einfache Funktionen gemalf

p,(X)=) 9, (x), neN, o, eR

k=1
approximiert werden, wobei

{gol. eC([a,b]): ieN}
ein ONS (Orthonormalsystem) bzgl. des Skalarprodukts (f,g) sei.

Frage:

Fiir welche o, e R wird ||/ - p,(x)|, = ‘ f = a,p,(x)| minimal?
k=1 2

Antwort:

‘f‘iak%(ﬂ wird minimal fiir ¢, :<f>¢k>sz(x)¢k(x)dx.

2
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Satz 8-2:

Es sei {¢ €C([a,b]), i€ N} ein Orthonormalsystem bzgl. des Skalarpro-
duktes und f e C([a,b]), dann erhdlt man die beste Approximation im qua-
dratischen Mittel durch

P =X (f:0)9, ()

und es gilt die Besselsche Ungleichung

> (Lo <],

k=1

Beweis: (nur der Besselschen Ungleichung)

f—é(famqok 2=<f—§<f,¢k>¢k,f—§<f,¢k>¢k>
=<f,f>—2§<f,¢k>2 +anznl<f,¢k><f,(ﬂl><¢k,¢z>

k=1 I=1

0<

2
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Ausnutzen von

O
R T

liefert die Besselsche Ungleichung
0<{£f) =20 0) =L -2{0) =171, 2 {0

Hat man also auf C([a,b]) ein Skalarprodukt { f,g) und kennt man zu diesem
Skalarprodukt ein Orthonormalsystem {@, : k € N} so lautet die beste Ap-
proximation im quadratischen Mittel (i.q.M. Approximation)

2@ =Y a,p,(x) mit @, =(f,p,)

Im folgenden Kapitel wird der obige Sachverhalt am Beispiel des der Fourier-
Reihe zugrundeliegenden Orthonormalsystems veranschaulicht.
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8.2 Fourier-Reihe

8.2.1 Reelle Darstellung der Fourier-Reihe

Satz 8-3:
Die Funktionen

cos(kx), sin(kx): ke N }

{rf =

bilden in C([—x,7]) ein ONS (Orthonormalsystem).

Beweis:
Aus dem als Ubung zu fiihrenden Beweis erhilt man fiir k,/ e N,
ﬂ 0 fiir k=!
2) o [ cos(kx)cos(lx)dx =11 fiir k=1#0,
i 2 fiir k=/=0
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17 . : 0 fur k=l AN k=[=0
b) — | sin(kx)sin(/x)dx = ) ,
T 1 fir k=[#0
¢) + [ sin(kr)cos(ix)dx =0 k.l e N,.
T
Aus
L1 fir g = —
27[ —.7r ¢ \ 272'
<f ,(0k>€0k =1 L f(x)cos(kx) dx} coskx fir ¢, = cos(kx)
T, Jr
LT : : : sin(kx)
— x)sin(kx)dx [sinkx fur ¢, = ———
- j f(x)sin(kx) ] 0=
folgt:
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Satz 8-4:

Essel f: R —> R, 2zperiodisch und stetig in R. Die beste Approximation
im quadratischen Mittel (i.q.M.) erhdlt man durch die trigonometrischen Po-
lynome

T,(x) = “—20 +3 (a cos(kr) +b, sin(kx))
mit )

akzéjf(x)cos(kx)dx, k=0,1,... b, = !

T

]E f(x)sin(kx)dx, k=1,2,...

T,(x) heilt Teilsumme (Partialsumme) der Fourier-Reihe

4
2

von f. Die Koeffizienten a, und b, heiflen Fourier-Koeffizienten.

T(x) ==+ (a, cos(kx)+b, sin(kx))

0
k=1
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Anmerkung:

In der Besselschen Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen, d.h.

i(f,¢k>2=HfH§ mit ¢, { NS \/—cos(kx) \/_sm(kx) keN}

k=1

und es gilt die Parsevalsche Gleichung
2

%+Z(alf+b§):%ff2(x)dx sowie lima, =0, limb, =0,
k=1 -

Definition 8-2:

Eine Funktion f heil}t auf [a,b] stiickweise stetig, wenn f bis auf endlich
viele Sprungstellen, d.h. Unstetigkeitsstellen mit endlichen Grenzwerten
f(x+) und f(x—), auf [a,b] stetig ist.

Eine Funktion f heilit auf [a,b] stiickweise glatt, wenn f und /' auf [a,b]
stiickweise stetig sind.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 2 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 8-15

Satz 8-5:
Essei f: R — R, 27~periodisch und stiickweise glatt, dann konvergiert die
Fourier-Reihe 7'(x) punktweise gegen

S (x) falls f stetig in x
%( f(x+)+ f(x-)) falls fin x Sprungstelle besitzt

und die Konvergenz ist gleichmifig in allen abgeschlossenen Stetigkeitsin-
tervallen.

Anmerkung:
Die Fourier-Reihe einer stiickweise glatten periodischen Funktion kann
gliedweise integriert werden.

Beispiel:
1) f(x)=sin’x= %(1 — cos(2x)) = %—%cos@x) Vx eR.

(Additionstheorem liefert schon die fertige Fourier-Reihe)
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. . 3
JX _ S, JX 1
%) fr)=sin®x=| ¢ | =3sinx—Lsin3x VxcR.
2j 4 4
3) f(x)=x fir x € (-7, 7) und f sei 2zperiodisch fortgesetzt.
f ist stiickweise glatt auf R mit Sprungstellen in x = 7+ 2mx, m € Z

= T(x):{

f(x) fir x#7x+2mrx
0 fir x=7m+2mnr

und £ ist ungerade.

w
3
3]
N\
3
) S
N
(3]
a\\
wl----
3
=
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Fiir ungerade Funktionen gilt

a, =0 VkeN, und b, = 2 j £(x)sin(kx) dx,
7 0
denn
a, = L [ f(x)cos(hx)dx =0
T -

weil f(x)cos(kx) eine ungerade Funktion und

bk—1

T

]E f(x)sin(kx) dx = ET f(x)sin(kx) dx
g T

weil f(x)sin(kx) eine gerade Funktion ist.
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Fiir gerade Funktionen gilt

b,=0 VkeN und akz2
r

_T f(x)cos(kx)dx,
denn

b, = L [ f(x)sin(ler)dx =0
72- —7T
weil f(x)sin(kx) eine ungerade Funktion und
a, = 1 [ () cos(he)dx = 2 [ £ () cos (k) dx
T T

weil f(x)cos(kx) eine gerade Funktion ist.
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Da f ungerade, folgt a, =0 VkeN, und
-
T
:2 . —cos(kx) +ICOS(kX) I :g —zcos(kﬂ)+ s1n(2kx)
T k k | k k
2

_ﬂ- k+1 2 k+1
=—|—(C=D"+0|==(-D"".
7Z'_k( ) } k( )

T £ sin(ho)dx = = j xsin(kx) dx
0 7 0

|

0 0

Damit lautet die Fourier-Reihe von f

1) _ k+1
T'(x)= 2D sin(kx).
ok
Die Partialsumme
n _ k+1
7,0 = 3 25 ginger)
ok
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f(x) fir x#=x+2mr

konvergiert punktweise gegen )
SEP 56 { 0 fir x=7+2mrx

Die Konvergenz ist gleichmifig in allen abgeschlossenen Intervallen,
die keine Punkte x = 7+ 2mx enthalten. Es gilt somit

T(x)= i%_Tl)kHsin(kx) =x Vxe(-n,r)

mit gleichmaBiger Konvergenz in [-7+ &,7— ¢], £> 0.

4

4

— T /“1 — T
— — f
2/ () 2 )
0 0
-2 /7/ 2 tv/{,//
-4 -4
5 4 3 -2 -1 01 2 3 4 5 5 4 3 -2 -1 01 2 3 4 5
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Gibbsches Phinomen

4)

An den Sprungstellen treten starke Uberschwingungen auf, die auch bei
hohem Grad » nicht kleiner werden, sondern nur ndher an die Sprung-
stelle heranriicken.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt

0 0 ™ 3|7 2 % 2
Zb]f: izzl_[xzdx=lx— =2i:> Lzzﬂ—.
k=1 k=1 k T r T 3 r 3 f=1 k 6
f(x)=h fir x € (0,7), f seiungerade und f sei 2z-periodisch fortge-
setzt. f ist stiickweise stetig und stiickweise glatt in R mit Sprungstellen
in x=mm, me 7

f(x) fur x=mrx

0 fir x=mnx

= T(x)={
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Da f ungerade, folgt a, =0 VkeN, und

b, _2 j £ (x)sin(kx) dx - — o —
g L A
_2 [ sinkr) dx SRR o
Ty L A
_ 2h —cos(kx) "
T ko
o o 0 fiir £ gerade
= (1-cos(km))==—(1-(-1)") = :
kﬂ'( ( )) kﬂ'( =D ) ah fiir £ ungerade
kr
Damit lautet die Fourier-Reihe von f
4h & sin((2k+1)x
T(x)= Z ( )
T i 2k +1
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1.5 [
1 — ;ZXO)(x)
0.5
0
-0.5
-1
15 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Aus der Parsevalschen Gleichung
2 o0 Y
d, 2, 72 1 2
—+ ) (a,+b)=— x)dx
) T2 b= j f7()
folgt fiir 7 =1
2 2
% (2 < 4 16 & 1
by =Y | —(1-(=D")| = =
; ¢ ; lm( =D ) ,; (2k+1)7zj 7’ ,;(2“1)2
T 4 © 2
et 25y L 7
T T\, i 2k+1) 8
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Ist f nicht 27z-periodisch, sondern T-periodisch mit 7> 0, so kann man die
Fourier-Reihe mit Hilfe einer Transformation erhalten.

Essei g(x):= f(lxj.
2
= gx+2m)=f l(x+27z) =f lx+T =f lx =g(x)
2 2 2
= g ist 2z-periodisch mit der Fourier-Reihe

T =2+ S (ay cos(kx) + b, sin(kx)),

wobei
1 % 1 % T
a, =— j g(x)cos(kx) dx = — j | —x |cos(kx) dx
T T 2
-z -
und
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b, = L T g(x)sin(kx) dx = L _T f(lx) sin(kx) dx.
T T 27

-7

Die Substitution ¢ =7x/(27) mit dt =T/(2x)dx und @ =2x/T liefert

7 /2 7 7/2
a,== | f@O)cos(kar)dt und b == [ f(t)sin(kor)dL.
T -T/2 r -T/2

Demzufolge ergibt sich die Fourier-Reihe der 7-periodischen Funktion f* zu

T(t) = T(wt) = “—20 4 i(ak cos(kart) +b, sin(ker))

k=1

mit
7 /2 7 /2
a, == j f(t)cos(kar)dt und b, == j £(t)sin(ket) dt.
T -7/2 r -7/2
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8.2.2 Komplexe Darstellung der Fourier-Reihe

Die Fourier-Reihe einer 7-periodischen Funktion kann auch in komplexer

Form dargestellt werden.
T/2

T(t) = Z ¢, mit ¢, =— j f(t)e " dt

—772
Hierbei gilt fir £>0 und 5,:=0
1 :
Ck :E(ak_]bk)s
1 : ‘
Ck za(ak +jb)=c¢;,

a, =c, +c_, =2Re(c,),

b, = j(c, —c,) =—-21Im(cy).
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Beweis:
Fir £>0 gilt
T/2
=— I f (t) cos(kwt)— j sm(ka)t))
T -T/2
T/2 T/2 b
=— j f(t)cos(kat) dt — ] — I f(H)sin(kwt)dt = 7",
—T/2 —T/2
/2
== j f(0)(cos(kan) + jsin(kar))dt
T -T/2
T/2 T/2 b
== j f(@e)cos(konydr+ j— j (o) sin(kot)dt =~ + j 2=
—T/Z —T/2 2 2
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Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen liefert
a, =c,+c_, =c, +c, =2Re(c,),
—jb,=c,—c; = b = jlc, —c ) =j(c, —¢)=-2Im(c,),

0

-1 0 0 o0
2 : Jkot 2 : Jkort 2 : Jkot 2 : —jkat 2 : Jkot

k=—x© k=—

=c, + i c, (cos(ka)t) - sin(ka)t))
k=1

+ i ¢, (cos(kat)+ jsin(kwt))

0

=c,+ Y ((c, +c ) cos(kar) + j(c, —c_,)sin(kar))

k=1
a 00
=24 (a, cos(kwr) + b, sin(kwr)).
2 k=1
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Beispiel:
f@)=¢" fir te(-T/2,T/2) mit a« € R\{0} und f sei T-periodisch fort-
gesetzt. f ist stiickweise stetig und stiickweise glatt.

f@), a>0

=372 -T2 72 3772 t

f(?) fur t¢%+kT

l(e”‘T/2 +e_“T/2) fur t=%+kT

12

= T@{)= Z c.e ' = 1
k=—00
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mit
1 T/2 1 T/2 1 T/2
_ —jkot _ at _—jkot - (a—jkw)t
c, I f()e dt—T J. e“e " dt I e dt

T -T/2 -T/2 -T/2

| plaitor T/2 Ak _ ~(a=jko)T)2
T a-jko 2 T'(a— jkow)

__ o+ Jko ( aT[2 =k _e—aT/2ejk7r)
T(a’ + ko)

_ 2(a + jkw)(-1)* .l(eaT/2 _e—aT/Z)
T(a’+kw’) 2
. 1k
= zsinh (a Zj (@ +2J ka)z( 21)
a +k’w

9

wobei e** =coskr =(-1)" ausgenutzt wurde.
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8.3 Fourier-Integral
Es stellt sich nun die Frage, ob nichtperiodische Funktionen in harmonische
Schwingungen zerlegt werden konnen.

Hierzu fiihrt man eine periodische Funktion f;(¢) ein, indem man den Aus-
schnitt von f(¢) liber —7/2 < ¢t < T/2 periodisch wiederholt, d.h.

T T
fr@ =71 —5<l‘<5
und fr(t+T)= f.(1) VteR.

fe)y=e" f:(@) ) f:(@) fr(®)
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Offensichtlich gilt
£y =1im £, (o).

Fir f,(¢) existiert die komplexe Fourier-Reihe
fr@) = ce™™
k=—o0

mit (2 =2x/T und den komplexen Fourier-Koeffizienten
T/2

C, = 1 I f(t)e ™ dt.
r s,
Beim Grenziibergang, d.h. 7'— oo, strebt €2 und damit der Abstand zweier
benachbarter Frequenzen

Aw=k+D)Q-kQ=0

gegen null. Das Linienspektrum geht dabei in ein kontinuierliches Spektrum
(Dichtespektrum) tiber. Mit nun Aw fiir Q und 7=27/Q kann ¢, und
f7(t) durch
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/Aw
_ Aa) f(t) —jkAwtdl_
4 -r/Aw
und

1 & 2T .
N=— Y ¢, —=— ™" Ap
S (1) 27rk;o A

ausgedriickt werden. Fiir alle @ = kAo, fiir die
/Aw

j F(t)e " dt

-7/Aw
endlich bleibt, folgt, dass beim Grenziibergang Aw — 0 auch ¢, — 0 aber

2rc,
Aw

—— F(w)= T f(®)e’dt

strebt. F'(w) bezeichnet man als die Fourier-Transformierte von f(¢).
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Die Fourier-Reihe geht beim Grenziibergang Aw — 0, d.h. T— oo, in das
Integral

o0

27 < .
t —hm { —hm— C e "Np=— | F(w)e''dw
(@) =lim £,.(0) ﬂkz_;bkm ﬂ_jw (@)

iber, das als Umkehrintegral der Fourier-Transformation bezeichnet wird.

Definition 8-3:
Eine Funktion f: R — C heif3t Fourier-transformierbar, wenn der Cauchy-
sche-Hauptwert

F(o)=F{f®)}: j S@ye " di

fir alle @ € R existiert. In diesem Falle hell?)t F(w) Fourier-Transformierte
von f. Die inverse Fourier—Transformation von F:R — C lautet

fO=F {Flo) =— j F(w)e do,
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wenn das Integral als Cauchyscher-Hauptwert fiir alle ¢ € R existiert. Man
nennt das Paar ( f(),F (a))) eine Fourier-Transformationskorrespondenz
und schreibt kurz

[ () o F(o).

Beispiel:
f()= Ae‘“"‘, a>0

0

F(w)= T f()e’”dt = T Ae Ve /' dt = A{ I e“e ' dt + Te“tejwtdt}
—o0 —© 0

—00

0 % (a—jo) |° (—a—jo) |®
=4 I e(“_j”)’dt+je(_“_jw)tdt =48 — + ¢ .
2 ) a-jo|, —a-jo|,
1 1 a+ jo+(a— jo) 2a
= A{ T : } =4 2 2 =A— 2
a—jo —-a—jo a” +w a” +w
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Unvereinbarkeit von strenger Zeit- und Frequenzbegrenzung

fle)=eM F(0)=2a/(a* +o%)
| I I 2 | |

Die heuristische Herleitung stellt noch keinen Beweis fiir das Fourier-Trans-
formationspaar dar, dafiir ist zunichst die Zuldssigkeit der Grenziiberginge
und deren Vertauschbarkeit zu iiberpriifen.
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Definition 8-4:
Eine Funktion f: R — C heift absolut integrierbar, wenn sie auf jedem

endlichen Intervall stiickweise stetig ist und J_OO ‘ f (t)‘ dt <o gilt.

Satz 8-6:
Ist f: R — C absolut integrierbar, so existiert die Fourier-Transformierte
F(w)=F{f(t)} Ywe R. F(w) ist dann beschrankt und stetig auf R.

Anmerkung:
Es gilt die Parsevalsche Gleichung

| 2 r 2
— L |F(@)| dw = jw f @) dt

sowie
lim F(w)=0 und lim F(w)=0.

W—>0
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Satz 8-7:
Ist die Funktion f: R — C absolut integrierbar, in jedem endlichen Intervall
stickweise glatt und gilt die Mittelwerteigenschaft

£(0) = %(f(H) 4 ()

fiir alle ¢ € R, dann ist mit f(¢) auch F(w)= F{f(¢)} Fourier-transfor-
mierbar und es gilt

FF (o)} = f{iF(—w)} = /(@) VteR,

d.h. die Korrespondenz
f(6) — FLf(0)}

ist umkehrbar eindeutig.
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Rechenregeln
Es seien f und g absolut integrierbar, dann gilt

1) Linearitat

af(t)+ pg(t) e aF(w)+pG(w) a,f R
2) Konjugation

f(1) e F(-w)", f(-t)" = F(o)

Beweis:

]o F@) e’ dt = T( f@t)e™ ) dt = [T 0 ef(“’)’dtj = F(-o)"

T f(=1) e dt = T f(x) & dr

—00

- [ (@) de [ [ 1) ef'“"dr] - F(o)
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3) Streckung

f(at) o iF(ﬂj a#0

g \a
Beweis:
) 1 [ e Tdr a>0
J. f(at)e ' dt =+ @

1J‘f(z')e_jardz' a<0

L 0

1 ¢ -2 1 (o
= [ f@e @ dr=rF| =
—0
] a] \a
4) Verschiebung im Zeitbereich
f(t—a) e F(o)e ™"
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Beweis:

sz f(t—a)e’"dt = T f(0)e " dr =e ' F(w)

5) Verschiebung im Frequenzbereich
e’ f(t) o F(w-Q) QeR

Beweis:

o0

Flo—Q)= T F@)e gy = j (S0 )e ™ dt

—00

6) Symmetrien
f(-)=f(1t) & F(-o0)=F(w) d.h. f und F sind gerade
f(-)=—f(t) & F(-w)=-F(w) d.h. fund F sind ungerade
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Beweis:

f gerade: F(w)= 2T f(t)coswt dt

f ungerade: F(w)=-2 jJ' f(¢)sin wt dt
0

Zudem kann mithilfe der Zerlegung von f(¢) in den geraden Anteil
£ = (£©+ 1-0)

und den ungeraden Anteil

LO=2(fO-f(-0)

die folgende Aussage fiir reelle f(¢) bewiesen werden.

FO=1,O+1,0) = [f,(t) -* ReF(w), f,(t) -» jlmF (o)
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7)

Beweis:

f @)= f,(O)+ (1)
F(a)):2ng(t)cosa)tdt—2iju(t)sina)tdt

Differentiation im Zeitbereich
Ist zudem f stetigund f” absolut integrierbar, dann gilt

J(t) e joF(w).

Beweis:

F{ro)= j f(0ye " de = f(tye |

+jo j f(t)e ™ dt

=(f(t)coswt—j f(t)sinot)| +jo j f(H) e dt=joF (o)
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8) Integration im Zeitbereich
Seien f(f)=g'(f) und g(f)= j f(z)dr, dann gilt
jw f(r)dr o jin(a)).

Beweis:
F(o)=F{f(®}=F{g®)}=joG(w)

9) Differentiation im Frequenzbereich
Ist auch ¢/ absolut integrierbar, dann gilt

tf (1) e jF'().

Beweis:
.| ' 1 h ' Jjot

FHF (@)} == Fl(®)e”do

2z 7
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1 jot - . 1 h jot .
= — F(w)e™| - jt— j F(w)e™ dw=—jtf ()

2r o 27 7

10) Integration im Frequenzbereich
Seien F(w)=G'(w) und G(w)= _[ F(Q)dQ mit F(w) und G(w)
Fourier-transformierbar geméaf Satz §8-7, dann gilt

1 e
[ o = j F(Q)dQ.

Beweis:

fO=F {F(o)=F"{G@))=-jtg)
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11) Faltung im Zeitbereich
(f*g)(t) oo F(®)-G(w), wobei

(f*2)=[ f()gt-r)dr= [ f(t-7)g(r)dr.

Beweis:

:‘3 [T f(T)g(l‘—f)dr]ej"”dt =

.. f (r)[ T g(t—1) ef“”dt]dr =

—00

0

.. f(0)G(w)e ' dr = [ T f(7) ej‘”dz'] G(w) = F(o) - G(w)

—00
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12) Faltung im Frequenzbereich
Sind F(w) und G(w) gemal Satz 8-7 Fourier-transformierbar, dann gilt

£(t)-g(t) oo i(F*G)(a)), wobei
(F*G)(w) = IF(Q)G(@—Q)sz jF(a)—Q)G(Q)dQ.

Beweis:
17
2z *,

1 % 1 7 jor _

o) F(Q)[Z L G(o—Q)e da)] dQ =

2L [ F(Q)g(t)e’™dQ = (L [ F@) e"”dﬂj g)=/f®)-g®
T 27 2,

(L T F(Q)G(o-Q) dQ} e’'dw =
2z °,

00
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¢ S Ubungen zur Hohere Mathematik 2 / Kapitel 8
x Hochschule Bremen
5 City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 8-1: Berechnen Sie die Fourier-Reihen der folgenden Funktionen.
a)  f(x)=cos(x+7/4)
b)  f(x)=sin(x+7/6)

Aufgabe 8-2: Berechnen Sie die Fourier-Reihe der 2n—periodisch fortgesetzten Funktion
f(x)=x" fiir xe (-7, x].

Aufgabe 8-3: Berechnen Sie die Fourier-Reihe der 7-periodischen Funktion die im Intervall
(=T,0) durch die Funktion f(¢#)=—¢/T gegeben ist.

Aufgabe 8-4: Berechnen Sie die Fourier-Reihen der folgenden Funktionen.

r
cos| —t
(T J

b)  f(x)=[sin(x/2)|

a)  fO)=

Aufgabe 8-5: Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte von g(¢) = f(at)e’" falls die
Fourier-Transformierte von f(¢#) bekannt und a > 0 ist.

Aufgabe 8-6: Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der folgenden Funktionen.
1 fir te(-T/2,T/2)

0 sonst

a) f(@)= 1(—T/2,T/2)(t)9 1(4/2,7/2)(") = {

b) g(t) = L r/nr2) (2) cos(@y?)

Aufgabe 8-7: Beweisen Sie die Parsevalsche-Gleichung

o 2 _L £ 2
LJ £(@) i =—— LO|F(a))| do.

(Hinweis: Faltungs- und Konjugationsregel anwenden)
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