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10 Gewohnliche Differentialgleichungen

10.1 Einfiihrung

Viele Naturgesetze lassen sich nur durch Differentialgleichungen (DGLn)
formulieren, z.B.

)

2)

Radioaktiver Zerfall
N'(t)=—-cN(1)

Mathematisches Pendel

F.=mg

Riickfiihrungskraft

F,=-mgsinp=F N
s=lp, s"=1p"

a=s"=1¢" Bahnbeschleunigung
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3)

Nach dem Newtonschen Gesetz gilt

F=ma = mlp"+mgsinp=0 = go”—I—%singD:O.

(nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung)

Ist ¢ sehrklein = singp= @ und damit die lineare Differentialgleichung
2. Ordnung (Schwingungsdifferentialgleichung)

P"+o’p=0 mit w=,/g/l.

Federschwingung . | Ruhelage | x
F,=—cx=F T

Also gilt nach dem Gesetz D0 000006
von Newton

ma+cx =0.
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Mit a=x"und @ = \/% erhilt man ebenfalls eine Schwingungsdiffe-
rentialgleichung

x"+w’x=0.

Bei zusitzlicher Reibung

F, =—bv=-bx'

erhélt man

Fo+F.=F, mx"+bx'+cx =0

und nach Division durch m schlief3lich

x"+20x"+ w*x =0 mit §:i.
2m

4) FEinschaltvorgang ; R L
u:Ri+Lﬂ, i(0)=0 M‘L
dt — (
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di R. u
A= i(0)=0,
dd L L

d.h. lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit Anfangsbedingung.

5) Elektrischer Schwingkreis

- C
lfidt+Lﬂ+Ri:O K -
C dt

2. .
= lz‘+Ld—zl+Ré:O
C dt dt
d’i Rdi 1

—+ +—1=0,
d- Ldt LC

d.h. homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung.
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Gesucht sind jeweils die Funktionen, die auf gewissen Teilmengen des R
die Differentialgleichung erfiillen, z.B. N(¢), @(¢),x(t),i(t).

Eine Differentialgleichung ist somit eine Gleichung fiir eine Funktion, in der
die Funktion selbst und gewisse Ableitungen der Funktion vorkommen kon-
nen.

Ist die Funktion von einer Variablen abhéngig, so spricht man von einer ge-
wohnlichen sonst von einer partiellen Differentialgleichung.
Die hochste vorkommende Ableitung bestimmt die Ordnung der Differenti-
algleichung, z.B.

d’i Rdi 1 .

dt© Ldt LC
ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung.
Zusitzlich zur Differentialgleichung werden oft Bedingungen an die Losungs-
funktion gestellt.
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Zusitzliche Bedingungen

1) Anfangsbedingungen
a) y'=y, Anfangsbedingung: y(0)=1
RANEY N J‘dezj‘dx — Ildyzjdx = ln‘y‘:erCl
y Y y

= ‘y(x)‘ =" =efe" =Ce", C,>0 = y(x)=Ce", CeR\{0}
wegen y(0)=1 = C=1 = y=e¢".
b) y"+y=0, Anfangsbedingung: y(0)=0, »'(0)=1

y(x)=sinx, y'(x)=cosx, y"(x)=-—sinx.

2) Asymptotisches Verhalten Y
Y'+y' +y=0, lim y(x)=0,
z.B. geddmpfte Schwingung. ] X
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3)

Randbedingungen
3" +w’y =0, Randbedingung: y(0) =y(/) =0, z.B. eingespannter Stab.

Die Fragen, die bei der Behandlung einer DGL auftreten, sind

1

2)

3)

4)

Existenz

Ist die gegebene DGL losbar? D.h. existiert eine reellwertige Funktion,
die in einer gewissen Teilmenge /c R definiert ist und dort der DGL
und den zuséatzlichen Bedingungen geniigt?

Losungsgesamtheit, Eindeutigkeit
Wie sieht die Losungsgesamtheit der DGL aus? Existiert bei zusatzlichen
Bedingungen genau eine Losung oder existieren mehrere Losungen?

Stetige Abhidngigkeit von den zuséitzlichen Bedingungen
Fiihren kleine Storungen, z.B. in den Anfangsbedingungen, nur zu ge-
ringfiigig abgednderten Werten der Losung?

Losungsmethoden
Wie bestimmt man die allgemeine Losung einer DGL?
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Definition 10-1: (gewohnliche DGL n-ter Ordnung)

Essein e N, F: D(F) cR""”? > R.

Ly

2)

3)

Fxp,y,..., y(”)) =0 heillt gewohnliche DGL n-ter Ordnung. Lisst sich
F(x,p,)",....y") = 0 nach y" aufldsen, d.h. existiertein f: D(f)c R"*!
— R mit y" =f(x,,),....»" "), soheiBt diese DGL eine explizite DGL
n-ter Ordnung. Sonst heif}t sie implizite DGL n-ter Ordnung.

Eine Funktion y € C"(I) heiit Losung der DGL auf /c R, wenn (x,
(), (%),.... " (x)) € D(F) und F(x,p,y,...y")=0 Vx el

Sind zusédtzlich zur DGL noch Anfangsbedingungen (&)= 1., y'(&) =
nl,...,y("_l)(f) =7,, mit £ lund 77, € R gegeben, und erfiillt y als
Losung auch diese Anforderungen, so heil3t y Losung des Anfangswert-
problems (AWP).
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10.2 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Gegeben sei ein Anfangswertproblem (AWP) 1. Ordnung, d.h.
V=), y(&)=1n.

10.2.1 Geometrische Interpretation

Richtungsfeld
Ist y Losung der DGL, so muss gelten

Y'(x) = f(x1(x))
Demzufolge ist die Steigung von y(x) an der Stelle x gleich f(x,y(x)).

Zeichnet man in moglichst vielen Punkten (x,y)” € R* ein Stiick Tangente
mit der Steigung )’ =f(x,y), so erhélt man ein Richtungsfeld, aus dem man
den ungefahren Verlauf des Losungsgraphen ablesen kann, wenn man bei

(&,n)" beginnt.
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Beispiel:
y'=x+y, y(0)=0, exakte Losung des AWP: y(x)=¢" —1-nx.

1 I 7 17 17
Richtungsfeld AR p
7 7 1 1 1 1
;S 75 fF f /i 7
————— s 7 7 7 t 1
e VA A A 4 YA |
N ~ /s s ¢ 1
\ NN N - e o 7’ /7 /7 s P g
N NN Y - S r I
N NN ~ - S /7 7
A e T
—2 NN\ \_l\ N O~ — -~ /1/ s 7 7 2
NN N N N N NN - —-— A Y A4
A N N N N N NN - —_—— v o s
A W N W U e e ~ -~ — e )
A Y L S W U U U W N N T - 7
A A S U W U U Y N\ N e e e e
U U N S U N RN N NN - - -
AU U U S U N NN \ NN N m e
S N O O U Y T N NN NN = m =
Isoklinen

Die Isoklinen sind ein Hilfsmittel, das Richtungsfeld schneller zeichnen zu
konnen. Isoklinen sind Kurven gleicher Steigung, d.h.
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K, ={(XJER21 f(x,y)zC}, CeR.
y

Die Isoklinen in obigem Beispiel sind
y+x=C = y=C-x = Geraden mit der Steigung —1.
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10.2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Nun wird untersucht, unter welchen Voraussetzungen ein AWP 1. Ordnung
losbar bzw. eindeutig 16sbar ist.

Definition 10-2: (Lipschitzbedingung)
Es sei f: DcR?— R. Dann geniigt f auf D einer Lipschitzbedingung
bzgl. y genau dann, wenn ein L > 0 existiert mit

‘f(xay)_f(xa.f})‘ SL‘y_j;‘ v(xay)Ts(xs.f/)T eD.

Satz 10-1:
Existiert in D c R* die partielle Ableitung 0f/0y und ist &f/dy in D ste-
tig und beschrankt mit

‘@(x, WISL Y(x,»)" eD,
qy

dann geniigt / auf D einer Lipschitzbedingung bzgl. y.
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Satz 10-2: (Existenzsatz von Peano)
Es seien (&) € R%, a>0, f>0 und

=) st

AuBlerdem sel f: I — R stetig auf 1,

K = max ‘f(x,y)‘ und 5=min{a,£}.
(. el K

y—n\éﬁ}.

Dann existiert auf
Us(&)={xeR: [x-& <5}
mindestens eine Losung y des AWP

V= f(x,p), y(&)=n.
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Satz 10-3: (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof)
Es seien (&) € R%, >0, >0 und

X
Iz{( j: ‘x—f‘ﬁa, ‘y—n‘sﬁ}.
y

Ferner sei f: I — R stetig auf / und geniige auf / einer Lipschitzbedingung
bzgl. y sowie

K = max ‘f(x,y)‘ und o = min{a,ﬁ}.
(x. ) el K

Dann existiert auf
Us(&)={xeR: [x-& <5}
genau eine Losung y des AWP
Vi=fy), y(@)=n.

Beweis: s. Literatur
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Anmerkung:
Der Satz gilt auch, wenn = ist. Dannist 0= « und eine eindeutige Lo-
sung y existiert auf U (&)= {x eR: ‘x— 5‘ < a} :

Der konstruktive Beweis liefert gleichzeitig das iterative Losungsverfahren
von Picard-Lindelof

Yo () =7, 3, =7+ f(,3,,(0))dt, neN, xeU,(&).
4

Beispiel: Anwenden des Verfahrens von Picard-Lindelof
yi=x+y, y(0)=0

f(x,y)=x+y ist stetig auf R* und

J,(x,y) =1 ist stetig und beschrénkt auf R?.

= Lipschitzbedingung bzgl. y ist erfiillt auf R

= Voraussetzungen des Satzes sind erfiillt fiir o = f = .
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— Es existiert eine eindeutige Losung y(x) auf R.

Verfahren von Picard-Lindelof

X

Yo(x)=0, y,(x)= O"'. (t+yn—l (t))dt

0

o tzx 32
x)=|(t+0)dt =—| =—
Y (x) .0( ) 2| 2
X p JRC
X)=\||t+— |dt =—+—
() J 2] 2! 3!
x 2 3 2 3 4
y3(x): t+t__|_t_ dt:x_+x_+x_
Y PANEK) 21 31 4!
n+l xk
v, (x)= ZF (Beweis durch Induktion)
k=2 1.
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n+l Lk

X =\ X =X
y,(x) = — y(x)=) —=>» —-l-x=€¢"-1-x.
270 2020

= y(x)=e"—1-x istcinzige Losung des AWP y'=x+y, y(0)=0 auf R.

Beispiel: (keine Eindeutigkeit)

¥ =3y", »(0)=0
Losungen: y(x)=0 und
y(x)=(x+C)’, »(0)=0
= y(0)=C’ = C=0 = y=x".

Es lassen sich noch weitere Losungen mit y(0) =0 folgendermallen kon-
struieren

0 fur x<0 x+C) fir x<-C
yxy=42 M oder y(x)={FTC) furx<=C
x> fur x>0 0 fir x>-C
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Es existieren somit unendlich viele Lésungen durch den Punkt (0,0)". Dieses
AWP ist also nicht eindeutig 16sbar. f geniigt nicht der Lipschitzbedingung
bzgl. y in U((0,0)"), denn f,(x,y) =2y " existiert nicht in (0,0)".

10.2.3 Trennbare Differentialgleichungen

Vi=f(x)gy), y(&)=n

Ist f stetig auf [a,b] mit &€ [a,b] und g(y) stetig differenzierbar auf
[c,d] mit 7 € [c,d], dann ist das AWP eindeutig 16sbar auf Ug(<£).

a) Sonderfall: Ist g(y)=0 fiir y € [¢,d], so untersucht man, ob dieses y
Losung der DGL ist, z.B.

y' =x(y—-1) = y(x)=1 ist Losung der DGL auf R.
b) Ist g(y)#0 auf [c,d], so gilt
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4

V= I0)80) = = () = [—osdv= [fdeC

1
— j@ y = [ f(x)dx+C.

Ist G Stammfunktion von 1/g auf [a,b] und F Stammfunktion von f
auf [, dann gilt

G(y(x))zF(x)+C.

Ist G nach y auflosbar, so liefert die Gleichung G(y)=F(x)+ C die
Losung der DGL y'(x) =f(x) g(»).

Beispiel:
D y'=x(y-1
a) Sonderfall y(x)=1 ist Losung auf R.
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b) y#1
| X
= jﬁdyzjxdx+Cl = ln‘y—l‘=7+Cl

= |y-1 =G 2 G e = €L e mit C, =€ >0
= y-1=C,e"? mit C, e R\{0}

= y(x)=1+C,e"? mit C; e R\{0} und y(x)=1 sind alle
Losungen der DGL
= y(x)=1+ Ce”” mit CeR ist allgemeine Losung auf R.

Ist zusédtzlich die Anfangsbedingung y(0) =0 gegeben, dann liefert

p(0)=1+C=0 = C=-1
schlieBlich mit

y(x) — 1_€x2/2
die Losung des AWP y'(x)=x(y—1), y(0)=0 auf R.
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2) y=x"e”’
a) Sonderfall entfillt, da e # 0.
1 _ 2 _ 2 _ X3
b) I;dy—fx dx = J.eydy—jx dx = e’ —?+C
3

3
= y=In Lo st allgemeine Losung auf {xelR: eN( 1Y
3 3

Die zusitzliche Anfangsbedingung y(0) = 0 liefert hier
y(0)=In(C)=0 = C=1

y(x)=In (%3 + lj

als Losung des AWP ' =x’e¢”, »(0)=0 auf {x eR: x> —i/g}

und damit
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10.2.4 Durch Substitution losbare Differentialgleichungen

ax+by+c

j, y(&)=n
ax+ pfy+y
Sind f und f, stetig auf U ((é‘, n)" ) = AWP eindeutig 16sbar.

A) V' = flax+by+c), a=5=0
Substitution: u(x) =ax+ by(x)+c
= u'=a+by'=a+bf(u) = l6sbar durch Trennung der Variablen.

y'=f(x,y)=f(

Beispiel:

Y'=(x+y), ¥(0)=0

Fir £(x,y) = (x+y)* gilt f, /, sind stetig auf R?
= AWP ist eindeutig I6sbar auf U(0).
Substitution: u(x) =x+ y(x)
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u'=1+y =1+u’> =

2

=1 :>I u dx=Idx

l+u 1+ u?

= J.1+1u2 duz_[dx = arctanu =x+C = u=tan(x+C)=x+ y(x)

= y(x)=u—x=tan(x+C)—x, C e R ist allgemeine Losung.
(0)=0 = y(0)=tanC=0 = C=0 = y(x)=tan(x)—x

ist die Losung des AWP auf U(0) mit U(0) = { xeR: |x< 7[/2}.

B) y'=/f(y/x), a=c=p=y=0
Substitution: u(x) = y(x)/x
I L | :l(yr_zj = L(Fw-u)
X

X X X
—> losbar durch Trennung der Variablen.
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Beispiel:
,_ Y +2xy
Y= y(2)=-8/3
Fiir f(x,y) = (" +2xy)/x gilt £, sind stetig auf U((2,-8/3)")
— AWP ist eindeutig losbar auf U(2).

et
X X X

Substitution: u(x) = y(x)/x

= u'=l(f(u)—u)=l(u2+2u—u)=u2+u

X X X

1 1 | 1
= Iu2+uduzj.;dx = J.u(qul)du:J‘;dx

1 | | ~
= j;du—fu+1duzj-;dx = ln‘u‘—ln‘u+1‘:ln‘x‘+(]
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= ln—=ln‘x‘+é — —:‘x‘eé = 2L —x
u+1 u+1 u+1
= u=Cxu+Cx = u(l1-Cx)=Cx
= u= " CZ und die Sonderfille u(x)=0, u(x)=-1 sind Losungen.
—Cx

2

= y(x)=u(x)x= " und die Sonderfille y(x)=0, y(x)=—x

sind Losungen der DGL.

y(2)=-8/3 = y(x)=0, y(x)=—x erfiillen die Anfangsbedingung
nicht, aber

y2)=—2¢ 8 _ heo160-8 = =2
1-2C 3

2

ist Losung des AWP auf U(2)=(1/2,o).

2x
= y(x)= 1
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) b
Q) y = 7| FrEe | it det| @ P20, dn. [“] und | ] sind
ax+ py+y a f b S

linear abhiingig und es existiert ein A mit (a,b)" = A(a, B)".

Substitution: u(x) = ax + By(x) + y

u'=a+py'
=0{+,B]~‘ ax+by+c ):a+ﬂf(l(ax+ﬂy+7)—/1)/+c]
ax+ py+y ax+ py+y
o+ B] ﬁ”‘jy“}mﬂﬂu)

= losbar durch Trennung der Variablen.

Beispiel:
, 4x—-2y-2
2x—y+3

y , ¥(0)=0
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Fiir f(x.y) = (4x—2y—2)/(2x—y+3) gilt £,/ sind stetigauf T((0,0)")
= AWP ist eindeutig I6sbar auf U(0).

4 -2 4 2
det =4+4=0 = =A = A=2
2 -1 -2 —1

Substitution: u(x) =2x —y(x) + 3

2(2x—y+3)—6—2:2_2u—8:2_];(u):§
2x—y+3 u u

u=2-y=2-

= Iudqujdx+C' = §:8x+(5 = u’ =16x+C

= u=+J16x+C = y(x):2x+3—u(x)=2x+3im.
$(0)=0 = y(0)=3+/C=0 = C=9 und (-)

—_ y(x)=2x+3—\/m ist Losung des AWP auf U(0)=(-9/16,).
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D) y'=f£ ax+by+c ] mit det(g IZ];«&O, d.h.

ax+ pBy+y
es existiert genau ein (x,,y,)’ mit (Z Zj(;oj = (:}C/j
Substitution: u(x) =x —x,, v(u)=y(x) -y,
= dv(u(x))/dx =V(w)u'(x)=y'(x) = V(u)=y'(x)
V(1) = j; ax+by+c—ax,—by,—c j_ ]?[ a(x—x,)+b(y—1y,) j

ax+py+y—ax,—Py,—r) " laGx—x)+B-,)

=f autby = f atbvju =]A‘£Xj —> l6sbar nach B).
au+ v a+ fBviu u
Beispiel:
, x—y+3
===, 3(0)=0

x+y+1
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Fiir f(x.y)=(x—y+3)/(x+y+1) gilt £, sind stetig auf T((0,0)")
= AWP ist eindeutig l6sbar auf U(0).

ol Vo= (G- CHET

Substitution: u(x)=x+2, v(u) =y(x)—1
x—y+3—-(-2)+1-3
Xx+y+1-(=2)—1-1
C(x+2)-(y-D) _u-v _1-viu (v
_(x+2)+(y—1)_u+v_1+v/u_f(ﬂj'

= V(w)=y'(x)=

Substitution: w(u) = v(u)/u

w'=£(f(w)—w):l(l_—w—w]

ul\l+w

_ll—w—w—w2 _ll—2w—w2

u 1+w u l+w
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I+w 1 24+ 2w 1
J zdw:——_[ > dw:j—du
1-2w—w 2w +2w-1 u

= —%ln‘wz +2W—1‘ =ln‘u‘+(~f

2
u

+C > w2+2w—1=£2.

= ln‘w2 +2w—1‘ :—2ln‘u‘+ézln
U

Mit w=v/u folgt

2
(lj +2Z—1=£2 = VvV +2uv-u'=C = v=—ux~C+2’

u u u

und mit u=x+2,v=y—1 schlielich y=1—(x+2)i\/C+2(x+2)2.
1(0)=0 = y(0)=-12J/C+8=0 = C=-7 und (+)
= p=—l-x+2(x+2)> =7

ist Losung des AWP auf U(0) = (\/7/7 — 2,00).
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10.2.5 Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
V(@) +a(x)y(x)=f(x), y(&)=n

Sind a, f stetig auf U(E)=[E-a,&+ ], dann ist das AWP auf U(&) =
(& —a,+ ) eindeutig 16sbar, denn fiir

g(x,y) = f(x)—a(x)y
gilt g, g =—a(x) sind stetigund g, beschrinkt auf U(¢) x R. Sind a, f
stetigauf R = a= =0 = AWP ist eindeutig 16sbar auf R.

Die rechte Seite der DGL heilit Storfunktion. Die DGL heif3t homogen,
wenn f= (0, andernfalls heif3t sie inhomogen.

Da die DGL linear ist, setzt sich die allgemeine Losung aus der allgemeinen
Losung y, der homogenen DGL

V' +a(x)y=0
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und einer partikuldren Losung y, der inhomogenen DGL

y'+a(x)y = f(x)
zusammen, also
y(x) =y,(x)+y,(x).

1) allgemeine Losung der homogenen DGL
y'=-a(x)y
a) Sonderfall y(x) =0 ist Losung der homogenen DGL.
b) y(x)# 0, Trennung der Variablen

1
—dy=- d.
= Iy ly ja(x) X
= ln‘y‘z—ja(x)derC'
‘y‘ = e_A(x)+é, A(x) = ja(x) dx
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= y,=Ce "™ mit A(x)= Ia(x) dx und CeR
ist allgemeine Losung der homogenen DGL ' =—-a(x)y,
wobei der Sonderfall y(x)=0 fiir C =0 enthalten ist.

2) partikuldre Losung der inhomogenen DGL
Ansatz: Variation der Konstanten

y,®)=Cx)y (), ()= = y (x)=Cx)yx)+Cx)y/x)
Einsetzen in die inhomogene DGL

yi+ax)y = f(x)
liefert

C'(xX)y,(x) + C(x) yi(x) + a(x)C(x) y (x) = f(x)
C'(0)3,(x) + Cx) (¥ (x) +a(x),(x)) = f(x).

Wegen y/(x)+ a(x)y,(x) =0 folgt
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Cmm =1 = C@=L2 3020 = =L g
(X) yl(x)

Y
= 3,0 = 30| § ((’;)) dx

ist partikuldre Losung der inhomogenen DGL y'+a(x)y = f(x).

Also ergibt sich aus y(x) = y,(x)+ y,(x) nach Einsetzen die allgemeine L6-
sung der inhomogenen DGL zu

y(x)= yl(x)(CJr_[J{((i)) dxj, CeR, y,(x)=exp(—[a(x)dx).

Die spezielle Losung des AWP mit der Anfangsbedingung y(&) = 7 lautet

& J.J{()dtJ mit yl(x)—exp( j a(t)dt).
M & 1

y(x) =y (X){
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Beispiel:
1) y'+sin(x)y=2sinx, y(0)=0

a(x)=sinx, f(x)=2sinx sind stetig auf R
— AWP ist eindeutig I6sbar auf R.

alleemeine Losung der homogenen DGL

—jsin xdx

yl(x):e :ecosx - yh(x):Cecosx, CER
ist allgemeine Losung der homogenen DGL.

partikulare L.osung der inhomogenen DGL

C(x) :J. f(x) dx:J‘250101;1xdx:-.'28inxe—cosxdx:ze_COSx
i (x) e

= y,(x)=C(x)y,(x) =2 e =2
ist partikuldre Losung der inhomogenen DGL, die hier aber auch

leicht zu erraten gewesen war.
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= y(x)=y,(0)+y,(x)=Ce™" +2

ist allgemeine Losung der inhomogenen DGL.
y(0)=0 = y(0)=Ce+2=0 = C=-2/e
= p(x)=-2e"+2

ist Losung des AWP auf R.

di R. U
2) “+—i=—, i(0)=0
Va0

a(t)=R/L, f(t)=U/L sind stetig auf R
= AWP ist eindeutig 1osbar auf R.

alleemeine Losung der homogenen DGL

R R R
(x)=exp| —|—dt |=exp| —1t | = i, (x)=Cexp| ——1t |, CeR
(%) p(ij p(L] (%) p(Lj

ist allgemeine Losung der homogenen DGL.
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partikulidre Losung der inhomogenen DGL

U/L UL _(R) U_ (R
=] exp ( (R/L)t)dt LR p(ftj_ReXp (Lt)

= ip(t) =C(1)i,(?) :%exp(gtjexp(—gtj :%

ist partikuldre Losung der inhomogenen DGL.

- i(t):ih(t)+ip(t)=Cexp(—§tj+%

ist allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

i(0)=0 = i(0)=C+Z=0 = c=-Y
R R

: U R u U R
= l(t) = —ECXP(—Zl‘j‘FE :E[l—eXp(—ztjj

ist Losung des AWP auf R.
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3) y'+tan(x)y=sinx, xe(-xz/2,7/2), y(0)=1
a(x)=tanx, f(x)=sinx sind stetig auf (-7z/2,7/2)
— AWRP ist eindeutig losbar auf (—7z/2,7/2).

alleemeine Losung der homogenen DGL

—Itanxdx ln(cosx)

y(x)=e =e =cosx = y,(x)=Ccosx, CeR
ist allgemeine Losung der homogenen DGL.

partikulidre Losung der inhomogenen DGL

)= j cosx
= y,(x) =C(x)y,(x) =—In(cos x) cos x

sin X

x =—In|cos x| =—In(cosx) Vxe(-7/2,7/2)

ist partikuldare Losung der inhomogenen DGL.
= y(x)=y,(x)+y,(x)=Ccosx—Incosx-cosx =cosx(C —Incosx)
ist allgemeine Losung der inhomogenen DGL.
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y(0)=1= y(0)=C=1
= yp(x)=cosx (1 —Incos x) ist Losung des AWP auf (—7z/2,7/2).

10.2.6 Exakte Differentialgleichung
fx,y)+g(x,»)y'=0 mit f, =g auf MR’

Hierbei muss M ein einfach zusammenhingendes Gebiet sein und f, g €
C'(M). Unter der obigen Voraussetzung f,=g, auf M erfillt das Vek-
torfeld v=(v,,v,)  =(f,g)" die Integrabilititsbedingung V=V, auf M
und damit existiert auf dem einfach zusammenhédngenden Gebiet M ein
Potential

u: M —>R mit u =/ und u,=g.

Damit ist
u(x,y(x))=C
die allgemeine implizite Losung der exakten DGL, denn fiir u(x,y(x))=C
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erhilt man durch differenzieren nach x
d ,
U (2, y(x)) = u, (x, y(x)) +u, (x, y(x)) y'(x) = 0.

Gelingt es, die Gleichung u(x,y(x)) = C nach y aufzulosen, so erhdlt man
die Losungen y in expliziter Form.

Beispiel:

(1+5° +3x* )+ 2xy+x° =1)y =0

Mit f(x)=1+y"+3x’y und g(x)=2xy+x —1 giltauf R
f, = 2y+3x’=g_.

Da der R* einfach zusammenhingendes Gebiet ist, ist die gegebene DGL
exakt und es existiert ein Potential u(x,y) auf R®.

u, = f = u(x,y)=[(1+y" +35p)dx+h(y) = x+ 07" +x'y+ ()
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u,=g = u(x,y)zI(ny+x3—1)dy+h2(x)=xy2+x3y—y+h2(x)
= u(x,y)=xy° +x’y—y+x ist Potential auf R’.

= u(x,y)=x—y+xp°+x°y=C ist allgemeine implizite Losung der DGL.

Auflosen nach y liefert schlieBlich die Losungen in expliziter Form.

10.2.7 Exakte Differentialgleichung durch integrierenden Faktor

S, ) +g(x,y)y'=0 mit f =g

Diese DGL ist nicht exakt. Man kann versuchen, diese DGL durch Multipli-
kation mit einem Faktor (integrierenden Faktor) zu einer exakten DGL zu
machen, d.h.

w(x,y) f(x,y)+ u(x,y)g(x,y)y"=0.

Damit diese DGL exakt ist, muss gelten
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(wf),=(ug), & uf+uf,=ung+tug, < gu.—fu =0,-g)lu
Dies ist eine partielle DGL 1. Ordnung fiir den integrierenden Faktor .

Hier werden wir diese partielle DGL nur fiir zwei Spezialfille 10sen.

1) u 1stnur von x abhingig, d.h. u(x)

= ()= (f, — g uln) = LD L8
H(x) g
= J‘/;’((;))dxz..fy;gx dx = ln‘,u(x)‘:J‘fy(;gx dx
= ,u(x):exp( /=8 dx].
-8

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn (f, — g,)/g unabhéngig von y ist.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 10-42




2) u istnur von y abhingig, d.h. u(y)

o UG =(f - g uly) = KO &,
H(y) f
ﬂ’(y) 'gx—fy gx—fy
= fﬂ(y) ] = In|u(y)| f I

= u(y)=exp[: gx;fy dyj.

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn (g, —f,)/f unabhéngig von x ist.

Beispiel:

(1=xp)+(xy—x")y'=0, y(1)=0

Mit f(x,y)=1-xy und g(x,y)=xy—x" gilt
y'==f(x)/g(x,y)=F(x,).
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F und F, sind stetig auf U((1,0)") = AWP ist eindeutig losbar auf U(1).
Da f —-g =-x—(y—2x)=x—y#0 = DGL nicht exakt.

_ — 1 . -
fy Ex 7y 2 ist unabhéngig von y
g x(y-x) x

- (1/x)dx —Inlx 1 . . . .
Jro =e ™ =" istfiir x>0 integrierender Faktor.

X

= u(x)=e

Somit 1st die DGL
l(l—xy)+l(xy—xz)y’ =0 = (l—y}(y—x)y’ =0, x=0
X X X
exakt. Wegen
1
u (x,y)= ~7Y und u (x,y)=y—x
folgt
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u(x,y>=_'(§—y)dx+m>=1n\x\—xy+h<y>
u(x,y>=.'<y—x>dy+h2<x>=§—xy+h2<x>

2

= u(x,y)= y? —xy+In ‘x‘ ist Potential

2

= u(x,y) =y7—xy+ln‘x‘ =C = )’ —2xy+2ln‘x‘ =C
ist allgemeine implizite Losung fiir x # 0.

Auflésen nach y liefert mit

y(x):xi\/x2+C—2ln‘x‘=xi\/x2+C—lnx2

die expliziten Losungen der DGL fiir x* > Inx” - C.
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Aus der Anfangsbedingung y(1) =0 folgt dann mit
y)=1#J1+C =0 = C=0 und (-)

schlief3lich

y(x)=x—+x’—Inx’ ist Lésung des AWP auf (0,0).
(x*>Inx* istfiiralle x>0 erfiillt)

10.2.8 Bernoullische Differentialgleichung
V'=f(x)y+gx)y’, y(&)=n, aeR\{0,1}
£, g stetig auf [a,b] mit & € [a,b] (=0, a=1 = lineare DGL).
Sonderfall: y(x) =0 ist Losung der DGL fiir a> 0.
Die Substitution u(x) =y' *(x) fiihrt fir  auf die lineare DGL
u'=(1-a)f(x)u+(1-a)g(x),
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denn
u=(1-a)y“y'=(1-a)y™“(fy+gy*)
=(l-a)fy " +(-a)g=(1-a)fu+(-a)g.

Beispiel:
YV ==2x-x3, y0)=1, a=3
Mit F(x,y) = 2xy —x°y° gilt
F, F, sind stetig auf R* = AWP ist eindeutig losbar auf U(0).
y(x) =0 ist Losung der DGL, erfiillt aber nicht die Anfangsbedingung.
Substitution u =)' =y~ fithrt mit f(x)=—-2x und g(x)=-x" zu
u' =(-a)(2x)u+1-a)(—x")=4xu+2x’,
d.h. linear DGL in u.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 10-47

alleemeine Losung der homogenen DGL:

4xdx 22 22
u'—4xu =0, ulzeI =" = u,=Ce™".

partikulidre Losung der inhomogenen DGL.:

C(x)= j

3
2x2 dx = —l(2x2 +1)e_2)62
e2x 4
= u (x)=C(x)u,(x) = —l(2x2 +1)e_2’6262x2 = —lx2 1
P : 4 2 4
2w Lo, 1
= u(x)=u,(x)+u,(x)=Ce —Ex e
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Da y*(x) = l/u(x)

= y(x)== 2 !
JCe —x2/2-1/4

sind alle Losungen der inhomogenen DGL.

und y(x)=0

1 5
y(O)—l = y(O)—im—l = C_Z und (+)

y(x)= - 2 ist Losung des AWP auf R,
2x 2
\/ Se™ =2x"—1

(5¢* >1+2x% ist erfiillt fiir alle x € R).
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10.2.9 Riccatische Differentialgleichung
Y= )y +g)y’ +h(x), »(&)=n
f,g,h stetig auf [a,b] mit & € [a,b].

Die allgemeine Losung der Riccatischen DGL kann bestimmt werden, wenn
eine Losung y, bekannt ist. Sei also y, eine Losung der gegebenen DGL,
dann fiihrt der Ansatz

1
y(x)=y,(x) +E

auf weitere Losungen der DGL.

Fur die unbekannte Funktion u# erhilt man die lineare DGL

u' =—(f(x)+2g(x)y, () )u—g(x),

denn
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2
W 1 1 2gy
V=y-—=f|y,+— +g(yp+—j +h:fyp+i+gy§+—p+%+h
u u u u u u

und da
, u'  f+2gy, g
yp=fyp+gy§+h=>—u2= y p+u—2

folgt nach Multiplikation mit —u°
u'=—(f+2gy,)u—-g.
Beispiel:
Y ==QRx+)y+y  +(1+x+x%), y(0)=1/2
f)=—2x+1), gx)=1, h(x)=1+x+x" stetig auf R.
Mit F(x,y)=-Qx+ 1)y +)y*+ (1 +x+x°) und F,F, stetig auf R’
— AWP ist eindeutig losbar auf U(0).
y,(x) =x ist Losung der DGL, erfiillt aber nicht die Anfangsbedingung.
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y=y,+ l/u fihrt fir u auf die lineare DGL
u'=—(—Qx+D+2x)u-1 > u'=u-1 = u'-u=-1.

alleemeine Losung der homogenen DGL

dx
u'-u=0, u, =eI =e¢" = u,(x)=Ce".

partikulidre Losung der inhomogenen DGL
u,(x)=1

= u(x)=u,(x)+u,(x)=1+Ce

L
u(x) 1+ Ce*

p(0)=1/2 = »0)=1/(1+C)=12 = C=1

= y(x)=y,(x)+

= y(x)=x+ " : — ist Losung des AWP auf R.
e
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10.3 Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
10.3.1 Grundlagen

Definition 10-3:

a) Ly]l:==y"+a, )y" V+.. +a,(x)y +ayx)y=f(x) heiBt lineare DGL
n-ter Ordnung in Normalform, d.h. die Ableitungen y* (k=1,...,n) und
die Funktion y kommen nur in linearer Form vor und die Koeffizienten-
funktion von y ist identisch 1.

Ferner seien die Koeffizientenfunktionen «; (i=0,1,...,n—1) und die
Funktion f(x) der rechten Seite auf einem gemeinsamen Intervall / c R
definiert und stetig.

b) Ist f(x) =0, so heilit die DGL homogene lineare DGL. Sind alle Koeffi-
zientenfunktionen a; (i=0,1,...,n—1) konstant, so hei3t die DGL line-
are DGL mit konstanten Koeffizienten.
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Satz 10-4:
Gegeben sei eine lineare DGL n-ter Ordnung L[y] =f(x) mit q,, f stetig
auf [, dann gilt:

a) Mit y, und y, ist auch jede Linearkombination ¢,y + ¢,y, (¢;,¢, € R)
Losung der homogenen linearen DGL =0 auf /.

b) Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL L[y] =f(x) ist
von der Form y =y, +y,, wobei y, die allgemeine Losung der zugehd-
rigen homogenen DGL L[y] =0 und y, eine spezielle (partikuldre) Lo-
sung der inhomogenen DGL L[y] =f(x) 1st.

Beweis:
a) Sei L[y,]=L[y,]=0 (L istein linearer Operator)

= Ly +,3,]= Zak(x)(clyl + Czyz)(k)

k=0

=¢, > a, () +¢,> a(x)y=c LIy 1+, Ly,]1=0.
k=0 k=0
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b) Sei L[y,]=0 und L[y,]=/(x)
= Ly, +y,1=Lly, I+ Lly,]1= f(x)
= y,+Y, ist Losung der inhomogenen DGL.
Ist nun y eine beliebige Losung der inhomogenen DGL und y, die allge-

meine Losung der homogenen DGL, so gilt L[y -y, =L[y,]=f(x) = y,
=y —y, ist eine spezielle partikuldre Losung der inhomogenen DGL.

Das Losen einer linearen inhomogenen DGL besteht also aus zwei Schritten:
1. Bestimmen der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen DGL.
2. Bestimmen einer beliebigen partikuldren Losung der inhomogenen DGL.
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Satz 10-5: (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
Es seien a,, f: (a,b) > R stetig auf (a,b),i=0,1,...,n-1, & € (a,b), n,,
....17,_; € R fest, dann existiert genau eine Losung der linearen DGL.

LIyl=y" +a, ()P 4o+ a,(0)y +a,(x)y = £(x)

mit den Anfangsbedingungen
W& =1 V()= ¥ () =1,

Definition 10-4:

Die Funktionen y,,...,y,: IcR—>R

a) heilen linear abhingig auf /, wenn es Konstanten c,c,,...,c, € R gibt,
die nicht alle gleich Null sind, so dass gilt

an(X)+e,y,(x)+-+c,y,(x)=0 Vxel,
b) heiflen linear unabhingig auf 7, wenn sie nicht linear abhéingig sind, d.h.

ch.yl.(x)zO Vxel = ¢ =c,=-=¢c,=0.

i=1
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Beispiel:
3
n(x) = X, Y (x) = ‘x‘
= »,,», sind linear abhéngig auf (0,00), denn
Y (x)=y,(x)=0 Vx e (0,0),
aber y,,y, sind linear unabhingig auf R, denn
an(X)+6,,(x) =0 VxeR
fuir x=1 = ¢ +c =O}
= ¢, =¢,=0

= »,,¥, sind linear unabhédngig auf R

x=-1 = —¢+c,=0
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Definition 10-5:
Sei y, € C"(I),i=1,...,n, so heiBt

n(x) »,(x)

() = det yi(x)  y(x)

nE )

Wronski-Determinante der Funktionen y,,y,,...,7,.

Satz 10-6:

Y, (X)
Y, (%)

yI P (x)

Sind y,,,...,», LOsungen der linearen, homogenen DGL n-ter Ordnung
L[y]=0 auf (a,b), dann sind y,,y,,...,y, linear unabhéngig auf (a,b) ge-

nau dann, wenn W(x,) # 0 fiir ein x, € (a,b).
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Beispiel:

) =1 y,(x)=x, y;(x)=¢

sind linear unabhingig auf R, denn
¢ l+c, - x+c;-e' =0 = ¢, =0
¢, 0+c,-1+¢c,-e" =0 = ¢, =0 = linear unabhéngig
¢, 0+c,-0+c;-¢"=0= ¢,=0

Tl=e" >0 VxeR

X

W (x)=det

S O =
S~ =
QA N N

W(x) immer =# 0, also linear unabhingig.
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Satz 10-7:
Esseien a;: (a,b) = R stetigauf (a,b),i=0,1,...,n—1, dann hat die lineare,
homogene DGL n-ter Ordnung

Ly1=y" +a, , ()" + -+ a,(x)) +a,(x)y =0

auf (a,b) genau n linear unabhingige Losungen y,,y,,...,»,. Jede Losung
von L[y] =0 isteine Linearkombination dieser y, und somit ist

V, =ZCi yi(x), C.eR

i=1

die allgemeine Losung der homogenen DGL.

Anmerkung:

Man nennt » linear unabhingige Losungen y,; (i=1,...,n) von L[y]=0
Fundamentalsystem, da jede Losung von L[y] =0 sich als Linearkombina-
tion dieser y; darstellen lasst.
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Hat man ein Fundamentalsystem der linearen, homogenen DGL gefunden,
so ist nun noch eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL zu bestim-
men. Man kann sich eine partikuldre Losung evtl. durch Erraten verschaffen.
Ein systematisches Vorgehen zur Bestimmung einer partikularen Losung lie-
fert die Methode der Variation der Konstanten.

Satz 10-8: (Variation der Konstanten)
Bilden die Funktionen y,,y,,...,y, auf (a,b) ein Fundamentalsystem der
linearen, homogenen DGL n-ter Ordnung L[y] =0, so ist

2,(9= 3G, ) mit €= [ % e fir i

N
eine partikuldr Losung der linearen, inhomogenen DGL L[ y] = 1. Hierbei ist
W(x) die Wronski-Determinante von y,,y,,...,y, und W.(x,f) die Deter-
minante der Matrix, die entsteht, wenn man in der Matrix von W(x) die i-te
Spalte durch (0,...,0, (x))" ersetzt, also
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nx oy () 0 Vin(¥) oy (x)
yx) o yL(x) 0 y;+1(x) e y,(%)
Wix f)=det| s s s
W) ey 00w 2)(96) » o (x)
(n Yx) e ) )y ) e J/,Sn_l)(x)

Anmerkung:

Die Berechnung von y, nach diesem Satz ist nicht immer schr einfach, da
die zu berechnenden Integrale unangenehm sein konnen. Wenn man einen
speziellen Ansatz flir y, machen kann, z.B. bei linearen DGL mit konstanten
Koeffizienten und rechten Seiten der Form

cos ,Bx}

! (X)=61(x)€‘”{Sin s’

so sollte man auf die Variation der Konstanten verzichten.
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Beispiel:
3.m 2
xy"=3x"y

14

+6xy —6y=2x"
In Normalform lautet diese lineare, inhomogene DGL 3. Ordnung

V' +a,(x)y" +a,(x)y +a,(x)y = f(x)

6

mit az(x):—%, al(x)zy, ao(x)z—? und f(x)=2,

wobel aqy(x),a,(x),a,(x) und f(x) stetig auf (—o0,0) bzw. (0,00). Mit

»()=x, y,(xX)=x", y,(x)=x

sind drei Losungen der homogenen DGL bekannt, die wegen

x x> X b 34 .
Wx)=det| 1 2x 3x* |=xdet roo —det o =2x°
2  6x 2 6x
0 2 o6x
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und damit W(x,)#0 fir x, €(0,0) ein Fundamentalsystem bilden. Die all-
gemeine Losung der homogenen DGL lautet somit

y,(x) = Cy,(x)+ C,p, (%) + Cyy,(x) = Cx + Cox* + Cyx°.
Die partikuldre Losung y,(x) gewinnt man nun durch Anwenden der Me-

thode der Variation der Konstanten wie folgt, vgl. Satz 10-8. Bestimmen der
Determinanten

x x X 0 x* x
Wx)=det| 1 2x 3x’ |=2x’, W(x,2)=det|0 2x 3x* |=2x",
0 2 o6x 2 2 6bx
x 0 X x x> 0
W,(x,2)=det| 1 0 3x |=—4x°, W (x,2)=det| 1 2x O =2x°
0 2 6x 0o 2 2

liefert die Koeffizienten
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Cl(x)zjm(x’f) —I—dx jdeZ%z

W(x)
'VVZ()C,f) _ —4X
Cz(x):‘ de_j 2_x dx——ZIdx—

VA PN
C3(x)=.de=J.2—x3dx=J.;dx=1nx

und damit die partikuldre Losung der inhomogenen linearen DGL
3

3
yp<x>=ZC,-<x)yi(x>=x7—zx3+x3 lnx:—%x3+x3 Inx.

i=1

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet dann schlussendlich

y(x)=y,(x)+y,(x)= Cx+Cyx’ +(C3 —%+lnxjx3, C.,C,,C, eR.
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10.3.2 Reduktion der Ordnung
Gegeben sei die lineare DGL in Normalform
Iy]=y" +a, ()" + 40, (x)y +a,(x)y = [ (x)

mit a;(x), (i=0,...,n—1)und f(x) stetig auf (a,b). AuBerdem sei eine Lo-
sung y; der zugehorigen homogenen DGL bekannt. Gesucht ist nun die
allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

Der Ansatz y(x) =v(x)y,(x) fiihrt auf eine lineare DGL (n—1)-ter Ordnung
in v, denn aus

y(x) =v(x)y,(x)
Y'(x) =V'(x) y,(x) +v(x) y/(x)
Y'(x) =V"(X)p,(x) +2V'(x) y{ (x) +v(x) y{ (x)

¥y (x) = ZHI(ZJV(”") (xX)n ' (x)
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folgt nach Multiplikation der 1. Gleichung mit ay(x), der 2. Gleichung mit
a,(x),..., der n-ten Gleichung mit an (x) und anschlieBender Summation

Llyl=yv v +a,. 1(x)V V+- st a (V' +vL[y 1= f(x)
sowie wegen L[y,] =0 schlieBlich
ylv(n) +a, 1(x)V Vbt a,(x)v' = f(x)

eine lineare DGL in v'. Kann man diese DGL allgemein l6sen und ist v(x)
die allgemeine Losung dieser DGL, dann ist y(x) = v(x)y,(x) die allgemeine
Losung der urspriinglichen linearen DGL n-ter Ordnung.

Beispiel:
Gegeben sei die lineare, inhomogene DGL 2. Ordnung in Normalform

V' t+a(x)y' +ay(x)y = f(x)

mit ay(x),a,(x) und f(x) stetig auf (a,b) sowie eine Losung y,(x) der
zugehorigen homogenen DGL.
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Ansatz: (Reduktion der Ordnung)

Y=vy, Y=V vy, V=V vy vy)
in die DGL eingesetzt liefert

Viy + 2y +vyl+a,(V iy +vy) +avy, = f(x),
nach Umsortieren

W'+ Qy+ay )V +(+ayi+ay)v = f(x)
und nach Ausnutzen von

Ly]1=0 = y+ay +a,y=0

schlieBlich die in V' lineare, inhomogene DGL 1. Ordnung

+[2 yl,(x)Jral(x)]v 2SO gatts y(x) % 0),
N (x) N (x)

Gemdal Kapitel 10.2.5 ergibt sich die allgemeine Lésung der homogenen
DGL tiber
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W (x) = Ce ™ mit A(x) = j (2 b Ex; ta (x)jdx =21n|y, (x)|+ j a,(x) dx

VX

nach Umformen zu

e—J.al (x)dx

v,(x)=C = Cv/(x).

2
Vi

Mittels Variation der Konstanten erhilt man die partikulidre Losung

v (x)=C(x)v = I S (X)/ 3 (x) dx v{(x).

Vi (x)
Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet somit
VI(x) =v,(0)+v (x).

Nach Integration, d.h.
v(x)= I(v,g (x)+Vv) (x)) dx
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ergibt sich die allgemeine Losung der linearen, inhomogenen DGL 2. Ord-
nung in y schlieBlich zu

y(x) =v(x) y,(x).
Nun sei mit
(1-x")y"=2xy"+2y =2, y(0)=0, »'(0)=0

eine konkrete lineare, inhomogene DGL 2. Ordnung gegeben. In Normal-
form lautet diese DGL

V'+a(x)y'+a,(x)y = f(x)

: 2x 2 2
mit al(x)z—?, alo(x):l_x2 und f(x)zl_xz.

Da a,(x),a,(x),f(x) stetigauf (—1,1) und 0 € (-1,1) existiert eine eindeu-
tige Losung auf (—1,1). Die Losung y,(x) =x der homogenen DGL liefert
mit dem Ansatz y(x) =v(x)y,(x) die DGL
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. (2 2x j , 2
V| —— = |V =—=.
x l—-x x(1-x%)

Mit der L('jsung der zugehorigen homogenen DGL

Qe—ln(l—xz) _ C

v, (x)=—e =
(%) x* x° xz(l—xz)

und der partikuldren Lésung der DGL

V()= (11 2) x(l )/ x (1 BT ra )jzwlx_l—lx2
ergibt sich die allgemeine Losung zu
, C 1
V)= x> (1-x%) ! 1-x*
Integration liefert
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v(x) = CJ. dx+J.

~ _C (C+D), (l+x
_C(I?dx+jl_x2dxj+j1_x2dx———+ : ln( j+c2

X l1-x
und nach Einsetzen in den Ansatz y(x) = v(x)y,(x) mit

P(x) = v(x)x——C+(C+1)xln,/i—x+C X

bzw. umgeformt mit

y(x)—1+(C+1)£xln /1+—x—1J+czx
—X
~1+C (xln,/?_—x—lJ+C2x, C,C, eR
—X
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die allgemeine Losung der gegebenen linearen inhomogenen DGL 2. Ord-
nung auf (-1,1).

$0)=0 = p(0)=1-C,=0 = C, =1

Y (0)=0 = »'(0)=C, 111‘/%4-0'[111 Tr_x] +C,=0 = C, =0
— —X

x=0
I+x

= y(x)=xIn - ist Losung des AWP auf (—1,1).
—X
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10.3.3 Lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

A) Losung der homogenen Differentialgleichung

L[y]:y(n)-I—an_ly(n_l)+---+a1y'+aoy:O

mit g, € R, i=0,1,...,n—1, d.h. konstante Koeffizienten.

Gesucht: Fundamentalsystem
Der Ansatz
y(x)=e"*, 1eC
liefert mit
y(n) — ﬂ‘nelx
nach Finsetzen
Liyl=A"e""+a, A" +---+ale’" +ae*”
=A"+a, A" +-+ad+a)e’ =0,
wobei
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pA) =X +a A"+ +ali+a,

das so genannte charakteristische Polynom der DGL L[y] =0 bezeichnet.
Fir A=a+jf e C folgt wegen

Ax — eax+jﬂx — eaxejﬁx :eax ejﬁx :eax.l?,__o

e
schlieBlich
L[y]=0 & p(1)=0 < A ist Nullstelle von p(A).

Demzufolge ist y(x) =e™ Losung von L[y] =0 genau dann, wenn A Null-
stelle von p(A) ist.

Ist A komplexe Nullstelle, so ist y(x)=e™ eine komplexe Lésung. Dann
sind aber auch Re{e™} und Im{e™} reelle Losungen, vgl. folgenden Satz.

Satz 10-9:
w(x) =u(x) +jv(x) ist komplexe Losung der DGL L[y]=0 genau dann,
wenn u(x) und v(x) reelle Losungen der DGL L[y] =0 sind.
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Beweis:
Liw]=Llu+ jv]=Llul]+ jL[v]=0 < Llu]=L[v]=0.
Ferner ist A =a+jB Nullstelle von p(X), so ist auch A°=a —jB eine Null-
stelle von p(A) (da Polynomkoeffizienten reell), also sind
y(x) = &P = e (cos fx £ jsin Bx)
komplexe Losungen. Hieraus ergeben sich die reellen Losungen zu

Re{e(“ijﬂ )"} =e““cosfx und Im{e(“ijﬁ )x} = +e“sin Bx.

Da (+e”'sinfx) und (—e”'sinfx) linear abhingig auf R, erhilt man also
als reelle Losungen
e”cosfx und e” sinfx.

Besitzt p(4) n verschiedene (komplexe) Nullstellen, so findet man tiber den
Ansatz
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y(x)=e”
n verschiedene reelle Losungen die auf R linear unabhéngig sind.

Nun sei der Fall betrachtet, dass A /-fache Nullstelle von p(A) ist. In diesem
Fall gilt

pP(A)=0, k=0,1,...,[-1.
Da offensichtlich

k i i k i
d_k d'elx zd, d_ke/lx :d.(xke/lx)
dA \ dx' dx' \ dA dx'
dk

4 & d g (g
L Ax — . ' Ax — . ' Ax
i e e €@ =2 dlk(dx’ (e )]

i=0

C dk C dl k lx _ k Ax
Z (dﬂ«k ] Za (.X [ ]

=0

gilt
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Andererseits ist wegen L[e™]= p(A)e™*

d* .
I L[e™]
dk
T dA

k

:Z( j D) x" e =0

i=0

L[xkelx:l —

( p(A)e™ ) (verallgemeinerte Produktregel)

fir k=0,1,...,/-1,da p”(1)=0 fir i=0,1,...,/-1.

Also gilt:
Ist 4 eine [-fache Nullstelle von p(A), so ist

k_A
v, =x"e""

Losung von L[y]=0 fir £k=0,1,...,/-1.
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Satz 10-10:
Gegeben set die lineare homogene DGL mit konstanten Koeffizienten

L[y]=y™ +an_1y(”_1) +-+ay+a,y=0, a eR.
a) Ist 4 € R [-fache Nullstelle von p(A), so sind

A A -1 2
eoxe’,. . x e

Losungen von L[y]=0.
b) Ist A=a+jf e C [-fache Nullstelle von p(A4), so sind

-1 _ax

e”* cos fx, xe”  cos fx,...,x e cos fx,

-1 _ax

e”" sin Bx, xe” sin fx, ..., x  e“" sin fx
Losungen von L[ y] = 0.

c) Mittels a) und b) erhélt man insgesamt » linear unabhingige Losungen
auf R und damit ein Fundamentalsystem von L[y]=0.
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Beispiel:
1) y"=7y'+6y=0
der Ansatz y(x) = e™* fiihrt auf das charakteristische Polynom
pA) =2 -TA+6=(A-1)(A-2)(1+3)
= A4 =1, 4, =2, 4 =-3 sind Nullstellen
= { e, e’ e‘3x} bilden Fundamentalsystem

3x

= y(x)=ce’ +ce’ +ce” mit ¢, eR

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.
2) y(4) + 2ym . 2yr —y= O
das charakteristische Polynom lautet
p(A)=A"+21° -24-1=(A-1D)(A+1)’
= A, =1 (einfache Nullstelle), 4, =—1 (3fache Nullstelle)
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= {ex, e ", xe”, xze_x} bilden Fundamentalsystem
= y(x)=ce’ +c,e " +exe T+ x’e™ mit ¢ eR
ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.
3) P +8y"+16) =0
das charakteristische Polynom lautet
p(A) =2 +81° +164=A(A" +84° +16) = A(A° +4)
= A, =0 (einfache Nullstelle), 4,,==%;2 (2fache Nullstelle)
Re{ejzx} = cos 2x, Im{ejzx} =sin 2x
= {1, cos 2x,sin 2x, x cos 2x, x Sin Zx} bilden Fundamentalsystem

= y(x)=c¢ +c,c082x+c,sin2x+c,xcos2x+cxsin2x mit ¢; eR

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.
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4) vy +2y"+3y"+2y +y=0
das charakteristische Polynom lautet
P A=A 422 4347 424+ 1=(A* + A +1)°

11 1 A3

= =——+,/[——1=——% j— (2fache Nullstelle
Ay 5 A 5 J 5 ( )

Re< exp —l+j£ X |p=exp ~ L lcos ﬁx

2 2 2 2

1 \/5 X . \/§
Im<sexp|| ——+j— |x [ =exp| —— |sIn| —x

2 2 2 2

bilden Fundamentalsystem
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S)

= y(x)= (c1+czx)e_E COS (? xj + (c3+c4x)e_E sin (? xj mit ¢, e R

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.
y"+ay'+by=0 (Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten, z.B. Schwingkreis)
das charakteristische Polynom lautet

2
p(D)=P+al+b = 4,2:—% %—b———-i-—\/a — 4

1. Fall: (Kriechfall)
a’>4b = A, = —E-l-—\/a —4b (einfache reelle Nullstellen)

x

= y(x)=ce+c,e™ mit ¢, eR

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.
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2. Fall: (aperiodischer Grenzfall)
a’* =4b= 1, =—a/2 (doppelte reelle Nullstelle)
= y(x)=ce +cxe™ =(c, +c,x)e™ mit ¢ eR

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.

3. Fall: (Schwingungsfall)

a’<4b = A, =—%i Jj %«/41) —a’ (einfache komplexe Nullstelle)

— y(x):(clcos(a)x)+czsin(a)x))e"‘”“/2 mit a):%\/4b—a2 und ¢, eR

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.

Die allgemeine Losung kann auch durch

y(x) = Ae " *sin(wx+ @) mit 4,peR
ausgedriickt werden, wobei A=./c; +c; und tanp=c,/c,.
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B) Partikuldare Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Liy]=y" +a, "+ +ay' +ay = f(x)
Mit g, e R, i=0,1,...,n—1 und f: Ic R —> R stetig auf /.

Gesucht: partikuldre Losung y, mit L[y,] =f(x) Vx € L.

Beispiel:
Elektrischer Schwingkreis mit zusitzlicher Erregung erzeugt eine erzwun-
gene Schwingung

Li"(t)+ Ri'(¢t) +%i(t) = f(?)

e die Losungen der homogenen DGL sind die Eigenschwingungen des
Schwingkreises

e man spricht von Resonanz, wenn Erregerschwingung und Eigenschwin-
gungsfrequenz iibereinstimmen
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Fiir spezielle Erregungen, d.h. "rechte Seiten" wird nun ein Ansatz angege-
ben, der auf eine partikuldre Losung fiihrt.

Die rechte Seite sei von der Form

F() = ) e {Cosﬁ x},

sin fx

wobei g(x) ein Polynom bezeichnet. Ersetzt man die rechte Seite durch die
komplexe Funktion

/() =qlx)e
dann fiihrt der komplexe Ansatz

(@ IP* (grad r = grad q)

w,(x) = x'r(x)e
auf eine partikuldre Losung

) Re {w p (x)} falls cosfx aufrechter Seite
X)= ,
Vo Im{w , (x)} falls sinfx aufrechter Seite
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wobel
[=0, falls (a¢+jp) keine Nullstelle
[>0, falls (a+jf) [-fache Nullstelle

des charakteristischen Polynoms p(A) ist.

Im Fall
£=0 ist der Ansatz reell und es gilt y, (x) = w,(x),
S+ 0 kann auch Alternativ der reelle Ansatz

v, (x)=x'e” (r;(x) cos fx + 1, (x)sin fx)
angewendet werden, wobei grad r, = grad r, = grad q.
Beispiel:
1) y'+y=2x"
homogene Losung:
p(A)=1+1=0 = Ar=%j
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Re{ejx} = COS X, Im{ejx} =sinx
= y,(x)=c cosx+c,sinx mit ¢, e R
ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.

partikuldre Losung:
a=0, =0, g(x)=2x"
a+ jf=0 ist keine Nullstelle von p(41) = keine Resonanz (/= 0).

Ansatz: w (x)= x'r(x)e“ P =g+ bx+ex” = y,(x)
= ¥, (x)=b+2cx,
vy (x)=2c.
Einsetzen in die DGL liefert
2c+a+bx+cx’ =2x".

Nach Koeffizientenvergleich
c=2,b=0, a=-2c=-4
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ergibt sich die partikuldre Losung zu
y,(x)=—-4+ 2x7.
= y(x)=y,(x)+y,(x)=¢cosx+c, sinx—4+2x> mit ¢, eR

ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL auf R.

2) yV'+y' =1+x
homogene Losung:
p(/1)=12+/1=/1(/1+1)=0 = 4 =0, 4, =-1

X

= y,(x)=ce™ +c,e™ =c +ce” mit ¢, eR

1st allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.

partikuldre Losung:
a=0, =0, g(x)=1+x,
a+jfB=0 ist einfache Nullstelle von p(1) = (einfache) Resonanz (/=1).
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Ansatz:  w (x)= x'r(x)e! P = x(a+bx) = ax +bx’ = y,(x)
= ¥, (x)=a+2bx,
y,(x)=2b.
Einsetzen in die DGL liefert

2b+a+2bx=1+x.
Nach Koeffizientenvergleich

b=1/2, a=1-2b=0
ergibt sich die partikuldre Losung zu
y,(x)=x"/2.
= y(x)=y,(x)+y,(x)=¢ +ce” +x7/2 mit c.eR

ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL auf R.
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3) V'=2y'+y=e€
homogene Losung:
p(A)=A>-24+1=(A1-1)> =0 = A =1 ist doppelte Nullstelle

_ Ax Ax x x :
= y,(x)=ce"+xc,e™ =ce’+c,xe’ mit ¢, eR

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.

partikulare .Osung:

a=1, =0, g(x)=1,
a+jf=1 1st doppelte Nullstelle von p(1) = (2fache) Resonanz (/=2).
(a+jp)x

Ansatz:  w, (x)= x'r(x)e =ax’e' = y,(x)
= y,(x)=a2x+ x>)e*
y,(x)= a(2+2x+2x+x")e  =a(2+4x+x7)e".

Einsetzen in die DGL und Division durch ¢ liefert
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a2+4x+x*)-2a(2x+x*)+x’a=1
(a—2a+a)x’ +(da-4a)x+2a=1 = a=1/2.
Die partikuldre Losung lautet somit
y,(x)= xzex/Z.

1 1
= y(x)=y,(x)+y,(x)= clex+c2xex+§xzex :(cl +czx+§x2je"

ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL auf R.

4) y'—y=—4xe™
homogene Losung:
p(A)=A"-1=0 = A =1, 4, =-1

= xX)=ce' +c.e? =ce +e,e”
Vi 1 2 1 2

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.
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partikulidre Losung:
a=-1, =0, g(x)=—4x

a+jf=—1 isteinfache Nullstelle von p(1) = (einfache) Resonanz (/=1).

Ansatz:  w (x)=x'r(x)e' "= x(a+bx)e*=(ax+bx*)e =y, (x)

= y,(x)=(a +2bx—ax—bx*)e ™ = (a + (Zb—a)x—bxz)e_x

yy(x)= (2b —a—-2bx—a—(2b—a)x+ bxz)e_x
=(2(b-a)-(4b-a)x+bx*)e ™.
Einsetzen in die DGL und Division durch e™ liefert
2(b—a)—(4b—a)x+bx’> —ax—bx* = —4x
2(b—a)—4bx =—4x.
Nach Koeffizientenvergleich

b=1 a=b=1
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ergibt sich die partikuldre Losung zu
y,(x)= (x+x*)e™.
= y(X)=y,(x)+y,(x)=ce" +(c, +x+x*)e”™ mit ¢, eR

ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL auf R.

5) y'+y'+y=cos2x

homogene LOsung:

1. 3

PA=22+A+1=0 = A, =——+ =

2 2
1 3 X J3
Reqexp|| ——+j— |x [ =exp| —— [cOoS| —Xx
2 2 2 2
1 3 x). (V3
ImJexp|| ——=+/j— |x|p=€xp| —— |sIn| —x
2 2 2 2
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= y,(x)= [cl cos[?x}+cz sin [?xn exp(—gj mit ¢, e R

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.
partikuldre Losung:
a=0, =2, g(x)=1,
a+jf=j2 ist keine Nullstelle von p(1) = keine Resonanz (/= 0).

Ansatz:  w, (x)= x'r(x)e! P = g e’

’ . i2x
= w, (x) = j2ae’
wh(x) = jr4ae’™ =—4ae’*

Einsetzen in die DGL und Division durch e’ liefert
—4a+ j2a+a=1

(-3+j2)a=1
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1 3-j2 3 .2
- ad= = R ] -
342 13 13 713

Die partikuldre Losung lautet somit
3 .2\ . 3 .2 .
w(x)=|-———-j— e/ =| ———j—|(cos2x+ jsin2x
» () ( 13 ]13) ( 13 ]13)( Jsin2x)
y,(x)= Re{wp(x)}

3 2 . 2sin2x—3cos2x
=——C0S2x+—sin2x = )
13 13

= () =,(x)+y,(x)

J3 .3 -5 2sin2x—3cos2x
= 010087x+czsln7x e -+ 3

ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL auf R.

mit ¢, e R
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Superpositionsprinzip

Lasst sich die rechte Seite in der Form
109=3 1,
darstellen und ist y,, partikulére Lé')sl;ng von L[y]=/,(x), dann ist
Y, =27, ()
partikuldre Losung von .

L= £, ()

denn
m m m
LIy, =L 2y, () (=2 LIy, 1= D fi(0),
k=1 k=1 k=1
da L linear.
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Beispiel:
1) y'+y=3e"+2x°

homogene LOsung:
p(l):lz—i—l:O — /11’2 ==

Re{e”} = COS X, Im{e”} =sin x

= y,(x)=ccosx+c,sinx mit ¢, € R

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.

partikulidre [ Osungen:

Ansatz fiir 3e™: w(x)=y,,(x)= ae’* (keine Resonanz)
= ¥, (x)= 2ae™”
V(X)) = 4ae .

Einsetzen in die DGL und Division durch e* liefert
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4a+ta=3 = a=3/5 =y, (x) =3 /5.
Ansatz fiir 2x°; W,,(X)=y,,(x)=a+bx+ cx’

= ¥,,(x)=2cx+b

y,,(x)=2c.

Einsetzen in die DGL liefert

2e+ex’+bx+a=2x" = ¢c=2, b=0, a=—4

= y,,(x)= 2x° —4.
Die partikuldre Losung lautet somit

y,(x)=y,()+y,,(x)= 3e* /5 +2x* -4,

: 3 :
= y(x)zyh(x)+yp(x):clcosx+czsmx+§e2x+2x2—4 mit ¢, e R

1st die allgemeine Losung der inhomogenen DGL auf R.
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2) y"+2y'+y=2coshx=¢"+e"

homogene Losung:
p(A)=A"+24+1=(A+1)’ =0 = A =-1 doppelte Nullstelle

— xX)=ce  +c,xe =(c,+c,x)e’ mit ¢, eR
Vi ] 2 ) i

ist allgemeine Losung der homogenen DGL auf R.

partikulare L.Osungen:

Ansatz fiir e": w, (x)=y,,(x)=ae” (keine Resonanz)
= ¥, (x)=ae’
vy (x)=ae".
Einsetzen in die DGL und Division durch e” liefert
a+2a+a=1= a=1/4 = y (x)=e€"/4.

Ansatz fiir e™: w,,(xX)=y,,(x)= ax’e” (doppelte Resonanz)
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y,,(x)=a2x- x*)e

Vio(X)=a(2-2x—2x+ x e =a(2—4x+x)e .
Einsetzen in die DGL und Division durch e™ liefert

a(2—4x+x")+2a(2x—x")+ax’ =1

a2 —4x+x*+4x-2x"+x") =1

1 1 2 _—x
= a=7 =y =Jxer

Die partikuldre Losung lautet somit

1.1,
yp(x):yp,](x)-i_yp’z(-x)zze +5X2€ .

= y(x)=y,(x0)+y,(x)=(¢,+c,x)e” +%ex +%x28_x mit ¢, e R
ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL auf R.
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10.4 Lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

10.4.1 Grundlagen
Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem

y1(x0) =, () (xX) +... 4+, (%) y, (x) + b (x)

Y, (%) =a, () y(x)+...+a,,(x)y,(x)+b,(x)
mit den Anfangsbedingungen
w@&)=m,....y,(s)=n,, ¢<€labl, n,....,n, eR.

In Vektorschreibweise erhélt das lineare DGL-System die Gestalt

Yy = A(x)y +b(x)
und

y(&)=n=1,....,n,)", é€la,bl, n,...,n, €R
mit
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Y ap(x) - a,(x) b, (x)
y=| : |, A(x)=| : L b)=| : |,
Y a,(x) - a,(x) b,(x)

wobeil A(x) die Koeffizientenmatrix und b(x) die rechte Seite des linearen
DGL-Systems bezeichnet.

Das lineare DGL-System heilit homogen, wenn b(x) = 0, sonst inhomogen.

Sind alle Funktionen a,b,: [a,b] &> R auf [a,b] stetig so gilt fiir lineare

j>is

DGL-Systeme der folgende Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Satz 10-11: (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare DGL-Systeme)

Sind alle Koeffizientenfunktionen a;(x) und alle Funktionen der rechten
Seite b,(x) stetig auf [a,b] mit & € (a,b), so besitzt das lineare DGL-
System auf (a,b) genau ein Lésungssystem y,,,,...,y, mit (&)= n,,
yZ(g) =Th,-- 9yn(5) = Ty-
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Zusammenhang zwischen DGL n-ter Ordnung und DGL-System
Die DGL n-ter Ordnung

P = f @y, Y sy ) mit y(E) =ny, ¥(E) =150, 0" (E) =1,

geht durch Einfiihren der Funktionen

N=3 =Yy =Yy, =y

in das DGL-System 1. Ordnung

J’{ =)
y; = Vs
Vo =V,

Vv, =5,y mit y(E)=n,y,(5)=n,,...,y,(5) =1,
uber.
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Beispiel:
Fiir eine lineare, inhomogene DGL n-ter Ordnung

Y +a, ()" et a (x)) +ay(x)y = f(x)

mit den Anfangsbedingungen
V=1, Y () =1V (&) =1,
ergibt sich das lineare inhomogene DGL-System 1. Ordnung zu
Y= V2
Yy = V3

Vo = Y
Vo == ay(0)y, —a(X)y, —a,(X)y; - —a, (0)y, + (%)

n@&)=n,»0E)=n,....,y,(&)=n,

=+

mi
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bzw. in Vektorschreibweise zu

y' =AX)y+b(x) mit y(&)=n=(®,....n,)",

wobei
Y 0 1 0o - 0
Y, 0 0 | I 0 0
y=| : |, A(x)= : : : : , b(x)=| :
Vo 0 0 0o - 1 0
, ~ay(x) ~a,(x) ~a(x) -+ —a,,(x) f()

Der zwischen linearem DGL-System 1. Ordnung und linearer DGL n-ter
Ordnung bestehende Zusammenhang motiviert sofort die folgenden Aussa-
gen, sieche hierzu Kapitel 10.3.1.
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Satz 10-12:

1) Die allgemeine Losung des linearen inhomogenen DGL-Systems
y' = A(x)y + b(x) setzt sich aus der allgemeinen Losung y, des zugeho-
rigen homogenen DGL-Systems und einer partikuldren Losung y, des
inhomogenen DGL-Systems zusammen, d.h.

y:yh+yp'

2) Sind y,,y,,...,y, n linear unabhéangige Losungen des homogenen Glei-
chungssystems auf (a,b), d.h. {y,,y,,...,y,} ist ein Fundamentalsystem,
dann lautet die allgemeine Losung des homogenen DGL-Systems

Y, =Gy, +Gy, +...+Cy, :ZCI'YI" C eR
i1

3) Die n Losungen y,,y,,...,y, des homogenen DGL-Systems sind linear
unabhingig auf (a,b), wenn fiir die Wronski-Determinante gilt

W (x) =det(y,(x),y,(x),....y,(x))# 0 firein x, € (a,b).
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4) Bilden die n Losungen y,,y,,...,¥, des homogenen DGL-Systems ein
Fundamentalsystem, dann liefert die Methode der Variation der Konstan-
ten mit

Y,(0=3CEY,() mit €)= jW(" D)

dx fur i=1,...,n

eine partikuldre Losung des inhomogenen DGL-Systems. Hierbei ist

W.(x,b) =det (y1 (x),...,¥, (%), b(x),y, (x),...,y, (x))
fir i=1,..,n.
Bei der Losung linearer DGL-Systeme besteht die Hauptschwierigkeit im
Auffinden eines Fundamentalsystems fiir das zugehorige homogene DGL-

System. Sind die Koeffizientenfunktionen konstant, so lasst sich diese Auf-
gabe geschlossen rezeptartig l6sen.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 10-108




10.4.2 Lineare homogene Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Gegeben sei das lineare homogene DGL-System 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

y'=Ay,
wobel
Y=, p,) s A= (aij)l::%wn und a, € R.
j=l,...,n
Der Losungsansatz
yzve’lx, veC", 1eC
fiihrt mit
y = Ave™

wegen e™* # 0 auf die Gleichung
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Av=Av

und damit auf eine Eigenwert- und Eigenvektorbestimmung fiir die Matrix

A. Istnun v, ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so ist

A
Yy, =ve 8

1
wegen
A A
y,=Av.e" =Av,e" = Ay,

tatsachlich eine Losung des linearen homogenen DGL-Systems.

Somit folgt aus den bekannten Sitzen der linearen Algebra:

1) Da die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig

sind, sind auch die Losungen
Ax
. =Vv.e

linear unabhingig auf R.
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2) Besitzt A n verschiedene Eigenwerte, so hat man mit
{Vlem,...,vneﬂ"x}
ein Fundamentalsystem gefunden.

3) Ist A komplexer Eigenwert von A mit zugehorigem komplexen Eigen-
vektor v, dann ist auch A" Eigenwert von A mit zugehorigem Eigen-

vektor v* und
ve™ und v'e'”
sind zwel komplexe Losungen.

Da Real- und Imaginarteil einer komplexen Losung reelle Losungen des
linearen homogenen DGL-Systems sind, erhédlt man daraus die zwei li-
near unabhingigen reellen Losungen

Re {Ve“ } und Im { ve™ } .
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4) Ist A ein k-facher Eigenwert von A mit / < £ linear unabhdngigen
Eigenvektoren v,,...,v,, d.h. dimE, =/, dann sind

a) neben y (x)=v,e",....y,(x)=v,e” mit (A-AE)v,=0, i=1,....]
1 1 / / i

die folgenden m =k —/ Funktionen Losungen.

Y (x)= ((A —AE)V, x4V, )eﬂx

2
v () =| (A=AE)v, 2+ (A—AE)v, x+v,, |
[+2 [+2 2' [+2 [+2

y,. (x)= ((A —AE)"vV, % +...+(A=AE)V, x+ vl+m]

mit (A-AE)"'v, =0 fir i=1,...,m.
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b) neben y, (x)=v,e” mit (A-AE)v, =0,

die folgenden k—1 Funktionen Losungen.

Y, (x)= (le TV, ) e”

2
y,(x)= (Vl %+ V2x+v3je“

k-1
Yk -1)!
mit (A-AE)v, =v, _, fir i=2,...,k.

+...+vk1x+vkj

Y. (x)= (V

Durch die in a) bzw. b) beschriebenen Berechnungsvorschriften erhilt
man zum k-fachen Eigenwert insgesamt k& linear unabhingige Losun-
gen.
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Beispiel:
D »=3y-y

3 -1
’ oder in Vektorschreibweise y' = ( ]y
vy =4y -2y, 4

Berechnung der Eigenwerte

3-4 -1
det(A — AE) =det
4 2-1

=B-A)(2-D)+4=2-21-2=(A+1)(1-2)
= A4 =-1 und A, =2 sind einfache Eigenwerte.

Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren
zZu A;: (3-4 —1 4 -1 1
= = V, =« , O F 0.
4  2-4 4 -1 4
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zud,: (3-4, -1 1 -1 1
— = v,=a| |, a#0.
4 —2-1, 4 4 1

Die allgemeine Losung des homogenen DGL-Systems lautet somit

1 1
y(x)=Cv,e™ +Cv,e™ =C, (4] e +C, ( jezx, C,,C, eR.

1
2) » =2y +y,+2y; 2 1 2
vy =y +2y,+2y, oderin Vektorschreibweise y'=|1 2 2|y
Vi =2y, +2y,+5y, 2 25
Berechnung der Eigenwerte
2—-4 1 2 2—-A 1 2
det(A—AE)=det| 1 2-4 2 |=det| 1 2-4 2
2 2 5-4 0 20-4) 1-4
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2—-A 1 2 2-4 5 2
det| 1 2-4 2 |=det] 1 6-4 2
0 -21-4) 1-4 0 0 1-4

= (1-2)((2=A)(6-2)-5)
= (1= A)(A*=81+7)
= (1= -1)(A=T)

= A, =1 zweifacherund 4, =7 einfacher Eigenwert.

Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren
zZud;: (2-4 1 2 1 1 2
1 2-1 2 =1 1 2=
2 2 5-4 2 2 4

S O =
S O =
S O
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—-a -2

a
= V= a , (ﬂ];t(), dimE, =2
P
-1 -2\ . o o
sind zwei linear unabhéngige
= v=11]v,= .
0 Eigenvektoren zu A,.
zudy: (2-4, 1 2 -5 1 2 1
1 2-4 2 |=|1 -5 2 |=v,=al]|, a#0.
2 2 5-4 2 2 2 2

Die allgemeine Losung des homogenen DGL-Systems lautet somit

y(x)=Cyve" +C,v,e + Cyv,e™ =
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-1 -2 1
=C/| 1 |e"+C,| 0 e"+C,| 1", C,C,,C, eR.
0 1 2
3) yi=y+2y,+3y; 23
Vy =2y, + ), oder in Vektorschreibweise y'={0 2 1|y
Vs =2y,+3y; 0 23

Berechnung der Eigenwerte
1-4 2 3
det(A-AE)=det| 0 2-4 1 |=(1-A)(2-1)(3-1)-2)
0 2 3-4
=(1-D)(A*=-52+4)=(1-D)(A-1D)(1-4)
= A, =1 zweifacher und A, =4 einfacher Eigenwert.
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Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren

zu A (1=-4 2 3 0 2 3 0 1 1
0 2-1 I |=/0 1 1|=1|0 0 1
0 2 3-4, 0 2 2 0 0 O
1
, d.h. es existiert ein linear
= v=a|0|, a#0, dlmEﬂlzl,

0 unabhingiger Eigenvektor.
Zur Ermittlung 2er unabhingiger Losungen ist nun das in 4b)
skizzierte Verfahren anzuwenden, d.h. man hat den Vektor v,
durch Losen des folgenden Gleichungssystems zu bestimmen.

0 2 3
0 1 1jv,=v,.
0 2 2
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Anwenden der Gaul3-Elimination liefert

0 2 3|1 01 10 a
01 1/10]=1]0 0 1|l|=vVv,=|-1|,aelR
0 2 210 0 0 00 1
zu Ay (1-4, 2 3 -3 2 3 8
0 2-4 1 |=/0 2 1 |=v,=a3|, a#0
0 2 3-4 0o 2 -1 6

Die allgemeine Losung des homogenen DGL-Systems lautet somit
y(x)=Cv,e™ +C,(vix+Vv,)e" +Cyve™

1 1 0 8
=C/|0[e"+C,3| 0 |x+|-1|te"+C;| 3 |e*, C,C,,C, eR.
0 0 1 6
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4) y =2y, +y,—y, 2 1 -1

Vo=V, = Vs oder in Vektorschreibweise y'=|0 1 1]y
Vi =0+ 01 1
Berechnung der Eigenwerte
2-4 1 -1
dettA—AE)=det| 0 1-4 -1
0 1 1-4

=2-)(A-2+1)=2-D)(A-1+))(A-1-)))
= A, =2 und A,;=1=% sind einfache Eigenwerte.

Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren
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Zu A (2-4 1 —1 0O 1 -1 1
0O 1-4 -1 |=|0 -1 -1|=v,=¢/0]|, a#0
0 1 1-4) o 1 -1 0
1
= y,(x)=| 0 [¢* ist Lésung des DGL-Systems.
0
zZu Ay (2-4, 1 -1 1-; 1 -1
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Die komplexe Losung lautet somit
1 1
w(x)=|j|e"" =| j |(cosx+ jsinx)e".

1 1
Bilden des Real- und Imaginérteils liefert die reellen Losungen
COS X sin x
y,(x)=Re{w(x)} =| —sinx |e", y,(x) =Im{w(x)} =| cosx |e".

COS X sin x

Die allgemeine Losung des homogenen DGL-Systems lautet somit
y(x) =Cy, (x)+Cy,(x)+ Cy;(x)

1 COS X sin x
2 .
=C,|0|e”" +C,| —sinx |e" +C,| cosx |e, C,,C,,C, eR.
0 COS X Sin x

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 10-123




S Ubungen zur Héheren Mathematik 3 / Kapitel 10
x Hochschule Bremen
/a City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 10-1: Losen Sie das folgende AWP mit Hilfe der Trennung der Variablen

, > +1
a) y = -

“mrn T

, sin V4
b =2 ==,
X 2

Aufgabe 10-2: Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung mit
Hilfe der Substitutionsmethode fiir x # 0.

rmev 4L

X

a) y

b) y'=cos(x+y).

Aufgabe 10-3: Losen Sie das folgende AWP mit Hilfe der Substitutionsmethode
a)  Y=@(-p’+l y0)=L.

. x’ +5y2
3xy

b) , y(=1

Aufgabe 10-4: Bestimmen Sie die allgemeine Losung der linearen inhomogen Differential-
gleichung 1. Ordnung

a) (1+x2)y'+xy:x.

b) y'=-2ycosx+cosx fir xe(-7/2,7/2)

Aufgabe 10-5: Losen Sie das folgende AWP der linearen inhomogenen Differentialgleichung
1. Ordnung

) y+ly=lix, p(1)=0
X

, 3
b) y-———y=3(+x), y(0)=0
1+x

Aufgabe 10-6: Bestimmen Sie fiir die folgenden linearen homogenen Differentialgleichungen
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten die allgemeinen Losungen

a) V'+2y'+y=0 b) V' +0'y=0 c) Y'+y' +y=0

d) V'+3y'+2y=0 €) Y'—0’y=0
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x Hochschule Bremen
/a City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 10-7: Berechnen Sie fiir die folgenden linearen inhomogenen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten die allgemeinen Losungen mit Hilfe der Ansatzmethode

a) y'+y=sinx

b) y'+y=x-sinx-e

Aufgabe 10-8: Losen Sie das Anfangswertproblem

a) y"'—4y' +3y=¢esinx, p(0)=y'(0)=0
b) y'+3y'—4y=12x+25c0s(2x), y(0)=5/4, y'(0)=2

mit Hilfe der Ansatzmethode fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten.

Aufgabe 10-9: Ermitteln Sie fiir die folgenden linearen inhomogenen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten die allgemeinen Losungen durch Variation der Konstanten

a) V'+2y'+y=—ex’
b) ¥ -4y +4y=9xe* Inx

Aufgabe 10-10: Berechnen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

a) y+y,—y =2x+l1
2y +2y, 4y =x

b) y+2y+3y,=0
3y +y,+2y, =2e*

Aufgabe 10-11: Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

NW=V=Vy V=Vi=V Vi=V—

Aufgabe 10-12: Berechnen Sie die Losung des homogenen Differentialgleichungssystems

4 2 2 -1
y=Ay mit A=|2 4 2|, und y(0)=| 2
2 2 4 2

Aufgabe 10-13: Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

1 01 1
y=Ay+b(x) mit A=/ 0 3 1|, b(x)=|1]e".
-1 0 3 3
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