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11 Laplace Transformation

11.1 Einfiithrung

Definition 11-1:
Eine Funktion f: [0,00) - R heit Laplace-transformierbar, wenn das
uneigentliche Integral

F(s)=L{f®)}: j f()e " dt

mit s =0+ jw firein o R konverglert. F(s) heif3t dann auch die La-
place-Transformierte von f.

F(s) 1st nur definiert, wenn das uneigentliche Integral konvergiert. Dies ist
nicht fiir alle Funktionen f'(¢) der Fall. Deshalb sei zunachst eine Klasse
von Funktionen definiert fiir die das uneigentliche Integral auf jeden Fall

konvergiert fiir Re{s} = 0> oy
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Definition 11-2:

f: [0,00) > R heif3t Originalfunktion, falls

a) [ aufjedem abgeschlossenen Intervall [0,b6] — [0,00) stiickweise stetig
ist ( / hat nur endlich viele Sprungstellen auf [0,5]).

b) f fiir t > o hochstens exponentiell wichst, d.h.

AM >0, 0,20, |f(0)|<Me™ Vi>0

Beispiel:
1) f(t)=t% a=0 ist Originalfunktion, denn f(¢#) =¢* ist flir >0 ste-
tig auf [0,00) und es gilt

(24

limt—t =0 fiir beliebiges o >0

t—0 e

2) f(®)=e", ae R istOriginalfunktion, denn f(f) = e* ist fiir alle
a € R stetig auf [0,00) und es gilt
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a fallsa >0

e <e’" Vt>0 fir o=
0 fallsa<0

3) f(t)=cos(wf) und f(¢)=sin(w?), ® € R sind Originalfunktionen, denn
f(f) = cos(wt) und f(¢) =sin(wt) sind fiir alle @ € R stetig und es gilt

‘cos(a)t)‘ <l=¢e"'

V>0 fi =0
[sin(er)| <1=e”' e

Satz 11-1:

Ist f: [0,00) > R Originalfunktion, dann existiert die Laplace-Trans-
formierte

F(s)=£{f(0)} =] f(t)e™dt

fiir alle Re{s} = 0> oy und das uneigentliche Integral konvergiert
gleichméaBig absolut fir s € C mit Re{s} > oy.
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Die Eigenschaft "Originalfunktion" ist nur ein hinreichendes Kriterium fiir
die Existenz der Laplace-Transformierten. Es existieren auch Laplace-
Transformierte die nicht zur Klasse der Originalfunktionen gehoren.

Beispiel:
f(H)=t* mit —1 < a<0 ist keine Originalfunktion, da f(¢) fir t > 0
unbeschrankt, aber es existiert die Laplace-Transformierte fiir Re{s} > 0.

L {t“} = It“e”di = T(gja e’ %dr = s’}“ Ir“efdf

0

_ LJ‘Z_(aH)—le—rdz_ _ I'(a +1)

a+l
0

a+l >

S

wobei die Substitution 7=st mit dz=s dt und die Definition der
Gamma-Funktion, vgl. Kapitel 5.6, ausgenutzt wurde.
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Dieses Ergebnis gilt auch fiir « > 0. Insgesamt erhalten wir also

£{t}= Hath)  ygso, VRe{s}>0.

a+l

S
Spezialfille:
a =—%:> B{\lﬁ} = r%z) = % Refs}>0 (r(1/2)=+7)
a=neN,=el}=T0HD o N Refs)>0 (Tt =n)
S S

2B, e{t}zsiz,B{tz}:%m,ﬁ{tn}z Sn!
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Satz 11-2:
Sind fi, /2 Originalfunktionen mit L{fi(¢)} = L{f2(¢)} fiiralle Re{s} =0
> oy, dann gilt

fi(®)=f,(t) Vit>0 indenen f, und f, stetig.
D.h. bis auf Sprungstellen stimmen fi und £, iiberein, wenn Fi(s) = Fo(s).

Sieht man zwei Originalfunktionen, die bis auf ithre Sprungstellen iiberein-
stimmen, als gleich an, so gilt

L{f,(O}=L{f,(O}= fi(1) = £,(0)

d.h. die Laplace-Transformation ist eindeutig auf der Klasse der Original-
funktionen. Es existiert also die inverse Laplace-Transformierte

L {F(s)} = f(¢) falls B{f(t)} = F(s)
mit

LHL{f(O}}=1(®).
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11.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation

Satz 11-3:
Sind f, f1, 2 Originalfunktionen, dann gilt (s = o+ jw)

a)

b)

d)

Linearitit
L{a f(O)+b f,()}=aL{f,(t)}+ DL ()} = aF(s)+bFy(s)
Streckung

B{f(at)}:lF(ij a>0 und o/a>o,
a \«a

Dampfungssatz / Verschiebungssatz

) Lle“f()}=F(s+a) o+a>a,

2) L{f(t—a)}=e"F(s) a>0

Differentiation / Integration

1) L{f'(t)}=sF(s)— f(0+)
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falls f, ' Originalfunktionen, f stetig auf (0,00) und f(0+) den
rechtsseitigen Grenzwert bezeichnet
2) LU0} =5"F(s)=5f(0+)= f(0+)
falls £, " und f" Originalfunktionen, f und f" stetig auf (0,0)
und f(0+) und f'(0+) die rechtsseitigen Grenzwerte bezeichnet
3) LUYOO)=5"F() =" f(0) == D00 = £ (04)

falls £, f',..., /"™ Originalfunktionen, f,f",..., f"! stetig auf
(0,00) und f(0+), f'(0+),..., @ D(0+) die rechtsseitigen Grenz-
werte bezeichnet

8 e{rro)=1y L)

ds”

5) B{jf(r)dz} :lF(S)
7 S

VnelN
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falls f und g(¢) = J.Ot f(7r)dr Originalfunktionen

Beweis:

a) gilt wegen der Linearitit des Integrals

b) L{f(at)}= | f(at)e™dt

Substitution: 7 =at, dr=adt, dit=dr/a

T =7 ] 175 —=r 1 S
Lif(at)}=[f(@)e « —dr=—]f(x)e “ dr:—F(—j
0 a (04 0 a (04
O 1) Lle f(0))=[ £ dt=F(s +a)
0
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2) Lif(t-a)}= T f(t—a)edt = T f(@)e* 9 dr

= e_”]?f(r) e’'dr=e“F(s)

d) 1) Llf'o}=rwed=fye™| - r@)-se™)di

=—f(0+)+ ST f()e”'dt =sF(s) - f(0+)

denn lim,  f(¢)e™ =0, dafirr ov< o gilt

S| =1 e

< M el —0
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2) L{f"(0)}=sL{f'(t)}— f1(0+) = s(s L{f (D)} - £ (0+))— f'(0+)
= st(s) —sf(0+)— f'(0+)

3) durch (n—1)-malige Anwendung der obigen Schritte erhalt man

LU O(E)f = 5"F(5) =" £(04) == 5/ " (0+) — £ (0+)

d"F(s) _d" I )
4 Ne *'dt=|—( f(t t
) = j f()e j (e
= j FO(=1) e dt = (1) j f(O) e dt
0 0
= (- e{sf(0)
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5) g)=[f(@dr=g®)=f(t) und g(0)=0
= L{g'()} = sL{g(1)} - g(0+) = sL{g()} = L/ ()} = F(s)
= Lig(1)}= { | f(r)dr} - Lres)

Beispiel:

1) Lfl}= je‘”dt = —le_” -1

0 S

A\ _ (g d
£lel=(-1 h

n!

d" (lj_ n!
dSn B Sn+1

insbesondere gilt B{ e””} =

1
s—a

,B{ tneat} _

n+l

(s—a)
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) elsin=L(eler)-£le) w eler)e L

_1(1 lj_ls+]—s+] 1

2j\s—j s+j) 2j s°+1 s +1

. 11 B

L H=— =
R T TNy

ot o _ I
.B{e sm(ﬂt)} = Goar s ,82
L{cost}=L{sin"t} = sL{sin¢}—sin(0+)

+
L{tsin(fr)} = —diﬁ{sm(ﬂt)} [ j % +ﬂ v
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Satz 11-4: (Grenzwertsdtze)
Sind f und f' Originalfunktionen, dann gilt mit s = o+ j®

a) lim £{ ()} = lim F(s)=0

b) Anfangswertsatz:
lil’gl f(t)=limsF(s), falls f stetigauf (0,)

c) Endwertsatz:
lim f(¢) = ling sF(s), falls f stetigauf (0,00) und lim f(¢) existiert
t—>0 Ned {—>©0

Beweis: s. Ubung

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 11-14




J -Distribution (verallgemeinerte Funktion)
0 0, falls 0<t<ec, t>c+1/h 0 1, falls >0
= ) u =
! h, falls c<t<c+1/h

0, falls <0
L{f,(t)} = h(L{u(t — o)} - L{u(t — c - 1/h)})

__—s/h
_ h(l e — les(cﬂ/h)j _ ﬁe—sc (1 . e—s/h): o l-e

s s s s/h
—sc 1- e_S/h —sc 1: 1- e_u —sc 1: e_u —sc
hmB{fh (f)} }ll_{g S/h =e 1{1{}01 y =e 1{1_{13 " =e
falls ¢ #c¢

0
Da %im( £,@®)= { } =6(t—c) die 5-Distribution liefert, ist
—>0 o0

falls t=c

L{S(t—c)}=

die Laplace-Transformierte der o -Distribution.
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T-periodische Funktion

Es sei f eine T-periodische Originalfunktion, dann gilt

w (m+)T

eifo}=[f@edi=3, [fed

n=0 1

Substitution: ¢t=7+nT, dt=dr

L{f (1)) = j f(r+nT)e " dr = Ze sl j f(r)e ™ dr

n=0 ¢

Da
Z( Yy = lsT fir Re{s}=0>0
n=0 l-e

lautet die Laplace-Transformierte einer 7-periodischen Orginalfunktion

LU (O} =—= j f(D)edr
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Beispiel:

I, falls O<t<l1
S (@)=

mit 7 =2 —periodisch fortgesetzt
0, falls 1<t<2

1

j F(H)e'dt = j e ' dt

0

1 1
— _ —st —— 1_ —S
ol S( )
l1-e”*
B{f(t)}zl_ —sT S
1 1-e* 1

Td=e)l+e”) s s(l+e?)
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11.3 Anwendung der Laplace-Transformation

Mit Hilfe der Laplace-Transformation kann eine Methode zur Lésung von
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gewonnen
werden. Die Vorgehensweise ist im folgenden schematisch dargestellt.

,,Originalraum* ,,Bildraum*

Lineares AWP L | Gleichung fur

(konst. Koeft.) Laplace- Y(s)=2L { y(t)}
Transformation

|
nach Y auflosen

|
Losung des AWP s Losung der
y(t)=L£" {Y (s )} . inverse Laplace- | Gleichung
. Transformation |
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Beispiel:
1) Y'+5y'+4y=t, y(0)=0, y'(0)=0

Ly +5L{yj+4L{y}=L{1]
s*Y(s)—sy(0+)— y'(0+) + S[SY(S) — y(O+)] +4Y(s)= Lz
s

mit den Anfangsbedingungen erhilt man

Y (5)+5sY(s)+4Y(s)= iz
S

= Y(s)= ! :zym:B%HM:B{ : }

s*(s* +5s5+4) s*(s* +55+4)

Um die inverse Laplace-Transformierte zu berechnen, fiihrt man eine
Partialbruch-Zerlegung durch.
1 4. B C D

— =—+=+ +
s°(s"+5s+4) s s° s+1 s+4
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1|

1 ] B 1
C(s+D)(s+4)|_, 4

! e o~ -
48 sT(s+4)|_, 3

s*(s+1)

B

‘s4

Koeffizientenvergleich liefert
A+C+D=0=A=-C-D="_20__>
48 48 16

£795 21 :—ifl{l}+lﬁl{%}+
s°(s”+5s+4) 16 s)] 4 S
del ) el
3 s+1) 48 s+4
= y(t) = —iu(t) +ltu(t) +le_’u(t) —Le_‘”u(t)
T 3 43

= —i+lt+le_t—ie_4t u(t)
16 4 3 48
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2) V'+ky/m=0, »(0)=0, y'(0)=v,
s7Y (8) = sy(0+) =y (0+) +k Y(s)/m =0
mit den Anfangsbedingungen erhélt man

Y(S)(S2+£j=vo = Y(S):V—O_Voﬁ Vk/m
m

s’+k/m zsz+k/m

= ()= %vo sin[\/zr]u(r)
m

3) y'+y=06(-nm), »0)=0, »'(0)=0
Y (s)=sy(0+) =y (0+)+ Y(s)=e ™
Y($)(s°+1)=e"

o
s*+1
= y()=sin(t —m)u(t—m)=-sint u(t — )

= Y(s)=
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11.4 Faltungseigenschaft

Definition 11-3:
Sind f und g zwei Originalfunktionen, dann heif3t

(f *)O) = [ f(t—u) g(w)du

die Faltung von f und g.

Es gilt
(f*2)t)=(g* )

denn

(f*2) () = fe-wg@)ydu=—[" f(v) glt-v)dv
= [ g(t=v) f (v =(g* 1)),

wobei die Substitution v=¢—u mit dv=—du ausgenutzt wurde.
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Satz 11-5:
Sind f und g zwei Originalfunktionen, dann gilt

L{(f* )0} =L{f (1)} Lig(t)}=F(s)- G(s)

Beweis:

L{(f*g)(1)}=
_ .'0‘” 0 f(t—u) g(u)du)e_”dt = | 0°°( | 0 f(t—u) g(u)e—”du)dt
=[] ra-w g(u)e'”dt)du = :( [ o) g(u)e‘s(”’”dv)du
=" .OOO f(v) e‘”dv)g(u)e‘”’ du = I: f(v)edv- j:g(u) e du

=L1f(O}-L{g()}=F(s) G(s),

wobei die Substitution v=1¢—u mit dv=dt ausgenutzt wurde.
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Beispiel:

PR P F
s(s”+1) sT (s +1)

LHe{e}- L{sint}}= £ {L{r*sint}} = *sins

j(t —v)sinvdv = (t —v)(—cos v)‘g — j(—l)(— cosv)dv

0

t
=tu(t)— Icosvdv =tu(t)— sinv‘t0 = (¢t —sint) u(t),
0
wobei die Korrespondenzen

iz oo fu(t) und
S

= o sint u(t)

ausgenutzt wurden.
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4 2 o f it L P
2) £ {(SZ v 4)} = £7'{ £{sinh¢}- £{sinh(21)}}
=L { L{sinh¢* sinh(2t)}} = sinh ¢ * sinh(2¢)

= [ 'sinh(¢ - v)sinh(2v) dv

mit Hilfe von sinh xsinh y = %(cosh(x +y)—cosh(x — y)) erhilt man

o 2 1 _ _
£ {(s2—1)(s2—4)}_2 jo[cosh(rw) cosh(z —3v)]dv

sinh(+v)|, + % sinh(t —3v)| ’0}

:sinh(Zt) —2sinh t] u(t)
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3) Bl{ : }=1£1{ /b }
s+ BT B (T
= — £ £{sin(B0)}- £{sin(5n)}}
= ?B‘l { £{sin(Br) *sin(Br)}} = %sin(ﬁt) *sin( /)
_ % [!sin(B(z—v))sin(Bv)dv

mit Hilfe von sinxsiny = %(cos(x —y)—cos(x+ y)) erhalt man
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.Bl{ : } 1 J; [cos(ﬁ(t—2v))—cos(,8t)]dv

] 2p
ot B
- 2;2 :i(smwr) —sin(~f0)) —tcos(ﬂt)} u(t)
- 2;2 :Si“(ﬂﬂ D_ rcoswr)} u(r)

4) P s+3 _ p-l (s+1)+2 _ip] s+2
(s*+25+5° ] 7 [+ 447 ) (" +2°)
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~

el T3 ) 8 L) 2
(s> +25+5) (s> +2°)° (s> +2°)°

=e itsin(2t) + %(%sin(Zt) — tcos(2t)D u(t)

t

- % (sin(2¢)+ 2¢ (sin(2¢) — cos(2£)) ) u(b),

wobei die Korrespondenzen

1 - u(t) sin(,Bt)_ -
—(sz+ﬂ2)2 2ﬂ2( 5 tcos(ﬂt)} vgl. Bsp.3auf S.11-26/27

und

% oo 1SS u(t) vgl.Bsp.2auf S.11-13
(s"+/57) 2p

ausgenutzt wurden.
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< Ubungen zur Héheren Mathematik 3 / Kapitel 11
<, HSB
x Hochschule Bremen

City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 11-1: Berechnen Sie die Laplace-Transformierten der Funktionen

sint tsin v

a) f(t):T und g(t)=J. dr

0 7
b) f(t) =sinh(at) und g(t) = cosh(at)

sowie die inverse Laplace-Transformierte von

=278

e
s?+1

c) F(s) =

Aufgabe 11-2: Berechnen Sie die Laplace-Transformierte der Zeitfunktionen

t-T/2

fir 0<t<T
a) f(t)= T
0 : sonst
t/T : fir 0<t<T
b) f(t)=<2-t/T : fir T<t<2T
0 : sonst

Aufgabe 11-3: Esseien f und f’ Originalfunktionen. Beweisen Sie fiir S= o+ jo die fol-
genden Grenzwertsitze.

a) limF(s)=0

b) tlirgl f(t)=1limsF(s), falls f stetigauf (0,o0) (Anfangswertsatz)
c) %im f(t)= lin(} sF(s), falls f stetigauf (0,c0) und %im f (1) existiert (Endwertsatz)

Aufgabe 11-4: Losen Sie die folgenden AWP’s mit Hilfe der Laplace-Transformation
a) y"—4y =2sinht, y(0)=1, y'(0)=0

b) Y'Y=l YO0)=y(0)=0
©)  y'—4y'+3y=e"sinx, y(0)=Yy'(0)=0
d y'-y=t y0)=1 y(0)=1
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