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11  Laplace Transformation 

11.1  Einführung 

Definition 11-1: 
Eine Funktion  f :  [0,)    heißt Laplace-transformierbar, wenn das 
uneigentliche Integral  

  



0

)(:)()( dtetftfsF stL
 

mit  s    j  für ein      konvergiert. F (s)  heißt dann auch die La-
place-Transformierte von  f. 
 
F (s)  ist nur definiert, wenn das uneigentliche Integral konvergiert. Dies ist 
nicht für alle Funktionen  f (t)  der Fall. Deshalb sei zunächst eine Klasse 
von Funktionen definiert für die das uneigentliche Integral auf jeden Fall 
konvergiert für  Re{s}   > 0 
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Definition 11-2: 

 f :  [0,)    heißt Originalfunktion, falls  
a)  f  auf jedem abgeschlossenen Intervall  [0,b]  [0,)  stückweise stetig 

ist ( f  hat nur endlich viele Sprungstellen auf  [0,b]). 
b)  f  für  t    höchstens exponentiell wächst, d.h. 

0)(,0,0 0
0  tMetfM t  

Beispiel: 

1)  f (t)  t ,   0  ist Originalfunktion, denn  f (t)  t   ist für    0  ste-
tig auf  [0,)  und es gilt  

0beliebigesfür 0lim 






tt e

t
 

2)  f (t)  e t,      ist Originalfunktion, denn  f (t)  e t  ist für alle  
    stetig auf  [0,)  und es gilt  
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







0 falls0

0 falls
für0




 tee tt

 

3) f (t)  cos( t)  und  f (t)  sin( t),     sind Originalfunktionen, denn  
f (t)  cos( t)  und  f (t)  sin( t)  sind für alle      stetig und es gilt  

cos( ) 1
0 für 0

sin( ) 1

t

t

t e
t

t e









 

  
   

Satz 11-1: 

Ist  f :  [0,)    Originalfunktion, dann existiert die Laplace-Trans-
formierte  

  



0

)()()( dtetftfsF stL
 

für alle  Re{s}   > 0  und das uneigentliche Integral konvergiert 
gleichmäßig absolut für  s    mit  Re{s} > 0. 
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Die Eigenschaft "Originalfunktion" ist nur ein hinreichendes Kriterium für 
die Existenz der Laplace-Transformierten. Es existieren auch Laplace-
Transformierte die nicht zur Klasse der Originalfunktionen gehören. 
 
Beispiel: 

 f (t)  t   mit  1 <  < 0  ist keine Originalfunktion, da  f (t)  für  t  0 
unbeschränkt, aber es existiert die Laplace-Transformierte für  Re{s} > 0. 

  1
0 0 0

( 1) 1
1 1

0

1 1

1 ( 1)
,

stt t e dt e d e d
s s s

e d
s s


    



 
 

   

 

  
  




  

 

    
 

 
 

  



L

 

wobei die Substitution    st  mit  d  s dt  und die Definition der 
Gamma-Funktion, vgl. Kapitel 5.6,  ausgenutzt wurde. 
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Dieses Ergebnis gilt auch für    0. Insgesamt erhalten wir also 

   1

( 1)
1, Re 0.t s

s




 

 
     L  

 
Spezialfälle: 

   











 )21(0Re,

)21(1

2

1
s

sst
α L

 

     !)1(0Re,,
!)1(

0110 nnsn
s

n

s

n
tn

nn
n 


   L

     
13

2
2

!
,,

2
,

1
z.B. 

n
n

s

n
t

s
t

s
t LLL   
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Satz 11-2: 
Sind  f1, f2  Originalfunktionen mit  L{f1(t)}  L{f2(t)}  für alle  Re{s}   
> 0, dann gilt 

1 2 1 2( ) ( ) 0  in denen    und    stetig.f t f t t f f    

D.h. bis auf Sprungstellen stimmen  f1  und  f2  überein, wenn  F1(s)  F2(s). 
 
Sieht man zwei Originalfunktionen, die bis auf ihre Sprungstellen überein-
stimmen, als gleich an, so gilt 

    )()()()( 2121 tftftftf  LL  

d.h. die Laplace-Transformation ist eindeutig auf der Klasse der Original-
funktionen. Es existiert also die inverse Laplace-Transformierte 

   1 ( ) ( ) falls ( ) ( )F s f t f t F s  L L  
mit  

  1 ( ) ( ).f t f t L L  
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11.2  Eigenschaften der Laplace-Transformation 

Satz 11-3: 
Sind  f, f1, f2  Originalfunktionen, dann gilt  (s   + j) 

a) Linearität 

       )()()()()()( 212121 sFbsFatfbtfatfbtfa  LLL  

b) Streckung 

 
  0und0

1
)( 


 








s
FtfL

 

c) Dämpfungssatz / Verschiebungssatz 
1)   0( ) ( )te f t F s        L  

2)  ( ) ( ) 0sf t e F s   L  

d) Differentiation / Integration  
1)   )0()()(  fssFtfL  
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falls  f, f '  Originalfunktionen,  f  stetig auf  (0,)  und  f (0+)  den  
rechtsseitigen Grenzwert bezeichnet 

2)   )0()0()()( 2  ffssFstfL  

falls  f, f  und  f  Originalfunktionen,  f  und  f  stetig auf  (0,)  
und  f (0+)  und  f (0+)  die rechtsseitigen Grenzwerte bezeichnet 

3)       )0()0()0()()( 121)(   nnnnn fsffssFstf L  

falls  f, f ,…, f (n)  Originalfunktionen,  f, f ,…, f (n-1)  stetig auf  
(0,)  und  f (0+),  f (0+),…, f (n1)(0+)  die rechtsseitigen Grenz-
werte bezeichnet 

4)   ( )
( ) ( 1)

n
n n

n

d F s
t f t n

ds
   L   

5) )(
1

)(
0

sF
s

df
t









 L  
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falls  f  und 
t

dftg
0

)()(   Originalfunktionen 

 
Beweis: 

a) gilt wegen der Linearität des Integrals 

b)   



0

)()( dtetftf tsL  

Substitution:  ddtdtdt  ,,  

  





 




















 s

Fdefdeftf
ss 1

)(
11

)()(
00

L
 

c) 1)   )()()(
0

)(   


 sFdtetftfe tstL  
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2)  

)()(

)()()(

0

0

)(

0

sFedefe

defdtetftf

sss

sst


























L  

d) 1)  

)0()()()0(

))(()()()(

0

0
0

0


















fssFdtetfsf

dtsetfetfdtetftf

ts

sttstsL  

denn  0)(lim 


ts
t etf , da für  0 <   gilt 

0( )( ) ( ) 0ts t t
t

f t e f t e M e    
    
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2)       
)0()0()(

)0()0()()0()()(
2 



ffssFs

fftfssftfstf LLL  

3) durch (n1)-malige Anwendung der obigen Schritte erhält man  

  )0()0()0()()( )1()2(1)(   nnnnn fsffssFstf L  

 4)  

 

0 0

0 0

( )
( ) ( )

( )( 1) ( 1) ( )

( 1) ( )

n n n
st st

n n n

n n st n n st

n n

d F s d
f t e dt f t e dt

ds ds s

f t t e dt f t t e dt

t f t

 
 

 
 


 



   

 

 

 
L
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 5) 

       

  )(
1

)()(

)()()()0()()(

0)0(und)()()()(

0

0

sF
s

dftg

sFtftgsgtgstg

gtftgdftg

t

t
























LL

LLLL

 

Beispiel: 

1)  
s

e
s

dte tsts 11
1

0
0





L  

 
1

!1
)1()()1( 








nn

n
n

n

n
nn

s

n

sds

d
sF

ds

d
tL

 

   1

! 1
insbesondere gilt

( )
 

  
 

L Ln t t
n

n
t e e

s s  



Hochschule Bremen Höhere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 11-13

2)         

1

1

12

111

2

1

1
da

2

1
sin

22 




















 

ss

jsjs

jjsjsj

js
eee

j
t tjjtjt


LLLL  

  2 2 2

1 1
sin( )

( ) 1
t

s s


  

 
 

L
 

  2 2
sin( )

( )
te t

s
 

 


 
L

 

        2
cos sin sin sin 0

1

s
t t s t

s
    


L L L

 
    2 2 2 2 2

2
sin( ) sin( )

( )

d d s
t t t

ds ds s s

  
 

 
       

L L
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Satz 11-4:  (Grenzwertsätze) 
Sind  f  und  f  Originalfunktionen, dann gilt mit  s    j   

a)  lim ( ) lim ( ) 0f t F s
  

 L  

b) Anfangswertsatz: 

0
lim ( ) lim ( ),  falls   stetig auf  (0, )
t

f t sF s f
  

   

c) Endwertsatz: 

0
lim ( ) lim ( ),  falls   stetig auf  (0, ) und lim ( ) existiert
t s t

f t sF s f f t
  

 
  

Beweis:  s. Übung 
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 -Distribution (verallgemeinerte Funktion) 

















0falls,0

0falls,1
)(,

1 falls,

1,0 falls,0
)(

t

t
tu

hctch

hctct
tfh  

      

 
hs

e
eee

s

h
e

s
e

s
h

hctuctuhtf
hs

schsschcssc

h


 







 



1
1

11

)1()()(

)1(

LLL

 

 
0 0

1 1
lim ( ) lim lim lim

1

s h u u
sc sc sc sc

h
h h u u

e e e
f t e e e e

s h u

  
   

   

 
   L

 

Da    )(
cfalls

cfalls0
)(lim ct

t

t
tfh

h
















   die  -Distribution liefert, ist 

  csect  )(L  

die Laplace-Transformierte der   -Distribution. 
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T-periodische Funktion 

Es sei  f  eine  T-periodische Originalfunktion, dann gilt  

   








 

0

)1(

0

)()()(
n

Tn

nT

tsts dtetfdtetftfL
 

Substitution:  ddtnTt  ,  

   









 
0 00 0

)( )()()(
n

T
ssnT

n

T
nTs defedenTftf  L

 

Da 

  0Refür
1

1
)(

0










 s
e

e
n

sT
nsT

 

lautet die Laplace-Transformierte einer  T-periodischen Orginalfunktion 

   



T

s
sT def

e
tf

0

)(
1

1
)(  L
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Beispiel: 

tfortgesetz periodisch2mit   
21 falls,0

10 falls,1
)( 








 T
t

t
tf

 

 

2 1

0 0

1

0

( )

1 1
1

st st

st s

f t e dt e dt

e e
s s

 

 



   

 

 

  1 1
( )

1

1 1 1

(1 )(1 ) (1 )

s

sT

s

s s s

e
f t

e s

e

e e s s e







  







 
  

L
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11.3  Anwendung der Laplace-Transformation 

Mit Hilfe der Laplace-Transformation kann eine Methode zur Lösung von 
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gewonnen 
werden. Die Vorgehensweise ist im folgenden schematisch dargestellt. 
 
 
 
 L  

1L  

inverse Laplace-
Transformation 

Lineares AWP 
(konst. Koeff.) 

Gleichung für 
 ( ) ( )Y s y t L  

„Bildraum“

Lösung des AWP 
 1( ) ( )y t Y s L  

Lösung der 
Gleichung 

Laplace-
Transformation 

nach  Y  auflösen 

„Originalraum“ 
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Beispiel: 

1) 0)0(,0)0(,45  yytyyy
  

 

       

 

 

2
2

2
2

1 1
2 2 2 2

5 4

1
( ) (0 ) (0 ) 5 ( ) (0 ) 4 ( )

mit den Anfangsbedingungen erhält man

1
( ) 5 ( ) 4 ( )

1 1
( ) ( ) ( )

( 5 4) ( 5 4)

y y y t

s Y s s y y sY s y Y s
s

s Y s sY s Y s
s

Y s y t Y s
s s s s s s

 

   

        

  

 
          

L L L L

L L

 

Um die inverse Laplace-Transformierte zu berechnen, führt man eine 
Partialbruch-Zerlegung durch. 

41)45(

1
222 





 s

D

s

C

s

B

s

A

sss  
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4

1

)4)(1(

1
,

3

1

)4(

1
,

48

1

)1(

1

01
2

4
2 










 sss
ss

B
ss

C
ss

D
 

Koeffizientenvergleich liefert 

16

5

48

16

48

1
0  DCADCA  

1 1 1
2 2 2

1 1

1 5 1 1 1

( 5 4) 16 4

1 1 1 1

3 1 48 4

s s s s s

s s

  

 

                   
           

L L L

L L

)(
48

1

3

1

4

1

16

5

)(
48

1
)(

3

1
)(

4

1
)(

16

5
)(

4

4

tueet

tuetuetuttuty

tt

tt







 






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2) 

)(sin)(

)()(

manerhält ingungen Anfangsbedden mit 

0)()0()0()(

)0(,0)0(,0

0

202
0

0
2

2

0

tut
m

k
v

k

m
ty

mks

mk

k

m
v

mks

v
sYv

m

k
ssY

msYkysysYs

vyymkyy






















 



  

3) 

s

s

essY

esYyyssYs

yytyy

















)1)((

)()0()0()(

0)0(,0)0(),(

2

2

 

)(sin)()sin()(
1

)(
2











tuttutty
s

e
sY

s
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11.4  Faltungseigenschaft 

Definition 11-3: 
Sind  f  und  g  zwei Originalfunktionen, dann heißt  

 
t

duugutftgf
0

)()(:))((
 

die Faltung von  f  und  g.  
 
Es gilt  

  )()()( tfgtgf   
denn 

0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

t

t

t

f g t f t u g u du f v g t v dv

g t v f v dv g f t

     

   

 

  

wobei die Substitution  v  t  u  mit  dv   du  ausgenutzt wurde. 
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Satz 11-5: 
Sind  f  und  g  zwei Originalfunktionen, dann gilt  

      )()()()())(( sGsFtgtftgf  LLL  
 
Beweis: 

 

   
   
 
   

0 0 0 0

( )

0 0 0

0 0 0 0

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

t ts t s t

s t s v u

u

sv su sv su

f g t

f t u g u du e dt f t u g u e du dt

f t u g u e dt du f v g u e dv du

f v e dv g u e du f v e dv g u e du

f t g t F s G s

  

     

      

 

   

  

  

   

   

   

   

L

L L

 

wobei die Substitution  v = t  u  mit  dv = dt  ausgenutzt wurde. 
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Beispiel: 

1) 

       

1 1
2 2 2 2

1 1

0
0 0

0
0

1 1 1

( 1) ( 1)

sin sin sin

( )sin ( )( cos ) ( 1)( cos )

( ) cos ( ) sin ( sin ) ( ),

t t
t

t
t

s s s s

t t t t t t

t v v dv t v v v dv

t u t v dv t u t v t t u t

 

 

   
        
     

       

     

 



L L

L L L L L

 wobei die Korrespondenzen  

2 2

1 1
( ) und sin ( )

1
t u t t u t

s s
 


   

 ausgenutzt wurden. 
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2)     

  

1 1
2 2

1

0

2
sinh sinh(2 )

( 1)( 4)

sinh sinh(2 ) sinh sinh(2 )

sinh( )sinh(2 )
t

t t
s s

t t t t

t v v dv

 



 
    
   

 

L L L L

L L

 

mit Hilfe von   1
sinh sinh cosh( ) cosh( )

2
x y x y x y      erhält man 

 

 

1
2 2 0

0 0

2 1
cosh( ) cosh( 3 )

( 1)( 4) 2

1 1
sinh( ) sinh( 3 )

2 3

1
sinh(2 ) 2sinh ( )

3

t

t t

t v t v dv
s s

t v t v

t t u t

  
      

      

 

L
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3) 

    

  

 

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1
2

1
2 2

2 0

1 1

( ) ( ) ( )

1
sin( ) sin( )

1 1
sin( ) sin( ) sin( ) sin( )

1
sin ( ) sin( )

t

s s s

t t

t t t t

t v v dv

 
   

 


   
 

 


 





   
         

 

   

 

L L

L L L

L L

 

mit Hilfe von   )cos()cos(
2

1
sinsin yxyxyx    erhält man 
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 

 

 

1
2 2 2 2 0

2 0
0

2

2

1 1
cos ( 2 ) cos( )

( ) 2

sin ( 2 )1
cos( )

2 2

1 1
sin( ) sin( ) cos( ) ( )

2 2

1 sin( )
cos( ) ( )

2

t

t
t

t v t dv
s

t v
v t

t t t t u t

t
t t u t

 
 




 

  
 

 
 

  
       

 
  

  
 

    
 
 

  
 

L

 
 

4) 

































 

222
1

22
1

22
1

)2(

2

)4)1((

2)1(

)52(

3

s

s
e

s

s

ss

s tLLL  
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  

1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

3 2

( 2 5) ( 2 ) ( 2 )

1 1 1
sin(2 ) sin(2 ) cos(2 ) ( )

4 4 2

sin(2 ) 2 sin(2 ) cos(2 ) ( ),
8

t

t

t

s s
e

s s s s

e t t t t t u t

e
t t t t u t

   





      
                

        

  

L L L

 

wobei die Korrespondenzen  

2 2 2 2

1 ( ) sin( )
cos( ) vgl. Bsp. 3 auf S.11 26/27

( ) 2

u t t
t t

s

 
  


    


 

und 

2 2 2

sin( )
( ) vgl. Bsp. 2 auf S.11 13

( ) 2

s t t
u t

s


 

 



 

 ausgenutzt wurden. 
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Aufgabe 11-1:   Berechnen Sie die Laplace-Transformierten der Funktionen 

a) 
t

t
tf

sin
)(   und 

t
dtg

0

sin
)( 




 

b) )sinh()( ttf   und )cosh()( ttg   

sowie die inverse Laplace-Transformierte von 

c) 
1

)(
2

2






s

e
sF

s

 

 
 
Aufgabe 11-2:  Berechnen Sie die Laplace-Transformierte der Zeitfunktionen 

a) 
/ 2

: für 0
( )

0 : sonst

t T
t T

f t T

   


 

b) 

sonst

2für

0für

:

:

:

0

/2)( TtT

Tt

Tt

Tt

tf 









  

 
 
Aufgabe 11-3:  Es seien  f  und  f   Originalfunktionen. Beweisen Sie für  s    j  die fol-
genden Grenzwertsätze. 

a) lim ( ) 0F s


  

b) 
0

lim ( ) lim ( ), falls   stetig auf  (0, )
t

f t sF s f
  

   (Anfangswertsatz) 

c) 
0

lim ( ) lim ( ),  falls   stetig auf  (0, ) und lim ( ) existiert
t s t

f t sF s f f t
  

   (Endwertsatz) 

 
 
Aufgabe 11-4:  Lösen Sie die folgenden AWP’s mit Hilfe der Laplace-Transformation 

a) 0)0(,1)0(,sinh24  yytyy  

b) (0,2 )1 ( ), (0) (0) 0    y y t y y  

c) 0)0()0(,sin34 3  yyxeyyy x  

d) , (0) 1, (0) 1y y t y y      
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