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12 Differenzengleichungen, Z-Transformation,

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Transformation, die Z-Transfor-
mation behandeln. Mit Hilfe der Z-Transformation konnen lineare Diffe-
renzengleichungen gelost werden.

12.1 Einfiihrung in Differenzengleichungen

Gegeben sei das Anfangswertproblem (AWP)

y'=y, y(O)=L
Die (eindeutige) Losung dieses AWP lautet
y(t)=¢".

Wir fiithren fiir dieses Anfangswertproblem eine Diskretisierung durch, d.h.
ausgehend vom Startpunkt to =0 betrachten wir die Losungsfunktion Yy(t)
dieses AWP an den Zeitpunkten tn = nh (hierbei ist h die Schrittweite).
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Es gilt th1 = tn + h. Fir y(tn) schreiben wir kurz yn = y(tn). Es gibt ver-
schiedene Moglichkeiten der Diskretisierung.

1. Moglichkeit
Ersetzen wir die Ableitung Y'(t.) durch den Differenzenquotienten

Yo — Yo

h b
so erhalten wir (nach Multiplikation mit h) anstelle des AWP die folgende
Differenzengleichung

yn+1_yn:hyna yo=1 - yn+1_(1+h)yn:0a yozl‘
Der Ansatz y, = A" fiihrt auf
A"(A-(1+h))=0 = A=1+h = vy, =cl+h)", ceR,

y'(t,) ~

ist die allgemeine Losung der Differenzengleichung. Mit der Anfangsbe-
dingung
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y,=1 = y,=c(l+h)’=c=1.
Also gilt
y. =(1+h)", (n>0),

ist die (eindeutige) Losung der gegebenen Differenzengleichung. Es gilt
fiir t=nh

: _1: n_1: t’/h _ [1: l/ht_ : u)t_t

lim y, =lim(1+h)" =lim(1+h)"" = (lhl_I)I(}(l-i- h) ) - (maﬂ/u) —e

= limy, = y(t).

2. Moglichkeit

Integrieren wir die gegebene Differentialgleichung Y’ =Y von t, bis tni,
so erhalten wir

tn+1

Jyod=["yod = y.-y, =

n n

y(t)dt
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Néhern wir das Integral auf der rechten Seite mit Hilfe der Trapez-Formel
an, so erhalten wir die folgende Differenzengleichung

h h h
yn+1_yn:5(yn+yn+l)9 y0:1 = (1__jyn+l_(1+5jynzoﬂ y():1

2
1+h/2
———y. =0, y,=1.
yn+1 1_h/2yn yO
Der Ansatz yn= A" fiihrt auf
Z”*l—l+h/21”:0 g Z_1+h/2 _ 0
1-h/2 1-h/2
ZIM = Yy, =C M , CEIR,
1-h/2 1-h/2

ist die allgemeine Losung der Differenzengleichung. Mit der Anfangsbe-
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dingung Yo =1 ergibt sich die (eindeutige) Losung der gegebenen Diffe-

renzengleichung zu
1+h/2Y

Auch hier gilt fiir t=nh

n 1/h t
limy, =lim| 22 ) C| | 22 e sy,
h—0 h—0 1-h/2 h—0 1—h/2

Im folgenden werden nun lineare Differenzengleichungen behandelt.

Definition 12-1: (Lineare Differenzengleichung k-ter Ordnung)

yn+k + ak—l yn+k—1 +.o..F al yn+1 + aOyn - fn’ ai’ fn < IR?

heif3t lineare Differenzengleichung k-ter Ordnung. Ist fr=0 ¥n € No, so
heil3t die Differenzengleichung homogen, sonst inhomogen.
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Wie bei linearen Differentialgleichungen gelten auch bei linearen Diffe-
renzengleichungen die folgenden Aussagen.

e Die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzengleichung setzt
sich zusammen aus der allgemeinen Losung der zugehorigen homoge-
nen Differenzengleichung und einer partikuldren Losung der inhomo-
genen Differenzengleichung.

e Die allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung k-ter
Ordnung ist eine Linecarkombination aus Kk linear unabhidngigen Losun-
gen der homogenen Differenzengleichung. Wir betrachten zunichst li-
neare homogene Differenzengleichung.
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12.2 Lineare Differenzengleichungen
12.2.1 Losung linearer homogener Differenzengleichungen

Lineare homogene Differenzengleichung 1. Ordnung
Gegeben sei die Differenzengleichung
Y., +ay, =0.
Der Ansatz yn = A" fiihrt auf
AMral"=A"(1+a)=0= 1 = -a.
Also ist
y,=c(-a)", ceR

die allgemeine Losung der gegebenen linearen homogenen Differenzen-
gleichung 1. Ordnung.

Beispiel:
Y., —3Y,=0 = y =c3", mit ceR, ist allgemeine Losung.
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Lineare homogene Differenzengleichung 2. Ordnung
Gegeben sei die Differenzengleichung
V.., +ay,, +by, =0.
Der Ansatz yn = A" fiihrt auf
A" +aAl™ +bA" =A"(A* +al+b)=0
= p(1)=A"+al+b=0 (charakteristisches Polynom).

1. Fall
Das charakteristische Polynom p(A) besitze die unterschiedlichen reellen

Nullstellen A1 und 4. Dann ist
Yo = Cl/l’ln +Cz/12ns ¢.C, eR

die allgemeine Losung der gegebenen linearen homogenen Differenzen-
gleichung 2. Ordnung.
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2. Fall
Das charakteristische Polynom p(A) besitze die komplexen Nullstellen A
und 4. Dann ist

Y, =CA4' +C,(4)", ¢,c, eR
die allgemeine komplexe Losung der gegebenen linearen homogenen Dif-
ferenzengleichung 2. Ordnung. Da die Differenzengleichung linear ist und
die Koeffizienten reell sind, gilt hier wie bei linearen Differentialgleichun-

gen, dass mit einer komplexen Losung sowohl Real- als auch Imaginarteil
reelle Losungen sind.

Aus A =|A|€” und A" =|4|" " ergibt sich mit
Re(4") =[4[" cos(np), Im(4")=|4]" sin(ng)

die allgemeine reelle Losung der gegebenen linearen homogenen Diffe-
renzengleichung 2. Ordnung zu

=y, =C, |4]" cos(np) +c, |4 ] sin(ng), c,,c, eR.
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3. Fall
Das charakteristische Polynom p(A) besitze die doppelte Nullstelle Ai.
Dann ist

y, =CA' +¢c,nA’, c,c,eR

allgemeine Losung der gegebenen linearen homogenen Differenzenglei-
chung 2. Ordnung, denn y, =nA" ist auch Losung der homogenen Diffe-
renzengleichung, falls A1 doppelte Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist.

Beweis:
Da A1 doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, gilt

P(4)=A'+ak+b=0, p'(4)=24+a=0.

Einsetzen von y, =nJ/ in die Differenzengleichung liefert demzufolge
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(N+2)A" +a(n+ DA +bna! = A7 (n(4’ +a4, +b) + 4,(24 +a))
=4 (np(4) + 4 p'(4)) =0.

Beispiel:
1) Gegebenset y,,, —3Y,,, +2Y, =0. Das charakteristische Polynom

P(A)=2"-31+2=(A-1)(1-2)=0.
liefert mit den Nullstellen A, =1, 4, =2 die allgemeine Losung

n n
y,=c¢l" +¢,2" c,c,eR.

2) Gegebensel Y,,, —2Y,,, +2Y, =0. Das charakteristische Polynom
p(A)=4"-22+2=(A-(1+)))(A-(1-j))=0
liefert mit den Nullstellen 4, =1+ j= J2e* 7 die allgemeine Losung
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Y, =¢,v2" cos(nz/4)+c,N2" sin(nz/4), ¢.c, R

3) Gegebensel y,,, —4Y,,, +4Y, =0. Das charakteristische Polynom
pP(A)=A"-41+4=(1-2)"=0
liefert mit der doppelten Nullstelle 4, =2 die allgemeine Losung
y,=¢2"+c¢c,n2", c,c, eR.

Lineare homogene Differenzengleichung k-ter Ordnung
Gegeben sei die Differenzengleichung
Yok T & Yoy - +a,Y,,, +8,Y, =0, a eR.
Der Ansatz yn = A" fiihrt auf
A" +a A+ +aldl+a)=1"p(1)=0
= p(A)=1+a_A"+..+al+a,=0 (charakteristisches Polynom).
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Ist A1 eine r-fache Nullstelle von p(A), so sind die Folgen
ﬂ’ln, nﬂln , nziln . nr—lﬂlln

linear unabhingige Losungen der homogenen Differenzengleichung.

Beweis:
per Induktion (Induktionsanfang siehe lineare homogene Differenzenglei-

chung 2. Ordnung, 3. Fall).

Damit erhélt man auch im allgemeinen Fall einer linearen homogenen Dif-
ferenzengleichung k-ter Ordnung mit Hilfe der Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms K linear unabhéngige Losungen der linearen homo-
genen Differenzengleichung. Die allgemeine Losung ist dann Linearkom-
bination aus diesen Fundamentallésungen.
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12.2.2 Partikulire Losung linearer inhomogener Differenzen-
gleichungen

Fiir spezielle "rechte Seiten" fn wird nun ein Ansatz angegeben, der auf
eine partikulire Losung fiihrt.

Die rechte Seite sei von der Form

f,=q(n)p" {Cosﬂn},

sin £n

wobei ((n) ein Polynom bezeichnet. Ersetzt man die rechte Seite durch
die komplexe Funktion

f,=q()y" mit y=pe”
dann fiihrt der komplexe Ansatz
w. =n'r(n);" (gradr = grad q)

auf eine partikuldre Losung
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Re{w,} falls cospn aufrechter Seite
Yo = Im{w,} falls sinBn aufrechter Seite’

wobel

| =0, falls ¥ keine Nullstelle (keine Resonanz)
| >0, falls y I-fache Nullstelle (I-fache Resonanz)

des charakteristischen Polynoms p(A) ist.

Im Fall
L =0 ist der Ansatz reell und es gilt yn = Wn
L+ 0 kann auch der reelle Ansatz
y, =n'p" (r(n)cosfn+r,(n)sinAn)
durchgefiihrt werden, wobei grad ri = grad r> = grad (
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Beispiel:
1) yn+1 _3yn =n2"

homogene LOsung:
p(l)=1-3=0 = 1=3 = y =c3", ceR

ist allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung

partikuldre Losung:
Ansatz: 'y, =(a+bn)2", (keine Resonanz)

= (a+b(n+1))2"" —3(a+bn)2" =2"(2a +2bn +2b —3a - 3bn)
=2"((2b-a)+(-b)n)=n2"

= b=-1, a=2b=-2 = y =—(2+n)2"

ist partikuldare Losung der inhomogenen Differenzengleichung.
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Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen linearen inhomoge-
nen Differenzengleichung

y,=c3"-(2+n)2", ceR.

Ist der Anfangswert Yo gegeben, so erhélt man mit
V,=C—2 => c=Y,+2 = Yy, =(y,+2)3"=(2+n)2", n>0

die Losung des Anfangswertproblems.
2) Yo+ _2yn =n2"

homogene Losung:
p(l)=4-2=0 = 1=2 = y, =c2", ceR

ist allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung

partikuldre Losung:
Ansatz: 'y, =n(a+bn)2", (einfache Resonanz)
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= (a(n+1)+b(n+1)*)2"" —2(an+bn*)2" =
=2"(2an +2a+2bn* + 4bn + 2b — 2an — 2bn?)
=2"((2a+2b)+4bn)=n2"

= b=1/4, a=-b=-1/4 = y_=(n*-n)2""?

ist partikuldare Losung der inhomogenen Differenzengleichung.

Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen linearen inhomoge-
nen Differenzengleichung

y =c2"+(n*-n)2"?, ceR.
Ist der Anfangswert Yo gegeben, so erhélt man mit
Yy,=C => C=Y, => Y, = y02n +(n2—n)2”‘2, n=0

die Losung des Anfangswertproblems.
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3) Yniz _3yn+1 +2yn =2"

homogene Losung:
P(A)=A-31+2=(A1-1)(1-2)=0

> A=L4=2=y =cl"+c,2", c,c,eR

ist allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung

partikuldre Losung:
Ansatz: y, =an2", (einfache Resonanz)

= a(n+2)2"* -3a(n+1)2"" +2an2" =
=2"(4an +8a—6an—6a+2an)=2"(2a) =2"
= a=1/2 = y,=n2""

ist partikuldare Losung der inhomogenen Differenzengleichung.
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4)

Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen linearen inhomoge-
nen Differenzengleichung

y.=c +¢,2"+n2"", ¢,c, eR.

Sind die Anfangswerte Yo und yi gegeben, so erhilt man mit
Yo,=C6 +C,, y,=C +2C,+1 = ¢, =2y,-y,+L, c,=y,—-Yy,—1
= ¥, =Q2Y,- Y, +D+(y, -y, - 1D2"+n2"", n>0

die Losung des Anfangswertproblems.

Ynia _2yn+1 + Zyn =2"
homogene Losung:
p(A) =12 -21+42=0 = ﬂ“l,z =1+ | :\/EeijﬂM

— y =cN2 cos(nz/4)+c,2 sin(nz/4), ¢,c, eR

ist allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung
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partikulire Losung:
Ansatz: y, =a2", (keine Resonanz)

= a2"? —2a2"" +2a2" =2"(4a—-4a+2a)=2"(2a)=2"
—a=1/2=y =2""

ist partikuldare Losung der inhomogenen Differenzengleichung.

Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen linearen inhomoge-
nen Differenzengleichung

y. =c2 cos(nr/4)+c,2 sin(nz/4)+2"", c.c, eR.

Sind die Anfangswerte Yyo=0 und y1 =1 gegeben, so erhilt man mit
y,=C +1/2=0, y,=¢c,+Cc,+1=1 = ¢,=-1/2, ¢, =—-C,=1/2

n-2
= Y= J2 (sin(nzz /4)—cos(nz/4))+2"", n>0

ist die Losung des Anfangswertproblems.
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5) Yii2 _4yn+l +4yn =2"

homogene Losung:
p(A) = AP —41+4= (A - 2)2 =0 = A, =2 (doppelte Nullstelle)
= y,=¢2"+c¢c,n2", c,c,eR

ist allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung

partikulidre L.Oosung:

Ansatz: y, = an’2", (doppelte Resonanz)
= a(n+2)*2"" —4a(n+1)*2"" +4an’2" =

=2"(4an’ +16an +16a —8an” —16an —8a +4an’) = 2"(8a) = 2"
= a=1/8 = y, =n’2""

ist partikulare Losung der inhomogenen Differenzengleichung.
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Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen linearen inhomoge-
nen Differenzengleichung

y. =¢2"+¢c,n2"+n’2">, ¢,c eR.

Sind die Anfangswerte Yo=0 und y1 =1 gegeben, so erhilt man mit
Y,=¢=0, y,=2¢,+2¢,+1/4=1 = ¢, =0,c,=3/8

=y, =@3n+n’)2">, n>0

ist die Losung des Anfangswertproblems.
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12.3 Z-Transformation

Eine andere Moglichkeit, lineare Differenzengleichungen zu 16sen, bietet
die Z-Transformation, die wir im folgenden Abschnitt behandeln werden.

Definition 12-2: (Z-Transformation)

Es sei (f,),.y, eine Folge in C. Dann heifit

F(o)y=Z{f }=) f 7"
n=0
die Z-Transformierte der Folge ( fn ), wobei F(z) fiir die z € C definiert
ist, fiir die die unendliche Reihe z N

, f.z7" konvergiert.

Bei der Z-Transformation wird einer komplexen Folge ( f,) eine komple-
xe Funktion F(z) zugeordnet. Die Z-Transformation ist im Gegensatz zu
der bisher behandelten Laplace-Transformation (Integral-Transformation)
eine diskrete Transformation.
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Wir wollen zunichst die Konvergenz der unendlichen Reihe der Z-Trans-
formation untersuchen.

Stz =643 f 7
n=0 n=1

ist eine Laurent-Reihe (vgl. Kapitel 15) um zo = 0.

Ersetzen wir W=2"! so erhalten wir Z ::O f, W' Dies ist bzgl. w eine
Potenzreihe um Wo = 0. Diese Potenzreihe habe den Konvergenzradius
Rw > 0, sie konvergiert also fiir |w| < Rw. Folglich konvergiert die Z-Trans-
formationsreihe fiir |z| > 1/Rw = R, d.h. auBBerhalb des Kreises um 0 mit
Radius R;=1/Rw.

Der Radius R; kann haufig mit Hilfe des Quotientenkriteriums wie folgt
berechnet werden.

| f Lz f 1 R o
lim | = l—=—L<] = |z|>R, mit lim|—={=R,
s Y B I P AR b el f,
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Beispiel:
1) f,=1, f. =0 VneN

Z{fn}:i fz"=1f,=1, also F(z)=1

n=0

2) f =a", neN,, aecC\{0} fest.

a7 = Z(EJ 1 ‘_ falls

n=0 n=0 Z 1—3./2 Z_a

a

yA

<1

[M]s

Z{a”}:

Z
= |z|>|a], also F(2)=——, |z|>|a|

Auch bei der Z-Transformation spielt die Faltung eine wichtige Rolle. Die
Faltung wird deshalb wie folgt definiert.
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Definition 12-3: (Faltung)
Es seien (f,),.y, und (g,),.,, zweiFolgenin C. Dann heift die Folge

(hn)z(fn)*(gn) IIllt (hn)zzfl gn—l) nENO

die Faltung von (f ) mit (g,).

Im folgenden Satz werden die wichtigsten Figenschaften der Z-Transfor-
mation zusammengefasst.

Satz 12-1: (Eigenschaften der Z-Transformation)
Es seien (f,),., und (g,),.,, zweiFolgenin C und ¢ € C. Dann gilt

a) Linearitat

Z{f,+ 9, =2{f.j+2{0.}, Z{c f,j=cZ{f,}
b) Z{f  }=2"Z{f}, keN mit f, =0 fiir n<0
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c) Z{fn+k}=z"(2{fn}—kzl"f, z'j, keN

=
Insbesondere gilt

Z{f..}=2(Z{f,}- 1),
Z{f,. =2 (Z{f,}-f,-fz").
d) Dampfungseigenschaft
Z{a"t,} =F(z/a) mit F(2)=Z{f,}, acC\{0}

e) Differentiationseigenschaft

__, 4 __dF@®@)
Z{nf, }= deZ{fn} 1=

mit F(z)=Z{f,)

f) Faltungseigenschaft
Z{fn *gn}:‘z{fn}'z{gn}
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Beweis:
a) Die Linearitat folgt aus der Linearitit der unendlichen Summe, falls die
Reihen jewelils konvergent sind.

b) Z{f an ) =§: f z‘(””‘):z"‘ifn z",da f =0 fiir n<0
n=0 n=—k =0
©) Z{f,.}= i f . z"= i f 27" = z"i fz"
n=0 n=k n=k
= k[i f z‘“—k_
n=0 n=0 n=

0

d) Z{a"f,}= Z fa"z" = i f.(z/e)" =Y fw"=F(w)=F(z/a).

dF(2) _d < 1L L1
Stz =Y (-t =——Ynf z"=-=Z{nf
e) dZ dZ ( 3 j n:O( n) " ‘ VA n=0 " " ‘ z {n n}

(Laurent-Rethe darf man im Konvergenzring gliedweise differenzieren).

1 f z”jzz"(Z{fn}—ki f z”j
f
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n=0 n=0 n=0 \ 1=0
Cauchy\i’rodukt
0 n
-n
:Z( 1:I gnljZ :Z{fn*gn}
n=0 \ 1=0

Beispiel:
1) zua)

. 1 jQn —jQn 1 jQn —jQn
Z{sm(Qn)}:Z{z—j(eJ —e’! )}zz—j(Z{e‘ -Z{e })
1z z )1 (e’ —e71?)
_2j(z—ejQ_z—eij_zj.zz—z(e"QJre"Q)H
1 z-2jsinQ Zsin Q2
T2j 22-27c0sQ+1 22 —27c0sQ+1’

Analog erhilt man
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7> —7cosQ

Z{COS(Qn)} - 2 —27cosQ+1

2) zub)
%

2{a }_z—a

Z{(a" )y} =7 Z{a"} =—— mit f,=0 fir n<0,
3) zuc)

Z{a”“}:z(Z{a”}—aO):z(i—ljzza_—za
4) zud)

zsin Q
72 —27cosQ+1

Z{a"sin(Qn)} =F(z/a) mit F(z)=Z{sin(Qn)} =
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: z/a)sin Q) azsin Q)
Z{a“ sm(Qn)}z 2( /) =— >
(z/a)* —2(z/a)cosQ+1 z°—2azcosQ+a
Analog erhilt man
2
Z°-—azcosQ
Z{a” cos(Qn)} =— >
z-—2azcosQ)+a
5) zue)

M i M i Z \_ Jz-a-z1 &
Zinat| =g 2la) =rg [ )= 0 =

Z{nza”}z—zi( az Z]Z_Za(z—a)z—azf(z—a)Zaz(z+a31).
dz\ (z-a) (z—a) (z—a)

_az(z+a) az  2a’z
~ (z-a) (z-a)’ (z-a)

Z{(n*-nja"}=2z{n’a"}- Z{na"}
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6) zuf)
Aus (f)=(1M)=> f1"'=>f folgt
1=0 1=0

Z{IZO; fl}=z{(fn)*(ln)}=Z{fn}-z{1n}=LZ{fn}.

Insbesondere gilt fir fn=n

2

L 4 z
Z{;I}—iZ{n}—Wa

da mit Hilfe von Beispiel 5 aus

Z{na"}= fira=1 Z{n}= folgt.

(z-ay (z-1)°
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Inverse Z-Transformation

Um die inverse Z-Transformierte einer rationalen Funktion zu bestimmen
ist es zweckmaBig eine Partialbruchzerlegung durchzufiihren und anschlie-
Bend die obigen Beispiele als Korrespondenztabelle zur Riicktransformati-
on zu verwenden. Dem Kapitel 15 (komplexe Funktionentheorie) ist zu
entnehmen, dass sich die inverse Z-Transformierte rationaler Funktionen
aber auch mit Hilfe des Residuensatzes berechnen lédsst. Im folgenden
werden einige inverse Z-Transformierte zusammengestellt, die sich alle
aus den obigen Beispielen entnehmen lassen.

1 fir n=0
0 fir n>1

Z"l{ 1 }_ 0 firn=0
- n-1 ..
Z—a a fir n>1

Z‘l{i}:a”, n>0
Z—a
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ZH1} =




fir n=0

Zl
(n—-Da"? fir n>1

Z 1

i
(e
e af}
=
E

fir n=0
(N> =3n+2)a">/2 fiir n>1

Z 1

fir n=0
(z-a) (n>—ma"?/2 fir n>1
0 fir n=0

z! =
2’ —2azcosQ+a’ } {a”zsin((n—l)ﬂ)/sinﬂ fuir n>1

zZ! ~t=a""sin(nQ)/sinQ, n>0
2 —2azcosQ+a
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12.4 Anwendung der Z-Transformation auf lineare inho-
mogene Differenzengleichungen

Wendet man die Z-Transformation auf lineare Differenzengleichungen an,
so erhilt man eine Gleichung fiir £ { yn} =Y (2) . Durch Riicktransformati-
on erhilt man dann die Losung der gegebenen Differenzengleichung.

Beispiel:
1) yn+1 _3yn = n2n

Anwendung der Z-Transformation ergibt

i 2z

2(Z90) = %) =320} = Z{n2" = s

:>Z{yn}= yoz+ 2z 2 y02+ 6 - 6 - : 2
z=-3 (z-3)(z-2) z-3 z-3 1-2 (z-2)

(Partialbruchzerlegung)
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1 ] ]
—yz ot ezl 2 ezt L L4z
= =Y {z—3}+ {2—3} {2—2} {(2—2)2}

= y.=y,3"+6-3"" 62" —4(n-1)2"7, n>1
= y.=(y,+2)3"-3B+n-1)2", n>1.

Die Losung der gegebenen inhomogenen linearen Differenzenglei-
chung mit dem Anfangswert Yo lautet somit

y, =(Y,+2)3"=(2+n)2",(n>0).
2) yn+1 _2yn = nzn

Anwendung der Z-Transformation ergibt

Z(Z{yn}_ yo)—2Z{yn}:Z{n2”}= (2322)2

Y,z 22 _ Z _ Z
= Z{yn}=zf2+(z_2)3 = Yo=Yo< I{E}HZ 1{(2_2)3}
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= Y, =Y,2" +2%(n2 —n)2"?, n>1

Die Losung der gegebenen inhomogenen linearen Differenzenglei-
chung mit dem Anfangswert Yo lautet somit

Y, =Y,2"+(n*=n)2">, n>0.

3) Yni2 _3yn+1 +2yn =2"

Anwendung der Z-Transformation ergibt

ZE(Z{yn}_ Yo— ylz_l)_SZ(Z{yn}_ y0)+2Z{y”}:Z{2n}:§

= (22 -32+2)Z{y,}=Y,(2* -32) + ylz+i2

2° -3z Z Z
= Z{}= >z/g(—3z+2)Jr 7’ —y3lz+2+(z—2)(zz—32+2)
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2
N Z{yn}: YO(zz _3Z+2)+ YiZ-2Y, + Z :
2" —32+2 (z-1)(z-2) (z—-1)(z-2)

i (1 (1
= Yo =YoZ {1}+Q2Y,-¥)Z 1{;}+(2yl—2y0)2 1{;}

R R
z—-1 ) (z-2)

=y, =2y, - yOI" "+ 2y, —-2y,)2"" +1"" =2"" +2(n-1)2"2, n>1

Denn es gilt

S 1 fir n=0
< {1}_{0 fir n>1.

Also folgt
Y. =Y, =Y+ (Y, = Y,)2"+1-2"+n2"", n>1
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und die Losung der gegebenen inhomogenen linearen Differenzenglei-
chung mit den Anfangswerten Yo und Yy: lautet somit

Yo = (2Y, = Y, + D+ (Y, = Yo~ D2" +n2"", n>0.

4) yn+2 _2yn+l +2yn :2n’ yo :O, yl =1

Anwendung der Z-Transformation ergibt

ZZ(Z{yn}_ Yo~ ylz_l)—ZZ(Z{yn}— y0)+2z{yn}:Z{2n}=;

= (22—22+2)Z{yn}\:z+i

z-2
2_
= Z{yn}: 2 : T zz - Zz :
2 -22+2 (z-2)2°-27z+2) (z-2)(z"—-22+2)
= Z{y,}= 212+22—;z+2 (Partialbruchzerlegung)
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n-1 1 n-2 . .
=y =2 +mﬁ sin((n—1)7z/4),

da a’=2, acosQ=1 = a=+2, Q=r/4.
Also gilt
y, =2""+ NG (sin(nz/4)cos(r/4)—cos(nz/4)sin(z/4)), n=>1.

und die Losung der gegebenen inhomogenen linearen Differenzenglei-
chung mit den Anfangswerten yo=0 und y1 =1 lautet somit

y. =2"" 42" (sin(nz /4) — cos(nz /4)), n>0.

5) Yniz _4yn+1 +4yn :2n, Yo =0, Yi =1

Anwendung der Z-Transformation ergibt
Z{y = Yo - vz -42(Z{y, - ¥ ) +42{y,} = Z{2"} =——
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= (22—4z+4)Z{yn}:z+i2
Z_

JA yA

= Z{y”}:(z—z)”(z—zf

=, :n2”‘1+%(n2—n)2”‘2, n>1.

Die Losung der gegebenen inhomogenen linearen Differenzenglei-
chung mit den Anfangswerten Yo=0 und y; =1 lautet somit

y. =(3n+n*)2"> n=>0.
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Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 12-1: Bestimmen Sie die folgenden Z- bzw. inversen Z-Transformationen.

a)  Z{1-(-D"}, Z{a" sinh(bn)}
b) Zl{ln( Z j} 21{ Z } /> a|
z—-a (z—-a)

Aufgabe 12-2: Losen Sie die homogene Differenzengleichung
Yoia _llyn+1 _lzyn =0

mit dem Anfangswert y, =2,y, =11 mit Hilfe

a) der Ansatzmethode

b) der Z-Transformation.

Aufgabe 12-3: Losen Sie die Differenzengleichung
Yo = Yo = 10n

mit den Anfangswerten yo =1 mit Hilfe

a) der Ansatzmethode

b) der Z-Transformation.

Aufgabe 12-4: Losen Sie die Differenzengleichung

yn+2 + yn = n3n
mit den Anfangswerten Yo =1 und y; =0 mit Hilfe
a) der Ansatzmethode

b) der Z-Transformation.
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