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13  Vektoranalysis

In diesem Kapitel wird die Integralrechnung bei mehreren Variablen in die
Richtung weiter ausgebaut, dass auch die Integration iiber Kurven im R”
und Flichen im R’ also iiber niedriger dimensionale Mannigfaltigkeiten
als der umgebende Raum, erklart wird. AnschlieBend werden Beziehungen
zwischen den verschiedenen Integraltypen hergestellt, die insbesondere fiir
die Anwendungen in der Physik und Technik von grofler Wichtigkeit sind.

13.1 Vektorfelder

Definition 13-1:
Die vektorwertige Funktion v: M c R” —» R” mit
T
vi=(1(X),...,v,(x))

heillt Vektorfeld auf M, d.h. ein Vektorfeld ordnet jedem Vektor x € M
einen Bildvektor y € R” zu.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 13-1

Beispiel:
1) Jedes Kraftfeld in der Physik ist ein Vektorfeld, ebenso jedes Ge-
schwindigkeitsfeld.

2) Ist K eine glatte Kurve mit der Parameterdarstellung (g,[a,b]), so bil-
den die Tangentenvektoren Tg(¢) ein Vektorfeld, D(Tg(?)) =K.

3) Ist f: McR" > R mit fe C{(M) soist

grad f(x) == E% (x),..., g (x)]

o,

ein Vektorfeld, d.h. jedem Vektor aus x € M wird ein Gradientenvek-
tor zugeordnet

Definition 13-2:
Essei v: Mc R"— R" ein Vektorfeld mit v e C!'(M), dann heif3t
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div v(x) := (% (X)+--+ g;}" (X)j = Zn: g", (x)

i-1 OX
die Divergenz von v.
Anmerkung:

Die Divergenz ist ein Skalarfeld, d.h. eine Abbildung von R” — R. Sie ist
die Spur (Summe der Diagonalelemente) der Funktionalmatrix von v.

Fur n =3 konnen wir auch die Rotation eines Vektorfeldes definieren.

Definition 13-3:
Essei v: McR>— R? ein Vektorfeld mit v € C'(M), dann heif3t

Ov, Ov, Ov, 0Ovy; Ov, 0OV '
oy 0z 0z Ox ox Oy

rot v(x, y,z) iZ( (x,1,2)

die Rotation von v.
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Fithren wir die Differentialoperatoren

T
v(2 22
ox Oy Oz

o0 o0 0
A=l —+—+t—
ox~ oy~ Oz

ein, so giltfiir v: McR* >R}, ve C'M), f/: McR* > R, fe C*(M)

a) Nabla-Operator

b) Laplace-Operator

grad f =Vf
divv=V'v
rotv=Vxyv

Af:div(grad(f))szVf.
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Im folgenden Satz fassen wir einige wichtige Eigenschaften dieser Diffe-
rentialoperatoren zusammen.

Satz 13-1:

Es sei M — R" offen.

1) Fir f,g: R"> R, f,g € C'(M) und v,w: R" > R" v,w e C'(M) gilt
a) grad(f+g)=gradf +gradg
b) grad(f g)= fgradg+ggradf
c) div(v+w)=divv+divw
d) div(fv)=v'gradf + fdivv

2) Fir n=3, f,v,w e C{(M) gilt
a) rot(v+w)=rotv-+rotw
b) rot(fv)= frotv—vxgradf
c) div(vxw)=w'rotv—v'rotw
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d) rot(vxw):(wTV)V—(VTV)W—I—V divw—w divv

e) grad(vTW):(WTV)V+(VTV)W+Vxrotw+w><rotv
3) Fir n=3, f,v e C}(M) gilt

a) div(rotv)=0 (Wirbelfeld ist quellenfrei)

b) rot(gradf)=0 (Gradientenfeld ist wirbelfrei)
c) rot(rotv)=grad(divv)—Av

Beweis:

la), 1c) und 2a) ergeben sich aus der Summenregel fiir partielle Ableitun-
gen, 1b), 1d) und 2b) aus der Produktregel.

Bei 2¢)-2¢) miissen noch Darstellungen des Vektor- bzw. Skalarproduktes
zusatzlich benutzt werden.
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3a) und 3b):
Mit v = (vi,v2,v3)" folgt
div(rot v) = 0 (0v, O, N 0 (8\/1 _8v3j+g v, ov
ox\ov o) awloz ox) oz\ax oy
_ 0'v, 9, N 0'v, 0, N o'v, O, _
0yox Ox0y 0Ox0z 0zOx 0zO0y OyoOz

o, o o o, o)
oy 0z 0z oOx ox Oy

:<f;y_f;}z,j;cz_f;x’f;’x_f;cy)T _0

da die Differentiationsreihenfolge wegen v € C*(M) beliebig ist.

rot(grad /) = (

zu 3¢)
Ausnutzen von ax(bxc)=(a’c)b—(a’b)c liefert

rot(rot v) = Vx(Vxv)=V(V'v)=(V'V)v = grad(div v) —Av
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Beispiel:
X
1) v(x)=|y| = divv(x)=3>0 = v ist Quellenfeld
z
Vi, =V, 0
rotv(x)=| v_—v,, |=| 0| VxeR’ = v ist wirbelfrei
Vo~V 0
y
2) v(x)=| z | = divv(x)=0 VxeR’ = v ist quellen- und senkenfrei
X
v3y - VZZ _1
rotv(x)=| v, —v, |=|-1[#0 = v ist Wirbelfeld
Vo =V, |
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13.2 Kurvenintegrale

In Kapitel 9 wurde die Integralrechnung von n =1 auf n>1 im Hinblick
auf die Inhaltsmessung verallgemeinert. Nun sollen Integrale iiber Kurven
im R” eingefiihrt werden, was fiir die Anwendung sehr wichtig ist, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel:

Es sei v ein Kraftfeld im R3?, D(v) = M und K eine Kurve im R3, die
ganz in M verlauft, mit der Parameterdarstellung (g,[a.b]), g € C'([a,b)).
Welche Arbeit wird geleistet, wenn ein Einheitskorper die Kurve K unter

Einwirkung von v durchlauft?

Sei1 Z = {t,t,....tn} eine Zerlegung des Parameterintervalls von K. Die
Arbeit bei Bewegung von g(#-1) nach g(#) ist ndherungsweise

A, =v(gt._)) (gt)-gt._))=v(gt,_)) g )t —1.),
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V(g(tk—l)) g(t,) g(l‘)

R s
~ 4 \ g(t)—glt, D~ )t —1.,)

da nur die in Richtung des Weges wirkende Kraft zur Arbeit beitragt. Fiir
die Gesamtarbeit 4 gilt ndherungsweise

m m

A= ZA = V(g(tk—l)) gt ) — 1)

k=1

Dies ist eine Riemannsche Summe, die fiir |[Z] — 0 unter gewissen Voraus-
setzungen gegen

b !
J, v(g®)- gy
konvergiert und somit die folgende Definition motiviert.
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Definition 13-4:

Es sei K eine stiickweise glatte Kurve im R” mit der Parameterdarstel-
lung (g,[a,b]). Auf K sei ein stetiges Vektorfeld v = (vi,...,v,)! definiert.
Dann heif3t

Jv(x)-dx=| Zn:vl.(x)dxi = [v(g®)-gydr=| ivl. (g(t))%dt

K K i=1 a q i=1

das Kurvenintegral von v ldngs K.

Anmerkung:
Fiir K stiickweise glatt und v stetig existiert
b

[v(g®)-g@a,

a

da der Integrand auf [a,b] mit Ausnahme von héchstens endlich vielen
Sprungstellen stetig ist.

Der Wert des Kurvenintergrals ist unabhingig von der Parameterdarstellung
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von K. Ist (h,[c,d]) eine dquivalente Darstellung von K, so gilt mit der
Substitutionsregel

d b dh b
[v(no) -% dr = [v(h(p(1))- E;Z(f)) ‘Z di = [v(g() -% di

da mit g(¢) = h(p(¢)) folgt

dg _dh(e®) do o _ (1),
dt dr  dt

Beispiel:
n=2, v(xy)=@xyy-x)"

a) Klz{(x,y): xzyzt,OStSI} 'Vll ,
1 x 1 1
IKIV-dX=IKl(xydx+(y—x)dy)=jo(t-t-1+(t—t)-1)dt=jot2dt=§.
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b) K,=-K,={(x,y): x=y=1-1, 0<r<]] }1| ,

sz (xydx+(y—x)dy)= fol((l ~)(1-1)(=1)+0-(~1))dt

= [ a=0dr=-1+1-1/3=-1/3.

¢) K,={(xy): x=t, y=r, 0<r<1 ﬁ| ,

IK (xydx+(y—x)dy) :I;(t3 +(¢ —t)-Zt)dt
= [ (36 ~2*)dr =3/4-2/3=1/12.

Somit hingt im allgemeinen der Wert eines Kurvenintegrals vom Verlauf
des Weges ab, und be1 Umkehrung des Durchlaufsinns von K &ndert sich
anscheinend das Vorzeichen.
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Satz 13-2:

Ist K eine stiickweise glatte Kurve, K'=—-K diejenige Kurve, die durch
Umkehrung des Durchlaufsinns aus K entsteht und v stetig auf K, so gilt

jv(x)-dX:—jv(x)-dx

2
Beweis:
Es gilt
K={x=g@t): a<t<b}, K'={x=g(a+b-7): a<r<b}
und damit
b
IV(X)-dXzIV(g(a+b—z'))-dg(aer_T) dr (t=a+b-r,dt=-dr)
K’ a 3

:—Iv(g(t))-dg(t)%dt j (2())- g(’)( 1)dr=— [ v(x)-dx.

K
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Dies ist offenbar die Verallgemeinerung des entsprechenden Sachverhaltes

bei n=1:
b

[ () ds=—[ g(x)ds

a

Satz 13-3:
Wird die stiickweise glatte Kurve K in zwei Teilkurven Ki, K> zerlegt
mit K, UK, =K, K,NnK,=XeK firgenauein X, so gilt

jv(x)-dx: Iv(x)-dx+_[v(x)-dx.

Der Beweis folgt aus der /y. . M

Additivitat des gewohn- s
lichen Intergrals. 2=
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Satz 13-4:
Es sei K eine stiickweise glatte geschlossene Kurve im R”, in die ein FIa-
chenstiick /' eingespannt ist, das in & Teilflichen F, mit stiickweise glat-
tem Rand K;= OF; so zerlegt ist, dass F'= U FlmF] & fur i#j.
Ist v auf FFU K stetig und ist die Or1entlerung von K; und K jeweils
gleich, dann gilt

I v(X)-dx = Z I v(Xx)-dx.

11[(

Vorstellung fiir n = 2:

K Hieraus folgt auch leicht der

4 Beweis, da die Kurvenstiicke im
Inneren von F zweimal jeweils
entgegengesetzt durchlaufen
werden.
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Satz 13-5:

Sind K4 und Kp zwei geschlossene stiickweise glatte Kurven gleicher Ori-
entierung, die durch die im Sinne der Orientierung aufeinander folgenden
Punkte A4,...,Ax bzw. Bi,..., Br unterteilt sind. 4; werde mit B; durch ei-
nen stiickweise glatten Kurvenzug verbunden, K; sei die geschlossene Kur-
ve Ai, Ai+1, Bi+1, Bi, Ai. Ist v stetig in einem Gebiet G, das all diese Kurven
enthélt, so gilt

k
=1

1

Iv(x)-dx= Iv(x)-dx— J v(x)-dx.

K, Kp

Vorstellung fiirn =2

Beweis:
Auf K4 (—K3) Satz 13-4
anwenden.
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13.3 Potentiale

In diesem Abschnitt soll die Vektoranalysis um einen wesentlichen Begriff
erweitert werden, mit den Aussagen iiber die "Wegunabhingigkeit" eines
Kurvenintegrals formuliert werden konnen.

Definition 13-5: (Potentialfeld, Gradientenfeld)

Essei v: R” —> R” ein Vektorfeld mit D(v) =M c R" offen. Gibt es eine
Funktion ¢: R” - R mit ¢ € C'(M) und grade(x) =v(x) Vx € M, so
heiflt ¢ ein Potential von v und v ein Potential-/Gradientenfeld von ¢.

Beispiel:
M = {(x,y)T D x> O}, ¢(x,y) =arctan(y/x) = peC (M),

T

(%) () (2 z)lm,y)

1+(y/x)2’1+(y/x)2 X+t x4y
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grad o(x, y) =




Anmerkung:

Im R3? gilt wegen rot (grad ¢(x,y, z)) = 0, vgl. Satz 13-1 3b), fiir ein Po-
tentialfeld v die Wirbelfreiheit, d.h. rot v(x,y,z) = 0.

Unter gewissen Voraussetzungen an den Definitionsbereich von v gilt

auch die Umkehrung dieser Aussage. Um das zu zeigen, bendtigen wir zu-
nichst die folgende Definition.

Definition 13-6:

Eine Menge G < R” heifit einfach zusammenhidngendes Gebiet, wenn G
ein Gebiet ist, vgl. Definition 7-15, und wenn sich jede geschlossene Kurve
in G auf einen Punkt zusammenziehen lasst, ohne G dabei zu verlassen.

Satz 13-6:
Essei v: R" —> R” ein Vektorfeld, D(v) = G ein einfach zusammenhén-
gendes Gebiet und v € C!(G), dann gilt

. . . ov, Ov
v besitzt auf G ein Potential < —%A=—L k[/=1,...,n VxeG.
ox, Ox,
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Anmerkung:
Die an die partiellen Ableitungen gestellten Bedingungen
ov, 0Ov,

, k,l=1,....n VxeG
ox, Ox,

heiBen auch Integrabilititsbedingungen. Fiir v: R* - R gilt
rotv(x,y,z2)=0 < Vi, S VoV = Va0V =V

Ist v3=0 und vi,»2 unabhingig von z, so reduziert sich rot v(x,y,z) =0
im R? auf va = viy.

1. Moglichkeit zur Berechnung eines zugehorigen Potentials

Fiir einen allgemeinen Beweis des Satzes 13-6 sei auf die Literatur verwie-
sen. Hier wird nur ein konstruktiver Beweis fiir den Spezialfall gefiihrt,
dass G — R® einen Quader mit achsenparallelen Seiten beschreibt.

Sei xo0= (x0,y0,20)" € G festund x = (x,y,z)" € G beliebig. Wir berechnen
das Kurvenintegral von v entlang des folgenden Weges von xo nach x.
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K :Kl +K2 +K3, dx = g’(l‘)dt z4
K, ={(t.y5,2)" : x,<t<x} = dx=(1,0,0)"dr

K, ={(x.t,z)": y,<t<yl = dx=(0,1,0)"dt

K3 :{('x:yat)T . Z StSZ} = dX:(O,O,l)TdZ‘ (xo:y()azo) K,
Dann erhilt man fiir das Kurvenintegral entlang K

gp(x)z_[KV(x)-dx:IK V(X)-dX-I—JK V(x)-dx+IK v(X)-dx

= j; v, (2, y,,2,)dt + Iyyo v,(x,t,z,)dt +J:) vy(x, y,t)dt.

Nun zeigen wir, dass die Funktion ¢(x) Potential von v(x) ist, falls
rot v(x) =0 auf G gilt.

y z
@.(x,3,2)=v(X,¥y,2,) + Iyo v, (x,t,z,)dt + IZO v, (x,,t)dt
da v,,=v,, und vy, =v, (rotv(x,y,z)=0)
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y z
@.(x,1,2)=v,(X,¥y,2,) + Iyo v, (x,1,2,)dt + IZO v.(x,y,t)dt
=v,(%,20,20) + (X, 1,2,) = v, (%, ¥, 20) + Vi (X, 1,2) = v (X, 1,2,)
= ¢, (x,y,2)=v,(x,y,z) VxeG.
0,(,2,2) = V5 (x,1,20) + | _ v, (x,3,)dt

=v,(x,¥,z,) + J:) v, (x,y,0)dt, da vy, =v, (rotv(x,y,z)=0)
=v,(x,,2,) +v,(x,¥,2) = v,(x,,2,) = v,(x,¥,2) VXeG.
@.(x,,2)=v(x,y,z) VxeG.
= grado(x,y,z)=v(x,y,z) auf G.
Also ist die Funktion
ga(x,y,z):j; vl(t,yo,zo)dt+'[yy0 vz(x,t,zo)dt+jzzo vy(x,y,1)dt

Potential von v(x) auf G.
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Beispiel:
v(x,y,z)= (Vl(x,y,z),v2 (x,y,z),v3(x,y,z))T = (2xy,x2 + 2yez,yzeZ)T.
1ot v(x, y,2) = (V3, = V.,V = V3, Vs, — vly)T

=(2ye" —2ye’,0-0,2x—2x)" =0 auf R’.

Der R? ist ein einfach zusammenhingendes Gebiet = es existiert fiir v
ein Potential ¢ auf R® mit

0(x,,2)= [ v(6,0,00di+ [ v, (x,1,0)di + [ vy(x, y0)dt
= I:Odt+foy(x2 +2t)a’t+jozyzet dt=x"y+y>+y°e —y°,
wobei xo=0 € G=R? gewihlt wurde.

= @(x,v,z)=x"y+y°e¢ +c, ceR, istPotential von v auf R’.
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2. Moglichkeit zur Berechnung eines zugehorigen Potentials
Es muss gelten

0. (x,9.2) = (x.3.2) = @(x,.2)= [v(x.y.2)dx +h(y.z)
=F(x,y,2)+h(y,z),

wobei die Funktion /4 die von y und z abhéngige Integrationskonstante
bezeichnet die noch zu bestimmen ist. Ferner muss gelten

@, (X, 3,2)=v,(x,3,2) = @,(x,y,2)=F,(x,y,2) +h,(y,2) =v,(x,y,2)

= hy(y,Z) = Vz(x,y,z)—Fy(x,y,Z) = G(y,Z)

= h(y.2)=[G(y.2)dy +g(2) = H(y,2) +g(2).

Hier ist die noch zu bestimmende Integrationskonstante g nur noch von z
abhangig. AbschlieBend muss gelten

0.(x,3,2)=vy(x,,2) = @.(x,y,2)=F(x,y,2)+H (y,2)+g'(2)=vy(x, y,2),
woraus sich g und anschlieBend ¢ bestimmen lasst.
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Beispiel:

v(x,y,z)= (vl(x,y,z),v2 (X,1,2),v, (x,y,z))T =(2xy,x" +2ye’,y’e’ ).
o(x,y,z)= Ivl(x,y,z)dx +h(y,z) = j2xydx +h(y,2)=x"y+h(y,2),
@,(x,y,2) = x*+ h,(y,2)=v,(x,y,2) = x> +2y€’,

= h(y,2)=2y¢ = h(y,2)=[2ye’dy+g(z)=y'¢ +g(2),

= @(x,y,2)=x"y+y’e +g(2),
. (x,y,z)= yzez +g'(z2)=vy(x,y,2) = yzez,
= g'(2)=0 = g(2)=c,

= @(x,v,z)=x"y+y°e¢ +c, ceR, istPotential von v auf R’.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 13-25

3. Moglichkeit zur Berechnung eines zugehorigen Potentials
Es muss gelten

0.(%,3,2) =V (x,,2) = p(x,3,2) = [n(x,3,2)dx+ hy(,2)
= F(x,,2)+ h(3,2),

0,(5,3,2) =v,(x,3,2) = 9(x,7,2) = [v,(x,,2)dy + I (x,2)
= F,(x,7,2) + by (x,2),

goz(x,y,z) - v3(x,y,z) — go(x,y,z) - jv3(x,y,z)dz+h3(x,y)

= Fy(x,y,2) + hy(x, ),
mit den unbekannten Funktionen /1, 42 und As.

Alle Terme des Potentials ¢, die von x, y oder z abhidngig sind, miissen
in I, F>, F3 auftreten, denn wiirde ein von x abhéngiger Term fehlen, so
kann dieser Term nicht in der unbekannten Funktion 41(y,z) stecken, da
diese von x unabhingig ist. Also muss dieser Term in Fi enthalten sein.
Analog argumentiert man fiir die Terme, die von y oder z abhingig sind.
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Beispiel:

v(x,y,z)= (vl(x,y,z),v2 (X,1,2),v, (x,y,z))T = (2xy,x2 + 2yez,yzez)T.

P(x,3,2) = [v,(x,3,2)dx + I (,2)
= [2xpdx+ hy(y,2) = Xy + (3.2),

P(x,3.2)= [ v,(x,y.2)dy + hy(x,2)

= .(xz +2ye’)dy +h,(x,z) = x2y+yzez +h,(x,z),

p(x,9,2) = [vy(x,y,2)dz + Iy (x, )
= [y€ dz+hy(x,) = y'e + hy(x,p),

= o(x,y,z)=x"y+y’e +c, ceR, istPotential von v auf R’.
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Definition 13-7:

Sei v: R"— R” ein Vektorfeld, D(v) = G ein Gebiet und ve C(G). Sind
P1, P> € G zwei verschiedene Punkte und hat das Integral _[K v(x)-dx fir
alle stiickweise glatten Verbindungskurven von P nach P, die ganz in
G verlaufen, denselben Wert, so heif3t J.K v(x)-dx wegunabhingig.

Satz 13-7:
Essei v: R” - R”" ein Vektorfeld, D(v) = G ein einfach zusammenhén-
gendes Gebiet und v € C!(G), dann gilt

v besitzt auf G ein Potential < I v(x)-dx ist in G wegunabhingig
K

Beweis:
"=": Sei v= grad ¢,

= vi(x)zg—gp(x), i=1...,n furallexeG

]
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Fernersei K={xeG: x=g(¢), a<t<b} stiickweise glatt und
P1=g(a), P =g(b). Dann gilt

b

t&( 0 .
jv(x)-dx :IV(g(t)).%dt:J‘z( o(g(1)) dg’(t)]dt

K a a i=1 axi dt

Ld
_ j@m:w(g@)—cﬂ(gw)) — (P) - (R,

also hangt IK v(x)-dx nur von den Werten von ¢ an den End-
punkten von K ab, ist also wegunabhingig.

"<":  Ist umgekehrt das Kurvenintegral von v in G wegunabhingig, so
lasst sich ein Potential konstruktiv angeben. Sei Po € G fest und
K eine stiickweise glatte Kurve von Po nach P=y = {y1,...,)n}:
K:{xeG: X =g(?), aStSb}, g(a)=F,, g(b)=P.
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Dann 1st
p(y) = [v(x)-dx = [v(x)-dx

ein Potential von v, denn wegen der Wegunabhéngigkeit des Kur-
venintegrals in G hiangt ¢ nur vom Endpunkt P von K ab, ist
also eindeutig und

P P
9% _jim (/)(yl'"’yf*h""’yn)‘q)(Y):liml[I v(x)-dx—Iv(x)-dx]
dy, 0 h h—0 |

i i

mit P’ = (yl,...,yl._l, v, +h, yl.H,...,yn) =y
Erneutes Ausnutzen der Wegunabhingigkeit, d.h.

P*

1 1
——hmz}[v(x)-dx—klirgz‘!‘vi(yl,...,yi +th,...,y )dt

da Fz{x =(Visees Vits Vi FH, Ysees )2 02 < 1Y,
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und Anwenden des Mittelwertsatz, d.h.

op .. h :

Y liml <r<
™ lhlilghvl.(yl,...,yi+Th,...,yn) mit 0<7 <1,

liefert, da v € C(G), die Existenz des Grenzwertes mit

99 Yoy, firl<i<n.

Oy

i

Anmerkung:
Folglich gilt, falls ¢ Potential von v

J.K v(x)-dx = ¢(P)—@(h),

wobel K eine beliebige von P; nach P> ganzin G verlaufende stiick-

weise glatte Kurve bezeichnet. Ist K eine geschlossene Kurve, so gilt

jK v(x)-dx =0.
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Beispiel:

T
: —y x
Esse1 v= ,
(XZ + y2 x2 + y2 ]
a) G={(x,y)T: x>0}, G ist einfach zusammenhingend

¢(x,y) =arctan (y/x)
istin G ein Potential, vgl. Beispiel auf S. 13-18,

Alsoistin G das Kurvenintegral von v wegunabhidngig oder das
Kurvenintegral von v iiber jede geschlossene Kurve in G Null.

b) G=R?*\{(0,0)"}, G nicht einfach zusammenhingend, da sich die ein-
fach geschlossene Kurve K = {(x,))" = (cos ¢, sin ¢), 0 < ¢ < 2z} nicht
auf einen Punkt von G zusammenziehen ldsst. Es gilt

2
0

J.K v(x)-dx = I {(=sin?)(—sint) +cost-cost}dt =27 #0
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13.4 Flacheninhalt und Oberflichenintegral

Mit Hilfe des in Kapitel 9 definierten Riemann-Integrals lassen sich Fla-
cheninhalte von Mengen des R? und Rauminhalte von Mengen des R’
bestimmen. Es soll nun erklart werden, wie der Inhalt einer "krummen
Fliche" im R? definiert und bestimmt werden kann.

Definition 13-8:
Sei g: DcR*—> R mit g(u,v) = (g1(u,v),22(1,v),g3(u,v))7, so heilit

F= {(x,y,Z)T eR: x=g,wv),y=g,wv),z=g,u,v), (uv) D}
Fliche im R3, (g,D) Parameterdarstellung von F und D Parameterbe-

reich. Ist g € C'(D) und gilt g, x g, #0 in D, d.h. g, und g, sind line-
ar unabhingig in D, so heifit F' eine glatte Flache.

Eine Approximation des "anschaulichen Flacheninhalts" von F ldsst sich
nun durch Approximation von F durch Parallelogramme vornehmen. Da-

zu wahlt man eine Zerlegung Z = {Dr;} von D die eine Zerlegung von
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F= UkJFk,l mit £, =g(D;,)
induziert. AnschlieBend wird Fi; durch das Parallelogramm 7%, ersetzt,
das auf der Tangentialebene von F' in g(ux-1,v-1) liegt und die Seiten
g, (uk-1,vi-1) (ux —uk—1) und @ (ur-1,vi-1) (vi —vi-1)
besitzt. Bei geniigend feinem Z ist der Flicheninhalt von 7%, eine gute

Approximation von u(Fi;) und daher Zkly(TkJ) fiir u(F). Mit

,U(Tk,z) =

g, (u_,v, ) xg, (v, )H (u, —u,_ (v, —vy)

gilt also
LEDIN

Dies ist eine Riemann-Summe, deren Grenzwert (sofern konvergent)

Js

ein wohl definiertes Bereichsintegral im R? darstellt.

g, (v ) xg, (v, )H (U, —u,_ )V, = v,

g, (u,v)xg,(u,v)|d(u,v)
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Definition 13-9:
Sei F Fliche im R?® mit der Parameterdarstellung (g,D). Dann heif3t

u(F)=[ do=|
der Oberflacheninhalt von F.

g, (u,v)xg,(u,v)|d(u,v)

Fiir eine Flache der speziellen Art

F= {(x,y,z)T =g(u,v)= (u,v,h(u,v))T, (u,v)e D}

erhélt man

— _ 2 2

u(F)=[ do=[ 1+ @)+ () duwv),
da
g, =(1,0,h,u,v)), g =(0,1,h,(u,v))
und
g xg =(-h,—h,1)".
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Beispiel:
Sei D= {(u,v)’: 0<u<R, 0<v<2x} fiir festes R >0,

T
F:{(x,y,z)T =(ucosv,usinv,\/R2—u2) , ()’ ED}

T
—Uu : T
—] , g :(—usmv,ucosv,O)
R —u’

T

2 2

8. %8, = — U | = T (UCosV,usmy, —u
JR —i* R —u JR—u

Ru
R*—u’

= g, = (cosv,sin v,

8u X8,

R

R T o
= £d0=£ﬁd(u,v):R£{[ﬁdw}dv=27ﬂ(— R'—u )

=27R*

0
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Da nun bekannt ist, was unter dem Inhalt einer Fliche im R® zu verstehen
ist, lasst sich das Integral einer Funktion iliber eine solche Flache definieren
und auf ein Bereichsintegral {iber den Parameterbereich zuriickfiihren.

Es seinun F eine Fliche im R? mit Parameterbereich D, d.h.
F= {(x,y,z)T =g(u,v), (u,v) e D},

und f: R®> - R mindestens auf F definiert. Eine Zerlegung Z von D
induziert wieder eine Zerlegung von

F = Uka, mit F, =g(D,),

wobei OF) jeweils stiickweise glatt sei. Weiter sei

(eyeze)” € Fie und (eyizi)” = gue,ve).
Bildet man zur Zerlegung Z die Riemann-Summe von f iiber F, d.h.

R(f:Z) = Zkf(xkaykazk)/u(Ec)a
so gilt mit der Definition von u(F%)
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R(£.2)=3, f(80m)], g, @e)xg, ()] d(w,y)

und nach dem Mittelwertsatz mit geeignetem (#,,v,)’ € M, schlieBlich

R(f,Z)=Y, f(g.v))|e, (. V) xg,(,,v,)| (D)),

die sofern konvergent gegen den Grenzwert

| 7(g.v)

g, (u,v)xg,(u,v)|d(u,v)

konvergieren.

Definition 13-10:

Es sei F eine Fliche im R® mit Parameterdarstellung (g,D) und f: R® —
R eine auf F stetige Funktion. Dann heif3t

| ry2ydo=] 1(gwv)
das Oberflachenintegral (1. Art) von f liber F' bzgl. der Darstellung (g,D).

g, (u,v)xg, (u,v)|d(u,v)
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Ist D messbar, so existiert das Integral unter den genannten Vorausset-
zungen.

Beispiel:
Es sei

D= {(u,v)T: u’+v° < 2}, g(u,v)=wu,v,2—u’—v*), f(x,y,2)=x>+)’
und  F={(x.y,2)" =gw.v), (w.v)" €Dy,
F ist das Oberflachenstiick des nach unten gedffneten und oberhalb der

(x,y)-Ebene liegenden Rotationsparaboloids mit Scheitel in (0,0,2) und
Achsenabschnitten bei x =++/2 = V.

Der Oberflacheninhalt von F' 1ist
[ do=[ Jl+4’+4" dw,v)= [ N1+47 rd(r.p)

Polarkoordinaten: D = {(r, p) 1 0<r< \/5, 0<p< 27[}
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2zr\/§\/72 1 , 3/2x/5
IFdO':J;_([ 1+47 rdrdg0:27za(1+4r)

0

13

und fiir das Oberflachenintegral von f iiber F erhilt man

J.Ff(x,y,z)dO' = ID(uz +V2)\/1+4u2 + 42 d(u,v)
27rx/§

= J.Drzx/1+4r2 rd(r,p)= I j PN1+4r drde
0 0

3 2 5 3
P ot Y VPN L N W o
47 4 g{5s 5 3 3) 30

2_
[mit,OZ 1+4r2<::>r2:'041 Ldr}.

, dp=
P V1+477

In den Anwendungen ist f* oft das Skalarprodukt eines Vektorfeldes v mit
dem Normalenvektor n von F, d.h.
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fuy,2)= f(gw,v))=v(g(u,v)) n(u,v),

wobel die Richtung von n (da F' orientierbar, gibt es auf F' zwei Norma-
lenvektoren, die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden) Einfluss auf das
Vorzeichen nimmt.

Definition 13-11:
Ist v: R* > R ein Vektorfeld, das auf der Fliche F im R® mit der Pa-
rameterdarstellung (g,D) und D messbar stetig ist, so heif3t

IFV-ndO'=J‘ \% (u,v))-n(u,v) gu(u,v)xgv(u,v)Hd(u,v)

= [ v(g@,)- (g, v)xg,@v)dwv)
der Fluss des Vektorfeldes v durch die Fliche F in Richtung n.

Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer Flussigkeit, so stellt I v-ndo die
pro Zeiteinheit durch F in Richtung n durchtretende Fliissigkeitsmenge
dar, deshalb die Bezeichnung Fluss. Denn durch ein kleines Flachenele-
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ment do flieBt in der Zeit dr die Fliissigkeitsmenge eines Volumenele-
mentes der Grundfliche do und Hohe v-n df. Summation der infinitesi-
malen Volumenelemente v-n dodt liefert nach Bezug auf die Zeiteinheit
das genannte Ergebnis.

Beispiel:
Man bestimme den Fluss ¢ des elektrischen Feldes der Verschiebungsdichte

v=—Cgrad(1/r), r—\/x +y*+2°
durch die Kugeloberfliche
={(x,y,z)T X+ Y+ 2z =R2}
nach auflen. Es gilt

¢=ij.nda,
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wobel n den nach auflen weisenden Normalenvektor der Kugeloberflache
F bezeichnet. Mit der Parameterdarstellung von F' gemal3

F = {(x,y,z)T = (Rcosucosv,Rsinucosv,Rsinv)", (u,v)" € D}

mit D:{(u,v)T: 0<u<2r, MSE/Z}

folgt

g =(—Rsinucosv,Rcosucosv,0)’

g =(—Rcosusinv,—Rsinusinv,Rcosv)"

g xg =R’(cosucos’v,sinucos’v,cosvsinv)’

= Rcosv g(u,v) (weist nach auflen)
g, xg |=Rcosv fir |v|<7/2.
und damit
n= S 8 _ (cosucosv,sinucosv,sinv)’.
8. %8,
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Mit der Verschiebungsdichte im R?

V(.X',y,Z):—C i : Z : Z :

Ox \/X2+y2+22 "y \/)cz-kyz-kz2 0z \/xz+yz+z2

iy X ¥ z '
(x2+y2+22)3/2 ’(x2+y2+22)3/2’(x2+y2+22)3/2

und auf F
Rcosucosv COSUCOSV
. c| .
v(g(u,v))=—| Rsinucosv |=—| sinucosv
Rsinv sinv
ergibt sich der Fluss zu
C 27 72
Iv-ndazj—sz cosvd(u,v):CJ‘cosvd(u,v):C_[ I cosvdvdu=4rC
F D R D 0 —7/2

und der bemerkenswerterweise nicht von R abhingt.
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13.5 Integralsitze
Wir kommen nun zu den fiir die Anwendung sehr wichtigen Integralsat-
zen, bei denen Beziehungen zwischen

a) Bereichsintegral im R? und zugehdrigem Randkurvenintegral
(Satz von Green),

b) Flichenintegral im R* und zugehorigem Randkurvenintegral
(Satz von Stokes),

¢) Volumenintegral im R’ und zugeh6rigem Oberflichenintegral
(Satz von Gaul3)

hergestellt werden.

13.5.1 Integralsatz von Green

Der Greensche Integralsatz liefert eine Beziehung zwischen dem Bereichs-

integral iber einen messbaren Bereich D < R? und dem Kurvenintegral
tiber OD.
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Satz 13-8: (Integralsatz von Green)

Es sei M < R? offen, D = M ein Normalbereich mit positiv orientiertem
Rand 0D, d.h. beim Durchlaufen von 0D liegt das Innere von D links.
Weiter sei v = (vi,v2) ein Vektorfeld mit v e C'(M). Dann gilt

[ veax= j(vldx+v2dy)=j(%—%jd(x,y)

oD oD p\Ox Oy
Beweis:
0D kann in die Kurve Ki entlang ¢1 von a - b und K> entlang ¢»
von b — a aufgeteilt werden. v 4
Parameterdarstellung von ?:(0)

K, = {(x,gol(x))T raslx< b}

K, :{(x,goz(a+b—x))T D a Sbe}

Fiir das Vektorfeld v = (v1,0)" folgt dann
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b ¢ (x) b

jaa_‘;d(x,y) :I I %dydx = I(Vl(x’¢2(x))_ vl(xa¢1(x)))dx

D a ¢ (x) a
b

= —J. v, (x,0,(x))dx — _[Vl(xa @, (x))dx

— _I v, (x, y)dx — I v, (x,y)dx = —f v, (x, y)dx
K, K, oD

Analog erhilt man fiir das Vektorfeld v = (0,12)"

ov
[ Z2d(x,3)= [ v (x,p)dy.
Ox 5

D

Zusammen folgt daraus dann die Behauptung.

Anmerkung:
Mit Hilfe von Satz 13-4 kann gezeigt werden, dass Satz 13-8 auch dann
noch gilt, wenn D in endlich viele Normalbereiche zerlegbar ist und oD
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immer so durchlaufen wird, dass D links liegt. Einen solchen Bereich
nennt man Greenschen Bereich

Beweisidee:

M durch Schnitte in Normalbereiche zerlegen auf die Satz 13-8 anwend-
bar ist. Summation gemaf} Satz 13-4 liefert dann die Behauptung.

Beispiel:

1) D={(x,p)": x2+)*<1} (Kreisflache, D ist Greenscher Bereich)
v(x,y)=(—€e"cos y,e siny)"
oD = {(x,y)T =(cost,sint)’, 0<t< 27[}

2
j (vdx+v,dy) = '[ (e°°s’ (cos(sin t)sint +sin(sin#)cos t)) dt
oD 0

= J(ex siny—e*siny)d(x,y)=0.
D
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2) Sei v=i,»2)"=(—,x)" und D Greenscher Bereich, dann gilt

[ dx+v,dy) == (b —xdy) = [(v,, =v,)d(x,y) = 2[ d(x,)

= (D)= [d(ry) == [ (vav-xdy),

Als Folgerung aus Satz 13-8 werden im folgenden Satz die Greenschen
Formeln fiir den R? angegeben, die bei der Behandlung partieller Diffe-
rentialgleichungen Anwendung finden.

Satz 13-9: (Greensche Formeln)

Sei M < R? offen, D — M in endlich viele Normalbereiche zerlegbar und
oD der positiv orientierte Rand von D (d.h. D links). Ferner seien p,q :
M — R zwei Funktionen mit p,qg € C*(M). Dann gilt
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1. Greensche Formel

ID (PAq+p.g.+p,q,)d(x,y)= LD (=pq, dx+ pq, dy),
2. Greensche Formel
| (pAG—qap)d(x,y)=] ((ap,—pa,)dx~(gp,~ pq,)dy).

wobei Ap=p_ +p,, Ag=q,.+q,,.

Beweis:

a) Esgilt (pq,),.=p.9q.+prq.. (Pq,),=p,49,+Dpq,,.
Mit v = (pgy,—pg:)" € C'(M) liefert Satz 13-8

—f (p.9.+P4.+Dp4q,+prq,)dx,y)= f (pq,dx—pq,dy)
D oD
= 1. Greensche Formel
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b) Vertauschung von p und ¢ liefert analog
—j (1.4, +4qp.. + P4, +qp,,)d(x,y) = J (qp, dx—qp, dy)
D oD

Subtraktion der letzten Formel von der ersten liefert
~[(pAq-qAp)d(x.y) = [ ((pa, —ap,)dx—(pq, —ap,)dy)
D oD

= 2. Greensche Formel

13.5.2 Integralsatz von Stokes

Der Stokessche Integralsatz verkniipft das Integral {iber ein Flachenstiick
Fc R® mit dem Kurvenintegral tiber OF'. Durch die folgende stromungs-
mechanische Uberlegung wird er plausibel.

Sei B R® ein Korper mit der glatten Oberfliche 0B, die in zwei Teilfla-
chen F1 und F> mit gemeinsamer Randkurve K zerlegt ist.
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<7

Ferner se1 w das quellenfreie Geschwindigkeitsfeld einer raumlichen
Stromung, d.h. div w = 0. Dann muss die durch F1 in B einflieBende
Fliissigkeitsmenge gleich der durch F> austretenden sein. Verformt man
F> bei konstantem F1, so muss die Fliissigkeitsmenge trotzdem konstant
bleiben. Der Massenfluss einer quellen- und senkenfreien Strémung durch
eine Fliche F' hingt somit nicht von der speziellen Form von F, sondern
von der Begrenzung, dem Rand von F ab, hier von der Kurve K.

OB=F,UF,

Anmerkung:

Fir v e CY(M), M c R? gilt div (rot v) =divw =0 mit w=rotyv,
vgl. Satz 13-1 3a),
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Satz 13-10: (Integralsatz von Stokes)

Es sei M < R? offen, v = (vi,12,v3)" ein Vektorfeld im R® mit v e C'(M)
und F' eine in M enthaltene Fliche mit der Parameterdarstellung (g,D),
wobei g € C(D) und D Greenscher Bereich. Ferner sei 0F die positiv
orientierte Randkurve von F' (F links) und n derjenige Normalenvektor
auf F, der mit 0F der Rechtsschraubenregel gentigt. Dann gilt

Irotv-nda: Iv-dx: I(vldx+v2dy+v3dz).
oF or

F

F Richtung
7 von n
Es sei n:(nx,ny,nz)T =gu><gv/ g xg |,
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w:{@:h(r), aStSb} = OF=1| y |=g(u)=g(h (1), h,()), a<t<b
z
und V,(u,v) = vl(gl(u,v),gz(u,v),g3(u,v)). Dann gilt
‘ d
[ dx:Iﬁl(hl(t),hz(t))Egl(hl(t),hz(t))dt
oF a
b oz, (h (1),h, (¢ oz, (h (1),h, (¢
[ (0 (1) g (@ (1) an, 0 (ks (1)) dy |
. ou dt ov dt
— j {\71 (u,v)—ag1 (u,v) du+7v,(u,v) 0g,(1,v) dv}
> ou ov
| (iﬂﬁl(u,v) agl(”’v))— d [»71(w)—agl(”"’)jjd(u,v),
*\ Ou ov ov ou
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wobei im letzten Schritt der Greensche Integralsatz ausgenutzt wurde. Fiir
den Integranden

0 ( og, (u, V)j 0 (V agl(”av)j
ou ov ov ou

folgt mit der Kettenregel
(,v) :(avl g, n v 0g, " M ag3j g, iy azgl

p(u,v) =

Ox Ou Oy du Oz du )ov ' Ovou
_ ov, 0g, +8V1 g, _|_8V1 9g; | 0, iy 0’g,
o Ov Oy ov Oz Ov ) du | Oudv

:_(agl g, 0g, aglj v, +[6g1 Jg;  0g; agljavl

ou ov Ou 0Ov ) oy ov ou Ov Ou )0z
o, oV,
=| -n,—+n,—
oy oz
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0 0 0 0
J'vldx:-..(_n l-l—n l) = (—nz v1+ny vlde'.
oF M oy g 2 oy 0z

Analog erhilt man fiir LF v,dy und j Vs dz die Beziehungen

Jszdy:J-(_nxﬁszr avz)da und Iv3dz j[ yaaV3+ xZngdO'
F

i 0z ox : X Y

Summation dieser drei Gleichungen liefert mit der Definition von rot v
und von rot v-n die Behauptung.

Beispiel:

Gegeben seien

:{(u,v)T: u2+v2£4}, Fz{(x,y,z)T :(u,v,(u2+v2)/2)T, (u,v)TeD},
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d.h. ein nach oben gedffneter Rotationsparaboloid mit Scheitel in (0,0,0),
und v=3y,—xz,yz°)".

Gesucht: IF (rotv-n)do (n mit negativer z-Koordinate)

a) Losung mit Hilfe des Satzes von Stokes
OF = {(x,y,z)T =(2cost,—2sint,2)", 0<t < 27z}

[rotv-mydo = [ Bydx—xzdy + y2’dz)
F

OF

2

= [ ((~6sin)(~2sint) —4 cost(~2cos ) +0)dt
0
2

= [ (8 +4sin’t)dt =20

0
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b) Losung ohne Anwendung des Satzes von Stokes
v=0rxzy2), guy)= (v, 4v?)/2)
= 10tv= (2" +x,0,-23)" =((u* +V*)*[4+11,0,~(u® +v*)[2-3)'

Aus der Parameterdarstellung (g,D) folgt

T
g =(1,0,u), g =(0,1v), g xg =(-u—v,1)", n= (u,v,~1) |
(u,V,—l)T

(rotv-m)= ((u2 +v*) [4+u,0,—(u’ +v2)/2—3)T :

Vi+u? +v°
1

= (u2+u(u2+v2)2/4+(u2+v2)/2+3)

VI+u® +v?
g, xg,[d(u,v)=~1+u” +v* d(u,v) folgt

und do =
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J‘(rotv-n)dazi .(us + 2V +uvt +6u” +2v7 +12)d(u,v)
F

D

(r5 cos’ t+2r°cos’tsin®t + 7 cost sin’ ¢
b
+6r°cos’t+2r’sin’ t + 12)r d(r,t)

=l 0+2-0+0+67Z’-E+27Z'°E+247Z'-£ =207,
4 4 4 2

wobel E:{(r,t)T: OSrSZ,OStSZﬂ}.

Mit dem Satz von Stokes lasst sich eine koordinatenfreie Darstellung von
rot v gewinnen.
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Satz 13-11:
Unter den Voraussetzungen von Satz 13-10 gilt

1
(rotv-n)(P)=1lim —— | v-dXx, (*)
F—P ﬂ( F) a'!;
wobeil P € F fest und F — P bedeutet, dass sich F' auf den Punkt P
zusammenzieht.

Beweis:
Wihle zu gegebenen P € R® eine Fliche F, die P enthilt. "Zusammen-
zichen" von F auf P liefert mit Satz 13-10 die Behauptung.

Anmerkung:
Mit (*) hat man die Komponente von rot v in Richtung n. Da n mit F
beliebig wihlbar, ldsst sich somit rot v vollstindig beschreiben.
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13.5.3 Integralsatz von Gaul}

Der GaulB3sche Integralsatz liefert eine Beziehung zwischen dem Volumen-
integral iiber einen Korper B < R? und dem Oberflichenintegral iiber die
Oberflache 0B von B.

Satz 13-12: (Integralsatz von Gauf3)

Sei M < R? offen, v=(vi,v2,v3)7 Vektorfeld des R* mit v e C'(M), B
c M ein Normalbereich und n der Normalenvektor auf 0B, der nach au-
Ben weist. Dann gilt

[divvd(x,y.2)= [v-ndo
B

OB

Beweis:
Da B Normalbereich, existieren ¢1,¢2, und B: mit

y4

X
B= [y}: (;)eBZ, P(xX,y)<z<@,(x, ) ¢
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fellsl o fG)ent
fed3 o (et

av3 . @, (x,y) 8\13 n
J—d(xy.2)= j [f —dzjd(x,w

% n(x.y) Oz

¢1(X,y)

z

= [ (% (%.3.0,(6.) = (%,3.0,(x.3)))d(x, »)
Bz
Ausnutzen, dass auf der Bodenflache Fp
g.xg, _ (P01
gx ngH \/1+¢12x +¢12y
g, X ng =-1,  wobei g(x,y)=(x,»,0,(x,»))

auBerer Normalenvektor

n= (nx,ny,nz)T =—

T
= I’lz 9
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auf der Deckelfliche Fp

g8.xg, (0.0,
g.xg,| fl+el +¢l
g xg[=1  wobei g(x.y)=(xy.0(x.)
und auf der Mantelfldche offensichtlich n. = 0 gilt, liefert

0
iéd(x,y,Z) :é[v3 (x9y9¢2(x9y))nz

auBerer Normalenvektor

n= (nx,ny,nZ)T =

= n,

g, xg,|d(x.»)

+ v (o). e g | dx )

B

= J.v3nzd0'+ I vndo = Iv3nzda.
F, Fp OB

Analog erhilt man aus der Projizierbarkeit von B in y- bzw. x-Richtung

J.%d(x,y,z): Ivz-ny do und J.%d(x,y,z): J.vl-nx do
B ay OB B ax OB
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Summation dieser drei Gleichungen liefert mit

ov, N ov, N ov,

divv= und v-n=vn +v,n +vn,

ox 0Oy Oz

die Behauptung.

Anmerkung:
Der Satz von Gaul} gilt auch dann noch, wenn sich B aus endlich vielen
Normalbereichen zusammensetzten 14sst.

Beispiel:
1) Sei B < R?® Normalbereich, n duBerer Normalenvektor auf 6B und
v =(x,y,z). Dann gilt

[v-ndo=3[d(x,y.2)=3u(B)

OB

2) v=(yz,xz,xy)", B:{(x,y,z)T: x2+y2+22£1}
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GB:{(x,y,z)T =(cosucosv,sinucosv,sinv), (u,v)" eD}
Dz{(u,v)T: 0<u<2r, MSJZ/2}, n =(cosucosv,sinucosv,sinv)
Gesuchtj. v-ndo

OB

a) direkte Berechnung

2 . .
J.a V~ndG=J. 3cosucos vsinusinvcosvd(u,v)
B D

27 . 7/2 3 .
= 3j cosusinu du I cos’vsinvdy
0

—7/2

z/2

-7/2

=3/2-sin’® u‘(z)” (—1/4 -cos’ v)

b) mit Satz von Gauf
[v-ndo=[divvd(x,y,2)=[0d(x,y,2)=0,
B B

OB

d.h. kein Fluss nach auf3en.
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Mit dem Satz von GauB} kann eine koordinatenfreie Darstellung der Diver-
genz gewonnen werden (im R?).

Satz 13-13:
Unter den Voraussetzungen von Satz 13-12 gilt

: : 1
d1VV(P):£1£1})ﬁé£V-nd0' ()

wobeil P € B fest und B — P bedeutet, dass sich B auf den Punkt P
zusammenzieht.

Beweis:
Ist P ein fester Punkt im R® und B ein Korper mit P € B und Oberfli-
che OB, so folgt aus Satz 13-12 mit dem Mittelwertsatz

I v-ndo = u(B)divv(P) mit P, e B geeignet.

0B
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Division durch u(B) # 0 und anschlieBender Grenziibergang B — P,
ergeben wegen P. — P die Behauptung.

Sind die Voraussetzungen von Satz 13-12 nicht erfiillt, existiert aber der
Grenzwert in (*), so kann man (*) als Definition von div v benutzen. Au-
Berdem wird aus (*) die physikalische Bedeutung von div v als spezifi-
sche Ergiebigkeit einer Stromung mit Geschwindigkeitsfeld v deutlich,
div v ist "Quellendichte".

Mit dem GauBschen Satz lassen sich weitere Aussagen im R® beweisen,
die denen des Satzes 13-9 im R? entsprechen.
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13.6 Solenoidale Felder

In Kapitel 13.3 wurde bereits untersucht, wann ein gegebenes Vektorfeld
ein Gradientenfeld ist, also durch Gradientenbildung einer Funktion ent-
steht, d.h. ein Potential besitzt. Nun soll untersucht werden, wann ein ge-
gebenes Vektorfeld v : R* — R? durch Bildung der Rotation entsteht, also
darstellbar ist als v =rot w .

Definition 13-12:
Sei M — R? offen. Dann heifit v: R* - R? solenoidal auf M, wenn es

ein Vektorfeld w: R* - R® mit w e C'(M) gibt, fir dass v=rot w auf
M gilt. w heilit dann Vektorpotential von v.

Anmerkung:
Ist v e C}(M) solenoidal, so muss gelten

div v = div(rot w) =0,
vgl. Satz 13-1 3a). Es gilt aber sogar der folgende Satz.
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Satz 13-14:

Ist M c R? offen und sternformig, d.h. 3x. € M das sich mit allen ande-
ren Punkten x € M geradlinig verbinden lédsst, dann ist das Vektorfeld

v € CY(M) genau dann solenoidal auf M, wenn divv=0 auf M gilt.

Beweis:
Es bleibt die Existenz von w zu zeigen. Sei

ov, Ov, Ov,
+—2+
ox oy Oz

=0.

divv =

Gesucht w = (wi,w2,w3)’ mit rot w=v, d.h.

ow, ow, ow, Ow, ow, ow

y=—>=2——2 (1 v, =—-—= (2 v, = 3
Yoy oz M oz o @) o oy 2
Versuch der Losung dieses Systems mit ws(x,y,z) =0 liefert
ow. z
n=——= = w=—| o2 EdE+h(x,)
82 20
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ow, z
n=—t S =] rOdsthy).

Set h2(x,y) =0, dann erhdlt man /Zi(x,y) aus (3) wie folgt

——J %déj Z%déf:"q— avl 8v2 dé:
2 Gx 2 0y 2 8x oy 8x

=Iz%d§ oy (wegen divv=0)
20 0z ox
oh,

—V3(x y,Z) v3(x yaZO)+_
ox

oh, )
= Levn(nnz) = hy)=[ wEr.n)ds

Damit ergibt sich das zu v mit div v =0 konstruierte Vektorpotential zu
T

w(x,y,z){ [ RACANSL J v (x,3,E)dé + j vy (&,3,2)dE +g(1),0

2
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Satz 13-15:

Sei M < R® offen und sternformig, v € C'(M) und div v=0. Ist W ir-
gendeine Losung von v =rot w, dann ist w = w + ¢ die allgemeine Lo-
sung, wobei ¢ ein beliebiges Potentialfeld bezeichnet.

Beweis:

a) rot(w-+c¢)=rotw+rotc=rotw+rot(gradp)=v
=0

b) Sei rotw=v = rot(w—w)=rotw—rotw=>0

= (w—W) ist Potentialfeld

Beispiel:
v=(z,x,y)" = divv=0 im R’ und R? ist sternformig = es existiert
ein Vektorpotential w im R3. Setzen von wi(x,y,z) =0 liefert

W (x%,,2) = [v,(0,3,2)dz + 1y (x,9) = [ xdz + by (x,) = x2+ By (x, ),
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wy(x,3,2) = = [ W (%, 3,2) dz + hy(x,9) = = [ zdz + Iy (x,7) = =2 [ 24 Iy (x, ).
Setzen von a(x,y) =0 liefert w,(x,y,z)=—-z>/2 und

W, (X, 1,2) = w, (X, 1,2) = v3(X, ¥,2)

= —h,(6y)=y = h(x,y)==[ydy+g(x)=-y"[2+g(x).

Setzen von g(x) =0 liefert w,(x,y,z)=xz— )" / 2. Somit ergibt sich das

Vektorpotential zu
2 2

T

J ) - 3

w(x,v,z)=| xz——,——,0| 1m R’.
(x,5,2) ( 75 j

Mit Satz 13-15 gilt dann schlieBlich

2 2

T
w(x,y,2)= (xz—y?,—y?,Oj +gradgp, @eC*(R).

ist allgemeines Vektorpotential von v im R
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Man konnte in diesem Beispiel auch wie folgt vorgehen, um ein Vektorpo-
tential von v zu bestimmen.

Wy, (X, ,2) =w,.(x,y,2) = v(X, y,2) = 2

= wy(x,y,2)=-2" / 2, falls w, unhéngig von y
W (X,1,2) = w3 (X, 1,2) = v, (X, y,2) = X

= wy(x,y,z)=—x" / 2, falls w, unhéngig von z
W, (X, ¥,2) = w, (X, 1,2) = v(x, y,2) = y

= w,(x,y,z)=—-y"/2, falls w, unhingig von x

Die obigen Bedingungen sind alle erfiillt, also gilt
w(x,y,2)=-1/2(y",z",x°)"

ist Vektorpotential von v im R® und mit Satz 13-15 schlieBlich
w(x,y,2)=-1/2(y*,2°,x*)" +gradp

ist allgemeines Vektorpotential von v im R
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Ubungen zur Héheren Mathematik 3 / Kapitel 13

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 13-1:

Uberpriifen Sie das Feld
v(x) :13 mit r=x’+y> +2°
r

auf a) Quellenfreiheit und b) Wirbelfreiheit.

Aufgabe 13-2:
Berechnen Sie IK v(x)-dx fiir

a) K={y)': ¥+y =1 x20}, v(x)=(y,—x)'

b) K={(xy)': x=0, -1<y<l}, v(x)=(y,-%)'

Aufgabe 13-3:
Zeigen Sie, dass das Vektorfeld

v(x)=(X,Y,2)'

das Potential

2
(p(x)=% mit r=x’+y’ +2’

besitzt.

Aufgabe 13-4:

Berechnen Sie fiir die folgenden Vektorfelder die zugehdrigen Potentiale falls existent.

a)  v(x,y)=(xy)

b) v(x,y)z( -~ X j

X2+y2’x2+y2

X )
¢) v(x)=— mit r={x’+y+z2°
r

Aufgabe 13-5:
Berechnen Sie den Fldcheninhalt der folgenden Flachen.

a) F={(xy.)': ¥+y <l z=x"+Yy’}
b) F={(xy.20)': ¥+y +2' =R’}

o F={xy.2)': ¥+y =R’ a<z<b}



< Ubungen zur Héheren Mathematik 3 / Kapitel 13
<, HSB
x Hochschule Bremen

City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 13-6:
Berechnen Sie IF f(x,y,2)do mit f(x,y,z)=x>+y* fiir

F:{(x,y,z)T: X +y <1, z:x2+y2}.

Aufgabe 13-7:
Berechnen Sie L v(X,y,z)-ndo mit v(X,y,z)=(X,y,z)" fir

a) F= {(X, v,2)' s X4y <l z=x"+ yz} und n mit negativer z-Koordinate

b) F= {(X, V,2) 0 Xy +27 = Rz} und n nach Auflen gereichtet

Aufgabe 13-8:
Berechnen Sie mit Hilfe des Integralsatzes von Green

a) LMv(x,y)-dx fiir v(x,y)=(2xy’,3y")" und M ={(x,y)" : x*+y* <1}

b) '[Kv(x,y)-dx fir v(x,y)=(x'-y’,x’=y")" und K={(x,y)" =(cost,sint)’, 0<t<2rz}

Aufgabe 13-9:
Berechnen Sie mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes LF v(X,y,2)-dx fiir

v(X,Y,X)=(xy,L,z)" und F={(x,y,z)T: X*+y*+2°=R?, sz,yzO,zzo}

Aufgabe 13-10:
Berechnen Sie mit Hilfe des Integralsatzes von Gauf3

a) LM v(X,Y,2)-ndo (n duBere Normale)

fir v(X,Y,y)=(xy,y>,z—X)" und M :{(x,y,z)T: x> +y><R?, OSZSh}

b) J.F v(X,Y¥,2)-ndo (n mit negativer z-Koordinate)

fiir v(X,y,2)=(2%y")" und F={(xy,2) : X’ +y <1, z=X"+y’}

c) LM v(X,Y,2)-ndo (n duBere Normale)

.
fiir v(x,y,z):w mit r=yx*+y’>+2z> und M:{(x,y,z)T: x2+y2+zzsR2}
r
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