Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Hohere Mathematik 3
Kapitel 9

Integralrechnung fur Funktionen
mehrerer Variabler

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus







Hohere Mathematik 3

Kapitel 9

Inhaltsverzeichnis
9 Integralrechnung fiir Funktionen von mehreren Variablen ..........ieeneineenneccnccnnen. 9-1
9.1 Integrale auf INtervallen ...........cccoiiiiiiiiiie e 9-1
9.2 Integrale aUf MENZEN ........cooviiiiiiiieiiiie ettt ettt e e sbeeesnbeeennbeeenaee s 9-17
0.3 ANWENAUNZEN ...cntiiiiieiieeieeite ettt ettt et e ettt e et e et e s abeebeesateebeeenteenbeesaeeenseesnnas 9-56
9.3.1 Berechnen von SChWerpUNKLEeN...........ccveriieiiieeiieiieciie et eve e eeeeeenaes 9-56

9.3.2 Berechnen von TragheitmOmMenten ..........cc.eeveieriieiiieiiienie e 9-59






Satz 9-2:
Essei f:IcR"— R integrierbar auf / mit

I:{(;j: a<x<b, cﬁyﬁd}.

a) Firalle x € [a,b] existiere das Integral

[" @y,

dann existiert auch das iterierte Integral und es ist
b d
[ femar)ax=[ femden.
b) Firalle y € [c,d] existiere das Integral

[ reeyyax,

dann existiert auch das iterierte Integral und es ist
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Ld(ﬁf(x’y) dx)dy = Lf(x,y)d(x,y).

c) Ist f stetig auf I, so existieren fiir alle x € [a,b] und fiir alle y € [c,d]
die Intergrale

b d
| f(xyydx und [°f(x,p)dy
und es gilt

d pb b pd
[ remdeyy=["[ feyydedy={ [ fx,y)dydx,
d.h. die Reihenfolge der Integrationen ist vertauschbar.

d) Ist f(x,y) =f,(x) f,(y) mit f;:[a,b] > R stetigauf [a,b] und £, : [c,d]
— R stetig auf [c,d], so gilt

[ ey =[ fide[* £ dy.
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Beweis :

a) Essel Z = {x,,x,,...,x,,} eine Zerlegung von [a,b] und Z, = {y,,)>,...,
V.t eine Zerlegung von [¢,d], dannist Z={[,: 1<j<m, 1 <k<n}
eine Zerlegung von / mit

X
Ijk:{(yj:xlgx Xis Vi S J’SJ’k}-
Ferner sei

my =inf {£(x.y)} und M =sup{/(x.»)}.
dann gilt m, Sf(§j,y)SMjk fir (fj elx j_l,xj] und Vyely, ., ]
Yk Yk Yk
= j)%l mjk dy : jykl f(é:j, y) dy : J.y/m Mjk dy

Vi .
= m by <[ f(§0)dy <M Ay, mit Ay, =y -y,
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= Ymutn <[ G d <YM,

= 3 m Ay A, <Zj FEy)dyax, <3S M, Ay, Ax

j=1 k=1 j=1 k=1

Die linke Seite dieser Ungleichung ist gleich U,( /'), die rechte Seite ist
gleich O,( f), die Summe in der Mitte dieser Ungleichung konvergiert

gegen das Doppelintegral

['[" reeyydyax.
Da f integrierbar, gilt
J, /@ dp) =sup{U, ()} =inf {0, ()},

also folgt hieraus

J, remdcey = [ fon s
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b) Analog.

c) Da f stetig auf [, istauch f fiiralle y € [c,d] als Funktion von x stetig
auf [a,b], also existiert das Integral

b
[ rxy)dx
und analog fiir alle x € [a,b] das Integral

d
[ reyay.
Aus a) und b) folgt dann sofort die Behauptung.

O [ fenden =[] f L))

rb
a

=L A([ A0

= .'jfl(x) dx-LdJZ(y) dy.
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Beispiel:

1) ]={(;j: a<x<b, cﬁyﬁd}, f(x,y)=xy stetigauf I,

J.[xyd(x,y) =ijxydydx :I;xdx-_..cdydy

b d

— (0 - =)

2 2

2

a

c

2) 1:{(;): 0<x<l, O<a£y£b},

x’ falls x>0,a<y<b

f(x’y):{o falls x=0,a<y<bh

£ iststetigin 7, denn fiir x>0 gilt f(x,y)=x"=¢"™ ist stetig fiir x > 0,
O<a<y<bh. Fir x=0 gilt
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falls (xj_)(O) mit 0<a <y, <b
Y Yo

= ‘f(x,y)—f((),yo)‘ Z‘xy —O‘ =™ <e™ 50 fiir x> 0.
(dafir x >0 = Inx<0 undmit y>a>0 = ylnx<alnx).
Da also f stetig ist auf /, existiert nach c)
J. f(x,»)d(x,y)= J.bj.lxydxdy =Iljbxydydx
1 ’ ’ a J0 0da
(Reihenfolge der Integration ist vertauschbar).
Es ist
y+1 1

a) ijlx - dy:J-b—1 dy = b_ =In b+l

a0 «y+1|__, « y+1 y= a+1

und andererseits

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 9-11
b
Leb o, (U rb iy 1 ¥l
b) | [ xdydx=] [ e dydx=] dx
0Jda Joda 0 Inx
y=a
.leblnx _ealnx '[lx _x
0 Inx In x

Dieses Integral lasst sich nicht weiter ausrechnen, aber wegen a) gilt

b_ a
le X dlenE—ij.
0 lnx a+1

b a b a
. .oX =X . X =X
Es ist lim =0 und lim =b—a, denn
x—0+ ln X x—1 ln X
b a b-1 a—1
. X =X . bx" —ax
lim = lim =lim(bx” —ax*)=b—a.
x—1 ln X x—1 1/x x—1
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Allgemeiner Fall n > 2: Bereichsintegrale im R".

Fiir den Fall n > 2 gilt ein zu Satz 9-2 analoger Satz. Hierbei bezeichnen
wir fiir ein j mit 1 <j<n den Vektor, der aus dem Vektor x € R" durch
weglassen der j-ten Koordinate x; hervorgeht mit

T -1
Xiiqs-rsX,) € R

XJI:(XI,,X j+1,..

j-15
und mit

. n—1, . . .
[:={x, e R" " a;<x;<b;, 1 <i<n, i#]}
das entsprechende Intervall im R" .

Satz 9-3:
Essei f: I=[a,b] c R" > R integrierbar auf /.

a) Existiert fur alle x; € [a;,b;] das Integral

J, fax;,
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so existiert auch das iterierte Integral und ist gleich
b/
L,'. ( L, f(x)dxjjdxj = [ f(x)dx.
b) Existiert fir alle x; € /; das Integral
bi
[ rax;,
so existiert auch das iterierte Integral und ist gleich

b
L( j £(x) dxjjdxj = L F(x)dx.
c) Ist f stetig auf /, so sind die Voraussetzungen von a) und b) erfiillt und
es gilt
b; b,
Lf(x)dx:L UI, f(X)de)dxj :.[1 Uaj f(x)dxjjdxr

J J
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Anmerkung:

Integrale auf Intervallen des R" konnen bei stetigen Funktionen auf eindi-
mensionale Integrale zuriickgefiihrt werden. Die Reihenfolge der Integratio-
nen ist dabei beliebig.

Beispiel:

X
f(x,y,z)=x+y+z iststetigauf [ =<| y |: 0<x<2, 0<y<], 2<z<4 ).
z
Mit
X
I ={( j: 0<x<2, Oéyél}
y
gilt dann
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cdf o
[ G+y+2ydey2)=] (], (x+y+z)d(x,y))dz

= : ..01(.[02 (x+y+2) dx)dy)dz

= 01 (x2/2 +(y+ z)x)‘izody) dz

= .01(2+2y+2z)dy)dz

1

- .4(2y+y2 +2zy)

J2

dz
0

y:

=28-10=18.

:..24(3+22)d2=(3z+22)4

z=2
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9.2 Integration auf Mengen

Fiir die Anwendung reicht es nicht aus, nur auf Intervallen des R" zu integ-
rieren, man muss auch auf anderen Teilmengen des R” integrieren konnen.

Definition 9-3:
Es sei M c R" eine beschrinkte Menge und f: M — R eine auf M be-
schrankte Funktion, dann heilit f,, mit

| f(x) falls xeM
fM(X)_{ 0 falls xegM

Erweiterung der Funktion / von M auf R" und 1y mit

L (x) 1 falls xeM
X =
M 0 falls xeM

charakteristische Funktion von M.
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Zu jeder beschrinkten Menge M < R" existiert ein abgeschlossenes Inter-
vall I < R" mit M < I. Das kleinste Intervall dieser Art ist gerade der
Durchschnitt aller abgeschlossenen Intervalle 7 mit M c 1.

Definition 9-4:
Es sei M < R" beschrankt. Wir bezeichnen das kleinste abgeschlossene
Intervall, das M enthilt mit

IM)= ()1

Mcl

Beispiel:

I(M)
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Definition 9-5:
Es sei M cR" beschrinktund f/: M — R eine auf M beschrinkte Funktion,

dann heift f integrierbar auf M genau dann, wenn f,, auf /(M) integrierbar

ist. In diesem Fall gilt
J S ®ax=[ 1, x)dx.

Satz 9-4: (Eigenschaften)
Es sei M cR" beschrinkt. Ferner seien f: M — R und g: M — R integ-
rierbar auf M und ¢ € R. Dann gilt

a) cf istintegrierbar auf M mit
[ efadx=c[ f(x)dx.
b) f+ g istintegrierbar auf M mit
[ (f0+gm)dx=| fdx+] gx)dx.
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c) Ist f(x) <g(x) fiir alle x € M, so gilt

jM F(x)dx < IM 2(x)dx.
d) |f] ist integrierbar auf M mit

‘ [ e dx‘ <[ |fx|ax
e) f-g istintegrierbar auf M.

f) Ist M M,=0 undist f integrierbar auf M, und M,, dann ist f
integrierbar auf M, U M, mit

oo f@Ax=[ fax+]  fax

Beweis:
Ahnlich wie im eindimensionalen Fall. Man muss jeweils auf (M) iiber-
gehen und die erweiterte Funktion f,, betrachten.
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Anmerkung :
Integrierbarkeit hdngt nun von zwei Faktoren ab:

a) von der beschrinkten Menge M,
b) von der auf M definierten Funktion f.

Im eindimensionalen Fall war M immer ein Intervall, und wir konnten z.B.
die Ungleichung

jjf(x)dxs sup {f(x)}jjdx: sup { f(x)}(b—a)

xela,b] x€la,b]

zeigen, insbesondere galt
jb dx =(b—a) = Lange des Intervalls.

Analog soll nun fir M c R"
[ fodxssup{f0} [ dx=sup{f(x)} ()

xeM xeM
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gelten, wobei
J,, dx=p@1)

den Inhalt von M bezeichne. Nun ist aber nicht klar, ob IM dx tberhaupt
existiert, wenn M eine beschrinkte Teilmenge des R” ist. Wir wollen im
folgenden aber nur noch Mengen M zulassen, fiir die jM dx existiert. M

heif3t in diesem Fall messbar und der Wert (M) heilit das Mal3 von M.

Definition 9-6:
Es sei M c R" beschriankt. M heiit messbar genau dann, wenn 1,, auf
I(M) integrierbar ist. In diesem Fall heif3t

u(M) = jM dx = L 1, (x)dx

(M)

das Mal} von M.
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Wir wollen nun untersuchen, welche Mengen M < R" messbar sind. Dazu
betrachten wir die Differenz zwischen Ober- und Untersumme der charakte-
ristischen Funktion 1,, bezliglich einer Zerlegung von /(M) geméil

0,(1,)=U, (1) = 3 sup{l,, (0} (T = Y. inf {1, (0} 1,

k=1 Xel}
= > ul)-D, uld)= > wul),
[, "M %D LM 1, "M #2

wobei OM den Rand von M bezeichnet.
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Ist nun M messbar, so muss bei feiner werdender Zerlegung die Ober- und
Untersumme gegen den gleichen Wert konvergieren, also die Differenz

0,1,)-U,4,)= Z u(l,)—0

I "OM #

konvergieren. Das bedeutet aber, dass das Mal3 des Randes von M, also
1(OM) = 0 sein muss, denn es gilt

0<U,(,,)=<0,(,,)=< Z ul,)—>0
I "OM #

= U,(L,,)=0,(,)=u(@M)=0

und somit der folgende Satz.

Satz 9-5:
Eine beschrinkte Menge M < R” ist genau dann messbar, wenn (0M) = 0.
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Satz 9-6: (FEigenschaften messbarer Mengen)
Seien M;,M, — R" messbar, dann gilt

a) Gilt M\\nM,=9

= M, U M, ist messbar mit u(M, v M,) = u(M,) + u(M,)
b) Gilt M, c M,

= M,\ M, ist messbar mit u( M)\ M,) = u(M,) — u(M,)

Aus Satz 9-5 folgt, dass eine Menge M genau dann messbar ist, wenn der

Rand eine Nullmenge ist, d.h. u(0M) =0 gilt.

Also ist zunichst von Interesse, welche Teilmengen M < R” Nullmengen

sind, d.h. fiir welche Mengen w(M) =0 gilt.

Fiir die Anwendung besonders wichtig sind folgende Nullmengen.
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Satz 9-7:

Essei ¢:DcR"™ >R stetigauf D und D kompakt, d.h. abgeschlossen

und beschréankt, dann i1st der Graph von ¢

X n
C(”:{[(D(x)} XED}CR

eine Nullmenge des R”.

Beispiel:
1) Eine Kurve K des R’, die eine Darstellung der Form

K={(x»)": y=f(x), asx<b|
oder
K={(xy): x=g(y), c<y<d]

mit stetigen Funktionen f, g besitzt, hat den Flacheninhalt 0.
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2) Eine Fliche F des R’, die eine Darstellung der Form
F:{(X,y,Z)T: Z:f(xay)s (xay)TEny}
F:{(X,y,Z)T . yzg(X,Z)a (xaz)T Esz}

oder
F={(xy.2): x=h(y,2), (.2) €D,

mit auf den messbaren Mengen D_, D _, D _, stetigen Funktionen f, g,

xy2 Xz Yz

h besitzt, hat den Rauminhalt 0.

Aus Satz 9-5 und Satz 9-7 ergibt sich nun sofort das folgende Kriterium fiir

die Messbarkeit von beschrinkten Teilmengen M < R”".

Satz 9-8: (Kriterium fiir Messbarkeit)

Jede beschriankte Teilmenge M — R”, deren Réander sich als Graphen stetiger

Funktionen darstellen lassen, 1st messbar.
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Beispiel: (Zylinder)
Mz{(x,y,z)T: x>+ <1, OSZS2}

ist messbar, da sich oM = F, U F, U F; mit

I = {(x,y,z)T X" +y° =1, 0<z< 2} Zylindermantel
F, = {(x,y,z)T cxXT+y <, z= O} Zylinderboden
Fy={(x,y,2)": ¥’ +y* <1, z=2} Zylinderdeckel

als Graph stetiger Funktionen darstellen 14sst.

Wir wollen noch weitere Eigenschaften von messbaren Mengen angeben.
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Satz 9-9: (FEigenschaften messbarer Mengen)
a) Essei M c R" messbar
— M und M sind messbar mit u(M) = u(M) = u(M)
b) Esseien M, M, R" messbar
= M, UM, und M, N M, sind messbar mit
p(M, O M) = (M) + (M) — u(M, N M,)

c) IstM,cM, und u(M,)=0 = u(M,) =0.

Im folgenden Satz wird ein hinreichendes Kriterium fiir die Integrierbarkeit
angegeben.

Satz 9-10: B B
Es sei M c R" messbarund f: M — R stetig auf M = f ist integrierbar
auf M.
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Satz 9-11:
Es sei M — R" eine messbare Menge. Ferner seien f, g : M — R zwei be-
schrankte Funktionen die bis auf eine Nullmenge M, auf M ubereinstim-

men, d.h.
f(x)=g(x) vxeM\M,, u(M,)=0,

dann ist mit / auch g integrierbar und es gilt

[ fdx=] g(x)dx

Anmerkung:
Man kann also eine Funktion auf einer Nullmenge abandern, ohne dass sich
dabei der Wert des Integrals verandert.

Wir betrachten im folgenden nur noch Mengen M, deren Rénder sich als
Graphen stetiger Funktionen darstellen lassen, also messbar sind, und Funk-
tionen f, die auf M integrierbar sind, z.B. stetige Funktionen.
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Die Berechnung des mehrdimensionalen Integrals erfolgt nun durch Zurtick-
filhrung auf eindimensionale Integrale.

1. Fall n=2:
Hierzu seien die beiden folgenden Falle betrachtet

o | - i (v) w,(»)

d $eee=

y rocccdpccnnnnnnncn
C o~

A : ’ .
a x b X X
a) Normalbereich bzgl. y b) Normalbereich bzgl. x
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Definition 9-7:

a) Gibt es ein Intervall [a,b] und existieren auf [a,b] zwei stetige Funk-
tionen ¢, und ¢, derart, dass gilt

M:{(;j a<x<b, (pl(x)SySgaz(x)}

so nennen wir M Normalbereich bzgl. y.

b) Gibt es ein Intervall [c,d] und existieren auf [c,d] zwel stetige Funk-
tionen y; und w, derart, dass gilt

M:{(;j: c<y<d, wl(y)ﬁxﬁwz(y)}

so nennen wir M Normalbereich bzgl. x.

c) Gilta)und b), dann heilit M Normalbereich.
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Beispiel:
) M:{(;j: 0<x<l, OSySl—x},

d.h. Normalbereich bzgl. y

d.h. Normalbereich bzgl. x = Normalbereich

2) M:{(’Cj: 0<x<l, OSyS\/l—xz},

Y
d.h. Normalbereich bzgl. y

Mz{(xj: 0<y<l, OSxSN/l—yz},

Y
d.h. Normalbereich bzgl. x = Normalbereich
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Satz 9-12:

Essei f: M cR>— R integrierbar auf M.

a) M sei Normalbereich bzgl. y und Vx € [a,b] existiere das Integral
?,(x)

J(x,y)dy.

» (x)

Dann existiert auch das iterierte Integral mit

[ fepden=]["" faydvax.

@ (x)

b) M sei Normalbereich bzgl. x und Vy € [c,d] existiere das Integral

w2 ()

f(x,y)dx.

v (»)

Dann existiert auch das iterierte Integral mit

[ redeyy=["["" f(xy)dvdy.

vi(¥)
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c) Ist f stetigauf M und M Normalbereich, dann existieren Vx € [a,b]
und Vy € [¢,d] die Intergrale

" fyydy und [ £, y)dx
@ (x) wi(»)
und es gilt
b po,(x) d cy,(»)
[ f@enday =] [ fyydyde= ][ " f(xy)drdy.

Beispiel:

1) Mz{(;):OSxSZ,OSnyZ}, n

d.h. Normalbereich bzgl. y.

M:{(’“j: 0<y<4, \Es)csz},

Y
d.h. Normalbereich bzgl. x = Normalbereich.
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Essei f(x,y)=x"+)" = f iststetig auf M und es gilt

IM(x2+y2)d(x,y) =I:j:2 (x2+y2)dydx = _[02()c2y+y3/3)z2 dx
:J.()z(x4+x6/3)dx =(x5/5+x7/21)z :%

oder
2

J.M (x*+y*)d(x,y) = J.O4jj;(x2+y2)dxdy = J‘:(x3/3+y2x)(

y

dy

_ j:(s/s +2y7 2 3 dy

+ 1312

= (8y/3+2y" 3-2y" 15-2y72[7) | =
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X 2
2) M= i —4<x<2, X*/2<y<4—xt,
y

d.h. Normalbereich bzgl. y.

—4 2 4

Nun sei f(x,y) =1 = f ist stetig auf M und es gilt
2 p4—x
u) =] 1dGy)=[ [, dvds

=J._24(4—x—x2/2)dx

=(4x-x*/2-2[6)| =18.

2
4

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 9-37

2. Fall n>2:

Definition 9-8:
Es sei M — R” beschrankt.

a) Gibt es eine messbare Menge M, R"™' und existieren auf M, zwei
stetige Funktionen ¢, und ¢, derart, dass gilt

M:{XERHZ Xv eMy) gﬂl(xv)g'xv S(02()(1/)}

so heilt M Normalbereich bzgl. x,.
b) Ist M Normalbereich bzgl. aller x,, so heillit M Normalbereich.

Beispiel: (n=3)
M sei Normalbereich bzgl. z mit

4

X
M = [y}: (;)eMza @ (x, )<z < @,(x, y)
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und M, Normalbereich bzgl. y mit

M. ={(;) a<x<b, wl(x)ﬁyﬁwz(x)},

dann erhalten wir insgesamt

@(x ¥

X
M=1y|asx<bh, y,(x)Sy<y,(x), ¢(x,y)<z<50,(x,¥) ¢,
y4

z.B. Einheitstetraeder
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Analog zu Satz 9-12 kann nun der folgende Satz formuliert werden.

Satz 9-13:
Essei f: M cR"— R integrierbar auf M. Ferner sei M Normalbereich
bzgl. x,. Existiert Vx , e M|, das Integral

[ fas,,

o (x,

so existiert auch das iterierte Integral mit

[ rax= jMV j:(()) f(x)dx, dx. .

Beispiel: (n =3)
Sei M Normalbereich bzgl. z und M. Normalbereich bzgl. y, also

~

M=<yl:as<x<bh, y(x)<y<y,(x), ¢(x,)<z<¢,(x,y)

z
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und f: M — R stetig auf M, so erhalten wir
P, (x,y)
|, f@y2diey.n=[ [ " f(xy.2)dzdxy)

-[’ j'”(())jq’(”)) £(x, y,2)dzdydx.

Seinun f: M — R mit f(x,y,z) =x.
1) Fiir den Einheitstetraeder, vgl. Beispiel auf S. 9-39, d.h.

X
M{Ly]: 0<x<1, 0<y<l—ux, O<z<1—x—y}
z

erhélt man das Integral

J.de(x,y,z) = Iljl_le_x_yxdzdydxz Iljl_xx(l—x—y)dydx

—f x(1-x)y—xy /2)‘ Cdx = jx(l—x)2/2dx:1/24.
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2) Fiir einen Zylinder p2
X
M={yl|: x*+y ' <R>, 0<z<h
z
. X 2 2 2
mit M = ( j: x'+y <R und
Y
X
M={yl|: —=R<x<R, VR —x*<y<~R*-x*, 0<z<h
z

ergibt sich das Integral zu

J. xd(x,y,z) = J. I;% xdzdydx = I J.JRz—zhxdydx
=| 2hx\R*—x* dx=0 (da Integrand ungerade Fkt.).
[BRIEN
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Wie bei den Integralen im R vereinfacht auch bei Integralen im R” eine
Substitution gelegentlich deren Berechnung. Man spricht dann von einer
Einfiihrung neuer Koordinaten durch Koordinatentransformation. Ziel dabei
ist es, im Integral

[ reodx=[ f(,....x)d(x,....x,)
mit Hilfe einer Abbildung
X= (xls"'axn)T: g(ll) = g(ula"'aun)

eine Integration bzgl. der neuen Koordinaten herbeizufiihren.

Aber zunichst miissen wir definieren, was wir unter einer Koordinatentrans-
formation verstehen wollen. Anstelle der kartesischen Koordinaten x,,...,x,
wollen wir neue Koordinaten u,,...,u, einfiihren, wobei die folgenden Ei-
genschaften gelten sollen.
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Definition 9-9:
Essei McR" und g: NcR" —> R" mit

a) g:N— M bijektiv (d.h. g”' existiert),

b) N offen,
d
¢) ge C'(N) mit det(d—g(u)j #0 YueN,
u
dann hei3t g Koordinatentransformation mit

x, =g W,....u,)

X, =g,(U,...,u,)

x =g W,...,u).

Man sagt auch: Auf M werden durch g die neuen Koordinaten u;,...,u
eingefiihrt.
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Satz 9-14: (Substitution)
Es sei K < R" kompakt und messbar. Auf M mit K« M c R" seien durch
die Funktion g : N - M neue Koordinaten eingefiihrt. Ferner sei f: M —

R stetig. Dann gilt
dg
[ fax=]_ f(gw) det[%m)]
Beweisidee fiir den R’:
Seien x,y,z die alten und u,v,w die neuen Koordinaten. Das Volumenele-
ment bzgl. der alten Koordinaten ist dV = dxdydz. Wir berechnen nun das
Volumenelement bzgl. der neuen Koordinaten. Dazu zeichnen wir an einem

Punkt P,(u,v,w) die drei Koordinatenlinien und berechnen das Volumen
eines kleinen Volumenelementes AV mit Hilfe der Eckpunkte

du.

P,(u,v,w), P,(u+Au,v,w), P;(u,v+Av,w), P,(u,v,w+Aw)
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Nach definieren der Vektoren

P4 :
a=gu+Au,v,w)— g(u,v,w) >
b =g(u,v+Av,w) — g(u,v,w), >

c=g(u,v,w+Aw) — g(u,v,w),

wobei g(u,v,w), g(u+Au,v,w), gu,v+Av,w) und g(u,v,w+Aw) die Ortsvek-
toren der Punkte P,, P,, P; und P, angibt, gilt fiir das Volumen approximativ

AV = ‘c-(axb)‘ = ‘det(a,b,c)‘.
Aus a=gu+Au,v,w)—g(u,v,w)= 2—gAu
u
og
b=gu,v+Av,w)—g(u,v,w) = 6_AV
v

8 Aw

c=g(u,v,w+Aw)—-g(u,v,w)~ —
ow
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folgt
AV ~|det %Au,%Av,gij

ou ov ow
~ |det 8 , 8 , ag} Au Av Aw =|det M Au Av Aw.
ou ov ow o(u,v,w)

Beim Grenziibergang erhalten wir dann fiir das Volumenelement in den
neuen Koordinaten u,v,w den Ausdruck

W)

u,v,w)

dV =d(x,y,z)= d(u,v,w)

oder vektoriell geschrieben
dg
det| —=(u
(du( )j
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dV = du.

Beispiel:
1) Polarkoordinaten im R* 4

x=reosp=g,(r.0) Vi
y=rsing=g,(r,p) E
g:N— M, g bijektivund g € C'(N) mit )Ic >

N:D(g):{(;): 0<r<oo, O<gp<27z}

2 .
M= _r2J[ ¥, y=0. x>0l (alsoR" ohnedie x-Achse
B \{(y) y=n } mit x > 0)

Y
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dg O(x,y) [cosg -—rsing
da O(r,p) \sing rcose

Also erhalten wir die Funktionaldeterminante

det(Mj‘ =r=0 auf N.
o(r,9)

Nun sei z.B.

[ N+ d(x )

gesucht mit

K= {(Xj L 1<xX°+y° < 4} (Kreisring).
y

K 1st kompakt und messbar und 1 ist stetig auf R,
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Nach Einfiihren von Polarkoordinaten gemal

gl(K):{(;j: 1<r<2, OSgpSZﬂ}

ergibt sich das Integral zu

J‘K\/x2+ Y d(x,y)= Lz Jjﬂ r’dodr = 27Z'Lz ridr = 27[?

wobei wir nicht ganz exakt gearbeitet haben, denn da bei M die positive
x-Achse fehlt ist K ¢ M = g(N). Es miisste eigentlich wie folgt vorge-
gangen werden. Wir betrachten K, mit

gl(Ka):{(;j: 1<r<2, a£¢ﬁ2ﬂ—a}

2

14
:—72',
3

1

= K, <M, K, kompakt und messbar mit
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[ N d(x,y):jlzjjﬂ_ar2d¢dr=(27r—2a)j 2dr—%(7z )
= I VX + Y7 d(x, y)—hmJ- X+ d(x, y)—hm—(ﬁ a)—ﬂﬂ

3
Man kann in der Praxis auf diese Grenzbetrachtungen verzichten.
2) Zylinderkoordinaten im R’ 2
x =rcosep = g,(r,p,z) i
y =rsing = g,(r,9,z) !

=T = &(r,9,z) A ,/' y
g:N—>M, g bijektivund g e C'(V) mit <%

r
N=D(g)=<@|: 0<r<ow, 0<@p<2r, —0<z<w®;,
z
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X 3 ,
_ _ 3 D S (also R” ohne die (x,z)-Ebene
M =g(N)=R"\ )Z/ =0, x>0 mit x > 0)
und
i 0
dg o(x,7,2) COS@ —rsing
=| singp rcosp O].
du o(r,p,z)

0 0 1

Also erhalten wir die Funktionaldeterminante

o 222
o(r,p,z)

=r#0 auf N.

Nun sei z.B. IK x*yd(x,y,z) gesucht mit
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K = : x>0, y>0, x*+y°<1, 0<z<1y.

N SR

Nach Einfiihren von Zylinderkoordinaten geméaf

r
g (K)={|p|: 0<r<l, 03403%, 0<z<1
Z

ergibt sich das Integral zu
IK x’yd(x,y,z)= J-Oﬂ/z 'fol j; r’cos’g-rsing-rdzdrde

B 72 ¢l ) .
—jo jor cos @ sinpdrde

1 ¢7/2 ) . 1 3 |72 |
:—I cos‘psinpdp=——cos'gp| =—.
540 15 0 15
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Auch hier haben wir auf die Grenzbetrachtungen verzichtet.

3) Kugelkoordinaten im R’
x = rcosgpcosd = g,(r,p,9)
y = rsingcosd = g,(r,9,9)
z = rsind = g,(r,9,9)

g:N— M, g bijektivund g € C'(N) mit

r
N=D(g)=3|o|: O0<r<w, 0<p<2r, —£<19<£ >
9 2 2

e

X
Iso R’ ohne die (x,z)-Ebene
M=g(N\)=R\|| y|: y=0, x>0} @ ’
g(N) < )z/ y=u mit x > 0)

\

und

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 3 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 9-54




cos@cos$ —rsinpcos$ —rcosesing

dg _0(x.0.2) _ sinpcosd  rcospcosd —rsin@sind |.
da  0(r,p,9)

sin 9 0 rcos 9

Also erhalten wir die Funktionaldeterminante

det [—a(x’ Y:2) ]
o(r,p,9)

=r?cos3#0 auf N.

Nun sei z.B. das Volumen einer Kugel mit Radius R gesucht. Fiihren
wir Kugelkoordinaten ein, so erhalten wir fiir die Kugel die Grenzen
0<r<R, 0<@<27, —7/2<9<7x/2 und demzufolge

[ rPeos9addpdr=2x | rdr- [ cos9d 9= %R%

/2 -/
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9.3 Anwendungen
9.3.1 Berechnen von Schwerpunkten

Essei M R’ messbar mit der Dichte p(x), dann hat M die Masse m mit
m= JM p(x)dx.
Der Schwerpunkt x, von M lasst sich dann folgendermallen berechnen
1
X, = ;IMxp(x)dx.
Dieses Integral wird koordinatenweise ausgewertet, also

1
(x,), = IMxp(x,y,z)d(x,y,Z), usw.

m
Fiir den Schwerpunkt x; gilt
J, (x=x)p(x)dx =0,
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denn

Jy c=x)p@dx= [ xpdx—x, [ p(ydx= | xp(x)dx-mx,=0.

Beispiel:
Schwerpunkt des Kugeloktanten mit

X

M=3ly|: x>0, y>0, z>0, x’+)y +z° <R’
z

und der Dichte

\\\\\

\\\\\i\\\\\\\\\wv

b

3
e

po(x,v,2) =\/x2 +y2 +2z°,

>

_

&

=

Die Masse des Kugeloktanten lautet
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m= IMp(x,y,z)d(x,y,Z) = IM\/xz +y +2°d(x,y,2)
-’ jo”/ ’ jo”/ " cos 9dIdodr = % [ "rr- jo”/ *cos 9dI :§R4.

Der Schwerpunkt berechnet sich mit

I ¢ 1
(x), =], xp(0.y.2)d (5, y,2)=— [ xx*+)7 427 d(x.p.2)

m

_1 R p7/2 p7/2 3

=, J‘O IO rcos@cos $-rcos$d3dedr

_1 R 4 /2 z/2 )

_Z.Ordr-jo cosgodgp-_[o cos " 3d g
Nl p17F LR 7 2

=—-—| -sing|”"-— | (1+cos(29))d¥=—-—-1-—==R
m 5|, 7l 2£( 29)) m 5 4 5
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und aus Symmetriegriinden, d.h. die anderen Koordinaten des Schwerpunk-
tes sind gleich der 1. Koordinate, zu

(x,), =(x,), =(x,), =§R.

9.3.2 Berechnen von Tragheitsmomenten
Es sei M < R?® messbar mit der Dichte p(x) und g eine Gerade mit

g={xeR3: X =X, +Ar, r‘:l, leR},

dann berechnet sich das Tragheitsmoment von M bzgl. der Geraden g zu
2
T, = IM‘(x—xo)xr‘ po(x)dx,
denn der Abstand eines Punktes P mit Ortsvektor x von der Geraden g ist

‘(x—xo)xr‘.
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Beispiel:
Tragheitsmoment bzgl. der x-Achse

x=0+1e, = ‘(X—Xo)Xl’f: (X—O)Xr‘zz‘xxel‘z
) (N o
— y X O = z :y2+22.
z 0 -y

Also erhalten wir fiir das Tragheitsmoment bzgl. der x-Achse

T.=[ (7 +2)p(x,3,2)d(x,7,2).
Analog gilt fiir die Tragheitsmomente 7, und 7> bzgl. der y- bzw. z-Achse

T,=], (@ +2)p(x.y.2)d(x.y.2)
bzw.

I=| (+y)p(x,,2)d(x,3,2).
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7 .B. fiir einen Zylinder mit Radius R, Hoéhe /# und Dichte p(x) =1, d.h.

X
M=3y|: x*+y"<R> 0<z<hy,
z

ergibt sich das Tragheitsmoment bzgl. der z-Achse zu

L=[ (+y)p(x,p,2)d(x,y,2)

- ..OR '[02” '[Oh rdzdedr

4 4 4
r 2 R ThR
=— -gp‘o -z‘oz—-27r-h= :
4| 4
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Satz 9-15: (Satz von Steiner)
Es sei M c R’ messbar mit der Dichte p(x) und x, der Schwerpunkt.
Ferner sei s eine Gerade durch den Schwerpunkt und g eine zu s parallele
Gerade, d.h.

r‘ = 1}.

S:{X: X =X, +Ar,

r‘:l} und g:{x: X =X, +Ar,

Dann gilt

2
s

T, =T, +m|(x, —X,)xr

wobei m die Masse von M und ‘(XS —X,) X r‘ der Abstand zwischen der
Geraden s und der Geraden g ist.

Beweis:
T, = J-M‘(x—xo)xr‘zp(x)dx = J'M‘(x—xs +X, —xo)xr‘zp(x)dx
=J-M‘(x—xs)><r+(xs —xo)xr‘zp(x)dx
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Ausnutzen von

‘a+b‘2 =(a+b) (a+b)=a"a+2a’b+b’b

liefert

T, = IM‘(X—XS)XI"ZIO(X) dx+jM‘(xs —xo)xr‘zp(x)dx

+2IM((X—XS)><1‘)T ((x, —x,) xr) p(x) dX.

Da das letzte Integral wegen
J,, x=x)p(x)dx =0

null ist, gilt
T, =T, +IMp(x)dx-‘(xS —xo)xr‘2 =T +m‘(xs —xo)xr‘z.
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& S Ubungen zur Hoheren Mathematik 3 / Kapitel 9
x Hochschule Bremen
J City University of Applied Sciences

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

Aufgabe 9-1: Berechnen Sie IB f(x,y)d(x,y) fur

f(x.y)=ye” und B={(x,y)": 1<x<2,1<y<2}.

Aufgabe 9-2: Bestimmen Sie L; f(x,v,z)d(x,y,z) fur

f@.y,2)=xy+z und B={(x,y,2)": 0Sx<2,0<y<l2<z<4}.

Aufgabe 9-3: Berechnen Sie IB f(x,y)d(x,y) fur

flxy)=x>+y

und B einem Bereich der (x,y)-Ebene, der durch die Geraden y = 1, x = 2 und die Parabel y = x*
berandet wird.

Aufgabe 9-4: Bestimmen Sie das Volumen des endlichen Korpers K, der von den Flachen
E:{(x,y’Z)T: y:O}, Féz{(xayaz)T: y=5}a
F;:{(x,y,z)rj Z=0}, szz{(x,y,Z)T: Z=4—x2}

berandet wird.

Aufgabe 9-5: Berechnen Sie die Masse des endlichen Korpers K, der von den Flidchen
K :{(x,y,z)T ; x:O}, F, :{(x,y,z)T : y:O}, E, :{(x,y,z)T : z=1},
F,={(x,y.2)": z=2}, F,={(x.p.2): ¥’ +)’ =4

im 1. Oktanten berandet wird und die Dichte p(x, y,z)=x"y besitzt.

Aufgabe 9-6: Bestimmen Sie IB f(x,y)d(x,y) fir

a) f(x,y)=x"+y> und B={(x,y)T:x2+y2S4,x20}.

b) f(x,y)= und B:{(x,y)T: (x—1)2+(y—1)2£1}.

(" +5°)



¢ S Ubungen zur Hoheren Mathematik 3 / Kapitel 9
x Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Aufgabe 9-7: Bestimmen Sie '[B f(x,y,z)d(x,y,z) fir

Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus

f(x,y,z)=x"y und B:{(x,y,z)T: 0<z<I1, x*+y° <1, yZO}.

Aufgabe 9-8: Berechnen Sie J-B f(x,y,z)d(x,y,z) fur

z

f(x,y,2)=

(x2 + y2 + 22 )3/2

und B einem Bereich des 33, der durch die Ebenen z = 1, z = 4 und durch die Mantelfléiche eines
Kreiskegels berandet wird. Der Kegel besitze den Offnungswinkel 2773, die Kegelachse sei
gleich der z-Achse und die Spitze des Kegels befinde sich in (0,0,0).

Aufgabe 9-9: Ermitteln Sie
a) den Schwerpunkt einer Vollhalbkugel der Dichte 1 vom Radius 1,

b) die Trigheitsmomente 7%, 7y und 7= einer Vollkugel der Dichte 1 vom Radius 1 mit Mittel-
punkt in (0,0,0) bzw. (1,1,0).
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