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14 Partielle Differentialgleichungen

Zur mathematischen Beschreibung physikalischer Vorginge reichen oft
die Funktionen einer reellen Veranderlichen nicht aus. Daher ist die Dis-
kussion von Gleichungen mit Funktionen von mehr als einer Verdnderli-
chen, in denen partielle Ableitungen dieser Funktionen auftreten, fiir alle
technischen Anwendungen wichtig, aus Zeitgriinden aber nur an Beispie-
len durchfiihrbar.

14.1 Grundbegriffe

Es sei G < R" fiir n > 2 ein Gebiet mit Rand 6G. Dann heif3t, analog zu
n =1, eine Gleichung

Xn ’

Fx,..,x,,uu, ,....u ’”x,-l...x,-k)=0’ (x,...,x,)€eCG

zwischen einer gesuchten Funktion u und gewissen ihrer Ableitungen so-
wie den Verdnderlichen xi,..., x, eine partielle Differentialgleichung der
Ordnung &, wenn k die hochste auftretende Ableitungsordnung ist.
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Gesucht ist somit eine k-mal stetig differenzierbare Funktion u auf G, d.h.

u € CY(G), die diese Gleichung erfiillt. Auch hier ist # im allgemeinen
nicht durch die Differentialgleichung sondern erst durch hinzufiigen von
Anfangs- bzw. Randbedingungen eindeutig festgelegt.

Fiir die Anwendungen sind besonders die linearen partiellen Differential-
gleichungen 2. Ordnung wichtig, d.h. k=2 und F'ist linear in « und allen
auftretenden Ableitungen. Im Falle n = 2 lautet die allgemeine lineare Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung

a(x,y)u, +2b(x,y)u +c(x,y)u,+d(x,y)u +e(x,y)u +f(x,y)u=g(x,y).

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen wird auch hier wieder zwi-
schen den Fillen einer "linearen homogenen", d.h. g(x,y) =0, und einer
"linearen inhomogenen" partiellen Differentialgleichung unterschieden.
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Beispiel:

u.=0, GcR’

beschreibt eine lineare homogene partielle Differentialgleichung 1. Ord-
nung mit der Losungsgesamtheit u(x,y) = f( ), wobei f(y) beliebig.

Aufgrund der Linearitat gilt wie bei gewohnlichen linearen homogenen
Differentialgleichungen der folgende Satz.

Satz 14-1:

Die Losungen der linearen homogenen partiellen Differentialgleichung bil-
den einen Vektorraum (iiber R).

Anmerkung:

Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen hat dieser Vektor-
raum im allgemeinen keine endliche Dimension, so dass dieser Satz keinen
Hinweis auf die Darstellung der Losungsgesamtheit, sondern nur auf die
Gewinnung weiterer Losungen liefert.
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Satz 14-2: (Superpositionsprinzip)
1) Sind u;,...,u; Losungen einer linear homogenen partiellen Differential-
gleichung, so 1st auch jede Linearkombination

L
u(x) = Zc, u,(x), ¢ eR
=1

eine Losung.

2) Sind {ul}zl Losungen dieser linearen homogenen partiellen Differenti-
algleichung der Ordnung k£ und gilt fiir

u(x) = Zc, u,(x) mit ¢, eR und ueC"(G)
I=1

so ist auch u eine Losung, falls die A-malige Differentiation gliedweise
durchfiihrbar ist.
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3) Ist uy(x) fiir a<A<b, A € R, Losung einer linear homogenen partiel-
len Differentialgleichung, so auch

u(x) = [ u,(x)d A

AuBerdem kann wie bei gewohnlichen linearen inhomogenen Differential-
gleichungen der folgende Satz formuliert werden.

Satz 14-3:

Die Losungsgesamtheit der linearen inhomogenen partiellen Differential-
gleichung ist darstellbar als Summe der Losungsgesamtheit der zugehori-
gen linearen homogenen partiellen Differentialgleichung und einer speziel-
len Losung der linearen inhomogenen partiellen Differentialgleichung.

Wie schon erwéhnt, sind neben der Differentialgleichung im allgemeinen
noch Anfangs- und Randbedingungen zu erfiillen, die zur Differentialglei-
chung "passen" miissen.
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Beispiel:
Es sei G= {(x,y): x>0} c R* dann hat u, =0 in G die Losung u(x,y) =f(»).

Mit der Bedingung
u(0,y)=e(y), y>0
kann f gemdl} f(y) = @(y) festgelegt werden.
Demgegeniiber wire eine Bedingung
u(x,0)=w(x), x>0

wohl kaum sinnvoll, da die Losungsgesamtheit der Differentialgleichung
nicht von x abhangt.

Definition 14-1:

Ein mathematisches Problem hei3t sachgerecht (korrekt gestellt), wenn gilt:
a) Es gibt eine Losung.

b) Die Losung ist eindeutig.

c) Die Losung hiangt stetig von den Anfangsdaten ab.
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Anmerkung:

Bei einem sachgerechten Problem diirfen also keine Widerspriiche in der
Problemstellung auftauchen, es muss vollstindig gestellt sein, und seine
Losung muss insbesondere von moglichen Fehlern der Eingangsdaten, wie
sie z.B. durch Rundungsfehler bei der numerischen Behandlung von An-
fangswertaufgaben auftreten konnen, stetig abhingen.

Fiir den besonders wichtigen Spezialfall » = 2 soll nun eine Einteilung der
partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung

a6, YVt + 2505, Y)Yt + (x, y)t,, + h(x,,,10,) =0

die in den Ableitungen 2. Ordnung linear sind und die man als quasilineare
oder fastlineare partielle Differentialgleichung bezeichnet, vorgenommen
werden, die zusammen mit Aussagen uber die auftretenden Randbedingun-
gen und die Randkurve des Gebietes G die Beurteilung gestatten, ob das
gestellte Problem sachgerecht ist.
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Definition 14-2:
Die Differentialgleichung

a(x,y)u, +2b(x,y)u,, +c(x,y)u,, =h(x,u,u,u,)
mit D(x,y):=a(x,y)c(x,y)—b*(x,y) heiftin G c R?

1) elliptisch, falls D(x,y) >0 in G
2) parabolisch, falls D(x,y)=0 in G
3) hyperbolisch, falls D(x,y) <0 in G.

Offenbar ist der Typ im allgemeinen ortsabhédngig, falls nicht a(x,y),
b(x,y) und c(x,y) konstant sind.

Beispiel:
1) Wellengleichung
u, —cu_ =0, ceR, G={(x,y): y>0}

yy

= D=-c><0 = hyperbolisch
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2) Laplace-Gleichung
u, +u, =0, Gz{(x,y): x>+’ <1}

= D=1>0 = elliptisch

Nach Klassifizierung der Randbedingungen gemal3

Definition 14-3:
Eine Randbedingung heif3t

1) Dirichlet-Bedingung, wenn u auf 0G

2) Neumann-Bedingung, wenn du /On auf 0G (n zeigt ins Innere)
3) Cauchy-Bedingung, wenn u und ou /on auf 0G

gegeben sind.

kann man den folgenden Satz zeigen, vgl. Morse and Feshback, Methods
of Theoretical Physics I, 1953.
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Satz 14-4:
Die folgenden Probleme sind sachgerecht.
Gleichungstyp Rand von G Randbedingung
Hyperbolisch offen Cauchy
Parabolisch offen Dirichlet oder Neumann
Elliptisch geschlossen Dirichlet oder Neumann

Dabei bedeutet "Rand von G geschlossen" bzw. "Rand von G offen", dass
0G eine einfach geschlossene Kurve bzw. keine geschlossene Kurve ist.

Damit liefert das Beispiel auf S. 14-8 (Wellengleichung) ein sachgerechtes
Problem, falls auf 0G eine Cauchy-Bedingung vorgeschrieben wird. Fiir
das Beispiel auf S. 14-9 (Laplace-Gleichung) muss eine Dirichlet oder
Neumann-Bedingung gegeben sein.
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14.2 Losungsverfahren fiur die Wellengleichung
Die Wellengleichung
u,—c’u_=0, ceR, ¢>0

reprasentiert einen wichtigen Grundtypen partieller Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung. Um einen Einblick in den Charakter der Losungen zu
gewinnen, soll zundchst das reine Anfangswertproblem der Wellenglei-
chung (z.B. eine unendlich Lange schwingende Saite) betrachtet werden.

14.2.1 Anfangswertproblem der Wellengleichung

Gegeben sei das sachgerechte Problem

2 —
u,—cu, =0, ceR, ¢>0

mit
G={(x,0): 1>0}, u(x,0)=p(x), u,(x,0)=y(x).
Anfar;:gslage Anfangsges\cfhwindigkeit
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Wir fiihren die neuen Variablen o und 7 ein mit
o=x—-ct, n=x-+ct

Fiir u(x,f) = w(o,n) gilt dann

U, =W,0, +W,n. =w,+w,,

Uy =W, O+ W1 W, O +W, 1 =W, +2W,_ +W, ,

U = W,0,+ W1, =—CW, +CW,,

u, =—c(w,_o,+ wm]nl) - c(wwat + w,mnt) = czww - 2czwm7 + czw,m.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

u, — czuxx = cz(ww — 2wm7 + w,m) — cz(ww + ZWO,,7 + wm])
:—4czwm7 =0 = w, =0, da ¢>0.
Diese partielle Differentialgleichung lasst sich wegen
w,, =(Ww,), =0 = w,_ istunabhidngigvon = w, = f(0)
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einfach durch integrieren l6sen, d.h.
wo,n) = [ f(o)do+G(n),

wobei die Integrationskonstante von 7 abhéangt. Ist F'(o) eine Stammfunk-
tion von f(o), dann gilt

w(o,n) = F(a)+G(n).

Hieraus ergibt sich nach Riicksubstitution die Losungsgesamtheit der ho-
mogenen Wellengleichung in G zu

u(x,t)=F(x—ct)+G(x+ct),

wobei F und G beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind.
Die Funktionen F und G kénnen nun mit Hilfe der Anfangsbedingungen

o(x)=u(x,0)=F(x)+G(x)
und
w(x)=u(x,0)=—cF'(x)+cG'(x)

bestimmt werden.
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Ist y eine Stammfunktion von iy fiir x € R, so kann die Losung dieses
Gleichungssystems fiir 7 und G dargestellt werden als

| 1

F(x)=5(¢(X)—%Z(x)j und G(x)=5(<o(x)+éz(x))-

Die (d’Alembert) Losung insgesamt lautet somit schlie3lich

u(x,t)= %(gp(x —ct)+o(x+ ct)) +i(;((x +ct)— y(x— ct)).

Physikalisch wird hier der Zustand einer schwingenden unendlich langen
Saite beschrieben. u(x,r) ist die Auslenkung aus der Ruhelage am Ort x
zum Zeitpunkt ¢, wobei Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit (¢ = 0)
vorgegeben sind. Die Losung kann interpretiert werden als Superposition
zweier Wellen, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ in entgegengesetzten
Richtungen ausbreiten.
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14.2.2 Anfangs-Randwertproblem der Wellengleichung
A) Gegeben sei das sachgerechte Problem
u,—c’u, =0, ceR, ¢>0
mit
G={(x,0): t>0, 0<x<I[}
den Anfangsbedingungen
u(x,0) = p(x), 1,(x,0) =y (x)

e Vo
Anfangslage Anfangsgeschwindigkeit

und den Randbedingungen
u(0,¢) =u(l,t)=0 fir >0,
z.B. die Schwingung einer bei x = 0 und x = / eingespannten Saite.
Damit die Nebenbedingungen iiberhaupt erfiillbar sind, muss gelten
@(0)=u(0,0)=0, w(0)=0 und ¢@()=u(l,0)=0, w()=0.
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Offenbar konnen die hinzugekommenen Nebenbedingungen nicht ohne
Schwierigkeiten in die in Kapitel 14.2.1 gefundene Losung eingearbeitet
werden. Es ist daher gilinstiger, eine andere Darstellungsform der Losun-
gen der Differentialgleichung zu bestimmen, bei der dies einfacher ist.

Separationsansatz

u(x,t) =u,(x)u,(t) #0

Obwohl dieser Ansatz sicher im allgemeinen nicht zur Losungsgesamtheit
der Differentialgleichung fiihrt, liefert er ein Standardverfahren zur Lo-
sung von Anfangs-Randwertproblemen bei partiellen Differentialglei-
chungen.

Einsetzen von
u (x,t)=u/(x)u,(t) und u,(x,t)=u,(x)u;(t)

in die Wellengleichung liefert
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" 2.n _
u Uy, —cuju, =0

und damit
14 14
w_ 1w

)
u, cu,

Da die linke Seite eine Funktion von x allein, die rechte eine von ¢ allein

ist, kann Gleichheit nur bestehen, falls beide konstant sind, etwa gleich —,

mit ¥ € R. Also erhilt man die zwei gewohnlichen Differentialgleichungen
w'=—yu, und u)=-c"yu,.

Mit den Nebenbedingungen fiihrt dies fiir u; auf die "Eigenwertaufgabe"
w+yu, =0, w(0)=u,()=0

die zunidchst falls moglich gelost werden soll.

Die Losungsgesamtheit der gewohnlichen Differentialgleichungen fiir u
hiangt von dem unbekannten Wert von y ab.
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a) y<0: wu(x)= cleﬁx + cze_‘/jx
Randbedingungen liefern Gleichungssystem fiir ¢y, c;:
O=u,(0)=c,+c, = ¢c,=—¢

O=u(l)=ceﬁl+c eV 7! = 2¢ sinh i
1 1 2 1

das offenbar nur trivial 19sbar ist, so dass <0 fiir die Losung der par-
tiellen Differentialgleichung bei den gegebenen Nebenbedingungen
nicht in Frage kommt.

b) y=0: u(x)=c +c,x
Randbedingungen liefern Gleichungssystem fiir ¢y, ¢;:
0=u,(0)=c
O=u(l)=c +c,!
= ¢, =¢,=0, da />0, also keine Losung
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c) y>0: u(x)=c cos(\/;x) +c, sin(\/;x)
Randbedingungen liefern Gleichungssystem fiir ¢y, ¢;:
0=u(0)=c

O=u,(/)=c cos(\/;l)+c2 sin(\/;l) =c, sin(\/;l)

Dieses System ist (bei gegebenem /> 0) nicht-trivial 16sbar, falls

2
_., _[nm

Die 7, n € Ny heilen Eigenwerte. Man erhilt dazu die nicht-trivialen

Losungen
. ni
u,(x)=c, sm(ij, nelN,, ¢, eR.
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Fiir = y, erhilt man fiir die Differentialgleichung
u) +c’yu, =0

die Losungsgesamtheit
u, () =d,, cos(#t} +d,, sin (#zj neN, d,,.d,, eR.

Insgesamt sind damit
u,(x,t)=u,,(x)u,, ()

wne |\ . (nrw . (7nc \ . (nx
=a, cos (th sm(T xj +b, sm(th sin (T x)

fiir a,, b, € R, n eNy Lésungen der Wellengleichung, die jedoch im allge-
meinen nicht einzeln die Anfangsbedingungen

u(x,0)=@(x) und u,(x,0)=w(x)
befriedigen konnen.
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Anwendung des Superpositionsprinzips liefert mit

u(x,t) = iun (x,1)

eine Lésung der Wellenglelchung, sofern die Reithe zweimal gliedweise

differenziert werden darf (was bei geeigneter Wahl der a,, b, sicher mog-
lich ist).

Die Koeffizienten a,, b, kann man nun oft so bestimmten, dass die An-
fangsbedingungen

o(x)=u(x,0)= Za sm(ﬂln j

w(x)=u,(x,0)= an 7[76 sin(ﬂln xj
n=1
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erfiillt werden. Lassen sich ¢(x) und w(x) in 0 <x </ in Fourier-Reihen
entwickeln

o(x) = ZAn sin(%x}, w(x)= ZB %sin(nlﬁ xj
n=1
so liefert

u(x,t)= Z (An COS (? tj sin (% x) + B, sin (% tj sin (% xD
n=l1

die Losung der Wellengleichung unter den gestellten Nebenbedingungen,
wenn diese Reihe zwei Mal gliedweise differenzierbar ist (was als Bedin-
gung an @(x) und y(x) aufgefasst werden kann).
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B) Gegeben sei das sachgerechte Problem
u,—cu, =0, ceR, ¢>0
mit
G:{(x,t): 0<x<oo, 0<t<oo},
den Anfangsbedingungen
%t(x,O) =0, x> Q, yt(x,O) =0, x> O

Anfangslage Anfangsgeschwindigkeit

und den Randbedingungen
u(0,t) = h(t), u(o,t)=0 fir >0 mit 2(0)=0, limA(z) =0.

Physikalisch handelt es sich um eine "halbunendliche" Saite, die bei =0
in Ruhe und in "oo" fest eingespannt ist sowie bei x =0 "bewegt" wird. In
diesem Fall liefert die Anwendung der Laplace-Transformation ein giinsti-
ges Losungsverfahren.
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Anwendung der Laplace-Transformation

Hierbei besteht das Prinzip darin durch Anwendung der Laplace-Trans-
formation auf eine partielle Differentialgleichung eine Ableitungssorte
verschwinden zu lassen, so dass im Falle n =2 aus einer partiellen Diffe-
rentialgleichung eine gewohnliche Differentialgleichung wird. Sei
U(x,s):= I u(x,t)e " dt
0

falls das Integral konvergiert, was als Voraussetzung an u gedeutet werden
kann (es sollen nur solche Losungen u(x,f) bestimmt werden, die Laplace-
transformierbar sind und fiir die die im folgenden auftretenden Integrale
"geniigend gut" konvergieren). Dann gilt

0

U_(x,5)= qux (x,t)e"dt
0

falls
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j u(x,t)e "dr, j u (x,t)edt und I u_(x,t)e"dt
0 0 0
gleichmifig in x und s konvergieren und

Iun(x, e "dt = s> U(x,s)—su(x,0)—u,(x,0)
0

nach Satz 11-3d.

Somit liefert die Anwendung der Laplace-Transformation auf die Wellen-
gleichung unter Berticksichtigung der Werte u(x,0)=u,(x,0) =0 die ge-
wohnliche Differentialgleichung

U_.—(s/c)’U=0.
Dazu kommen die Randbedingungen

U(0,s) = Iowu(O,t)e_Sldt: I:h(t)e‘”dt::H(s) und  U(oo,s) = 0.
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Fiir ¢ > 0, s > 0 hat die Differentialgleichung die Losungsgesamtheit
U(x,s)=c,(s) el 4 c,(s) e o,
wobeli sich ¢; und ¢; aus den Randbedingungen
H(s)=U(0,s)=c,(s)+c,(s)
0=U(,s)= )lciil;<cl (5)e " + ¢, () e_(s/c)x)
zu ci(s) = 0 und c,(s) = H(s) ergeben. Die Losung lautet demzufolge
U(x,s)=H(s)e "™, ¢>0,5>0,x>0.

Mit dem Verschiebungssatz, vgl. Satz 11-3c, erhilt man daraus

N 0 0<t<x/c
1) = h(t—x/c) x/c<t

Die Probe bestitigt
u, —c’u,=h"(t—x/c)—c>(=1/c)’ h"(t—x/c) =0
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sowie die Nebenbedingungen
u(x,0)=0, u,(x,0)=0, u(0,t)=~h(t), wu(oo,t)=0.

Bei partiellen Differentialgleichungen kommt es somit darauf an, die Lo-
sungen der Differentialgleichung zu bestimmen, die am besten an die ge-
gebenen Anfangs- und Randbedingungen angepasst werden konnen. Dazu
ist es natiirlich wichtig, moglichst viele Losungsansitze zu kennen. Als ein
besonders wichtiges Verfahren stellt sich dabei der Separationsansatz her-
aus, moglicherweise unter Benutzung verschiedener Koordinatensysteme
(je nach Form von G).

Beispiel:
u, —4u_ =0, Gz{(x,t): O0<x<5, O<t<oo},

u(x,0)=0, u,(x,0)=>5sin(7rx) (Anfangsbedingungen)
u(0,t) =u(5,t)=0 (Randbedingungen)
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1) Fiir die Losungsgesamtheit gilt in G
u(x,t)= f(x—-2t)+ g(x+2t)
Anfangsbedingungen liefern
0=u(x,0)=f(x)+g(x) und Ssin(zx)=u(x,0)=-2f"(x)+2g'(x)

= f(x)=-g(x), 4g'(x)=>5sin(7x)
= g(x)= —iCOS(ﬂ'X) +C= f(x)= icosmc -C
4r 4r
und damit
u(x,t) = %(cos (7w(x—2t))—cos(7m(x+ 21‘))) = %sin(mc) sin(27t)

wobel u(x,t) neben der Differentialgleichung und den Anfangsbedin-
gungen u(x,0) = 0 und u/x,0) = 5sin(zx), wie die Probe zeigt, auch die
Randbedingungen u(0,¢) = u(5,¢) = 0 erfiillt.
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2) Separationsansatz liefert
w+yu; =0 1, (0)=1,(5)=0
u, +4yu, =0

sowie analog zu Seite 14-18 mit

2
_ . _[#n
V=7 (_5 j

die Losungen

: 2 . (2
u,,(x)=c,sin (% xj bzw. u,,(f)=d,,cos (% tj +d,, sin [% tj

und nach Superposition schlie8lich die Losung
u(x,t) = Z a, cos (zﬂ t] sin (ﬂ xj +b, sin(zﬂtj sin (ﬂ x] :
— 5 5 5 5
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Aus den Anfangsbedingungen
o(x)=u(x,0)=0= Zan sin (%x}
n=l

w(x) = u,(x,0) = Ssin(zx) = ibn (?jsin(%x}

folgt hier
52z fur n=5

a, =0 fir neN und b, = ,
0 fir neN,n#5

so dass

u(x,t)= % sin(27t)sin(7zx).
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3) Anwendung der Laplace-Transformation liefert fiir
U(x,s)= Tu(x,t)e_”dt
mit 0
U_(x,s)= Tum (x,t)e"dt
0

und

0

ju”(x,t)e_“dt =s°U(x,s) —su(x,0) —u,(x,0)

0

die Differentialgleichung in x
4U_ (x,5)—s>U(x,s)+5sin(zx) =0

mit der Losungsgesamtheit
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U(x,s) = %sin(ﬂx) +¢,(8)e" 4, (s)e "
s*+4r
Die Randbedingungen U(0,s) = U(5,s) = 0 liefern
0=c/(s)+c,(s)
0=c/(s) e 4 c,(s) e 33
und damit ¢,(s) = c,(s) =0, d.h.
5 : 27 :
U(x,s)=———sin(rx) = sin(7zx).
(x.5) s’ + 41’ () 27 s*+(2r)° ()

Mit Hilfe der im Beispiel auf Seite 11-12 angegebenen Korrespondenz
ergibt sich die Losung dann ebenfalls zu

u(x,t)= % sin(27t)sin(7zx).
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14.3 Losungsverfahren fiur die Warmeleitungsgleichung
Die Wirmeleitungsgleichung
u,—a’u, =g(x,t), a>0
1st 1n
G={(x,t): 0<x<I, 0<t}

eine lineare inhomogene parabolische Differentialgleichung. Eine passen-
de (sachgerechte) Nebenbedingung auf 0G ist etwa

u(0,t)=u(l,t)=0 fir >0
u(x,0) =r(x) fir 0<x</’
wobei gelten muss
u(0,0)=r(0)=u(l,0)=r(l)=0.

Der Separationsansatz fiir das zugehorige homogene Problem
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u—au, =0
u(0,))=u(l,t) =0, u(x,0)=r(x)
liefert mit
u(x,t)=u,(x)u,(t) =0, u, =wu,, u_=uu,,
und demzufolge
aLzl—Zz = Z—i =—y da wul—a’ulu, =0
fiir u;(x) das Eigenwertproblem
u+yu, =0, u(0)=u(l)=0

das nur fiir die Eigenwerte

nicht-trivial 10sbar 1st mit
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u,,(x)=c,sin (%xj, c, €R.

Fiir den Faktor u,(¢) in u(x,f) = ui(x) uy(¢) erhidlt man fiir y= y, die Diffe-
rentialgleichung
wy,+y, a’u, =0
mit der Losungsgesamtheit
w,, ()=d,e"™ " d eR

also insgesamt
mm/l) n7w
u,(x,t)=u,,(x)u,,(t)=>b,e sm(ij.

Zur Aufnahme der Bedingung u(x,0) = r(x) bildet man

u(x,t)= Zu (x,1) = Zb Anmaly sm(%x}
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und erhélt die Bedingung
r(x)= an sin(%x}, 0<x<lI
n=l

fiir b,. Lasst sich also r(x) in eine Fourier-Reihe der obigen Form mit Fou-
rier-Sinus-Koeffizienten b, entwickeln, so stellt

u,(x,t) = ane_("””/ ) sin (% xj
n=1

mit diesen b, eine Losung des homogenen Problems dar, sofern diese Rei-
he in G zweimal gliedweise differenziert werden darf.

Um die Losung des Gesamtproblems zu erhalten, muss zur Losung u,(x,t)
des homogenen Problems noch eine partikuldre Losung u,(x,f) des inho-
mogenen Problems

u, —azuxx =g(x,t)
u(0,6)=u(l,t)=0, u(x,0)=0
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addiert werden, da
u(x,t) =u,(x,0) +u,(x,1)

wegen der Linearitit dann sowohl die Differentialgleichung als auch die
Nebenbedingungen erfuillt. Zur Bestimmung u,(x,f) erweist sich der Ansatz
"Variation der Konstanten" der u ,(x,f) benutzt, d.h.

u,(x,t)= icn(t)sin(%xj,

als geeignet. Mit u,(x,0) = 0 fur 0 <x </ folgt ¢,(0) = 0. Einsetzen in die
Differentialgleichung liefert

i[c (r)+(”’;"j c (t)Jsm(nTx] o(x,1)

Gibt es nun fiir g(x,?) eine Darstellung
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g(x,0)=> e, (1)sin (%xj
n=1
so folgt, dass c,(¢) fir n € N das AWP
c (t)+[”’l’“j ¢,()=e,(1), ¢,(0)=0

erfiillen muss, wodurch ¢, eindeutig bestimmt ist.

Beispiel:

u,—4u, =sin(2x), G={(x,0): 0<x<um, t>0},
u(x,0) =2sin(3x) —4sin(5x) (Anfangsbedingungen)
u(0,t)=u(mz,t)=0 (Randbedingungen)

a) homogenes Problem
Fiir / = 7 ergibt sich aus
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r(x) = an sin (ﬂ x]
n=l T
mit
b,=2,b,=—4 und b =0 fir neN,n#3n#5
die Losung der homogenen Differentialgleichung zu

u,(x,t) =2e>" sin(3x) — 4e”'"" sin(5x)

b) inhomogenes Problem

Der Ansatz
u,(x,1) =Y c,(¢)sin(nx)
n=l1

liefert liber

O+ dric,=e={ " =0

c(t)y+4nc (t)=e (1) = , ¢, (0)=
" " ! 0 fir neN,n=2
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mit
c,(H)=0 fir neN,n=2
und
. 1 ~16¢
c, (1) = E(l —e )
die partikuldre Losung

u,(x,1) = %(1 —e™'*)sin(2x).

Die Losung des Gesamtproblems lautet dann schlie8lich
u(x,t) =u,(x,t)+u,(x,1)
1

= E(l —e')sin(2x) + 27 sin(3x) —4e '™ sin(5x).

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 14-40




14.4 Losung der Laplace-Gleichung in speziellen Gebieten

Fiir eine offene Menge G — R” wurde fiir fe CXG) in Kapitel 12.1 der
Laplace-Operator eingefiihrt.

Af=V'Vf =div(grad(f))

In diesem Abschnitt sollen nun fiir spezielle Gebiete G — R* bzw. R’ Lo-
sungen der Laplace-Gleichung

Au=01n G

bestimmt werden, die auf 0G vorgeschriebene Werte annehmen.
Definition 14-3:

Ist G < R" Gebiet, so heiBt u: R — R mit u € C(G) harmonisch in G,
wenn in G gilt

Au=0.
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Beispiel:

a) p(x,y,z)=x"+y* =2z ist harmonisch in R, da p,, =p,=2,p.=—4

b) Jedes lineare Polynom ist harmonisch

¢) f(x,y)=e” ist nirgends harmonisch in R, da f,, + S = e”(y*+x%)=0
nur fiir (x,y) = (0,0).

Zur Losung von Au = 0 im Gebiet G und Anpassung an vorgegebene Wer-
te von u auf 0G kommt es nun wieder darauf an, moglichst viele Darstel-
lungsformen fiir harmonische Funktionen zu finden, mit denen bei gege-
benem G und Werten auf 0G gut zu arbeiten ist. Fiir einige Sonderfalle
von G soll das nun ausfiihrlich diskutiert werden.
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14.4.1 Losung der Laplace-Gleichung in Kreisen
Gesucht ist eine Losung der Laplace-Gleichung

Au=0 in G:{(x,y): x* 4y’ <R2}
mit R > 0 fest. Hier ist der Ubergang zu Polarkoordinaten

X=rcos@, y=rsing

mit

GoG={(r,p): 0<r<R, 0<@<2r}
zweckmaBig, da in ithnen die Randbedingung leichter formulierbar ist. Aus

u(x,y)=u(rcose,rsine) =v(r,p)

folgt die Aquivalenz
1o ov 1 &%
u,+u,=0—-——\r—|+—5-—5=0,
ror\ or) rop
wobel
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lim  u(o,n)=u(x,y) < limv(r,p)=V(p).

(0.1)>(x,y)e0G

Ausgangspunkt zur Losung der transformierten Laplace-Gleichung ist hier
wieder der Separationsansatz

v(7, @) = v, (r)v,(@).
Einsetzen liefert

V2(¢)i(rdvl(r)j+vl(r) d2V2(§0) ~0
rodr dr g g

r do
und fiir v(r)v2(@) # 0 nach Umformen

r d( dvl) 1 d*v,
——|r— |=— :
v, dr\  dr v, do’

Es muss also mit ye R gelten

Li(rﬁj—jf ia’zvz__yc> rzvl"+rvl'—;/v1:0
dr T v, do’ vi+yv,=0 .
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Die zweite Differentialgleichung liefert nur fiir = n° n € Ny Losungen,
die 27-periodisch sind, so dass nur fiir ¥ = n* die so zu erhaltenden Losun-

gen v(r,@) eindeutig bleiben, wenn ¢ um ein ganzzahliges Vielfaches von
27 wichst, d.h.
v, (@) =a,cos(np) + b sin(ng), a,b €R, neN,.

Die erste Gleichung braucht natiirlich nur fiir diese y gelost zu werden, d.h.
PVI+rv —n’y, =0, neN,.
Dies ist eine Eulersche Differentialgleichung mit der Losungsgesamtheit
n=0=v (r)=c,+dylnr, c,d,eR,
nzl =v (r)=c,r"+d,r", c,d, eR.
Damit 10sen
vo(r,p)=c,+d,Inr,

v (r,p) = (an cos(ngp)+b, sin(ngp)) (c,r"+d r™"), neN
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die Laplace-Gleichung. Zur Anpassung der Randbedingung kann wieder
das Superpositionsprinzip angewendet werden, d.h.

v(r,p)=c,+d,Inr+ Z(an cos(np)+b, sin(ngo))(cn r"+d r).
n=1

Aus der Beschréanktheit von v(r,¢) fiir ¥— 0 (physikalisch sinnvolle Lo-
sung) folgt d, = 0 fiir n € Ny und somit

v(r,p)=c,+ i(an cos(np)+b, sin(ngp)) r.

n=I

Ausnutzen der Randbedingung

V(R,p)=V(p)=c, + i(an cos(np)+b, sin(ngo))R”

n=1

und entwickeln von V(@) in einer Fourier-Reihe
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Vip) = % + i(An cos(ng) + B, sin(ng))

liefert nach Koeffizientenvergleich

A B
cozﬁ,a—” =—L

2 "R "RV

schlieBlich die Losung des Dirichlet-Problems im Inneren des Kreises mit
dem Radius R,

v(r,p) = % + i(/ln cos(ngp) + B, sin(ngo))(%j :

falls A4,, B, die Fourier-Koeffizienten der Randfunktion V(@) bezeichnen.
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14.4.2 Losung der Laplace-Gleichung in Kugeln

Gesucht ist eine Losung der Laplace-Gleichung
Au=0 1n Gz{(x,y,z):x2 +y° + 2z <R2}

mit R > 0 fest. Hier sind Kugelkoordinaten
X=rcospcosd, y=rsinpcos?d, z=rsing
mit
G(—)Gz{(r,gp,&): 0<r<R, 0<¢p<2rx, |9|£7z/2}
besonders geeignet. Aus
u(x,y,z)=u(rcosepcosd,rsinpcosP,rsing) = w(r,p,9)
folgt die Aquivalenz

2
w
Au:uxx-}—uyy—l—uzzz()@iza(r Wr) + oQ n 1 a(COSngg) _

0,
v or r*cos’ 9 r*cosd 09

wobei
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lim  u(o,n, 1) =u(x,y,z) < limw(r,,9) =W (p,9).

(0.7,1)>(x,y,2)e0G
Der Separationsansatz
w(r,@,8) = w,(r)w,(@)w,($) #0
liefert nach Einsetzen und Multiplikation mit 7*/w

4
w, 1

—— (W) + + cosw.)=0.
w, dr( 2 w, cos” 9 w3c059d9( )
Es muss also mit ye R gelten
d  , 1 1 d
—(r'w)=yw, !+ cos9w:) = —v.
dr( )= wycos’ 9 © wycos9 d9( )=

Die Differentialgleichung fiir wy, d.h.

2..m ' .
rw +2rw, —yw, =0,

ist eine Eulersche Differentialgleichung mit den Losungen
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w(r)=ar” +br” mit a,beR,
wobei p, p, die Nullstellen von p* + p—y= 0 bezeichnet, also
ptp=-1 und pp=-y.

Zur besseren Darstellung sei p;=/und daher p,=—(/+1), also y=/ ([ +1).
Einsetzen von y in die Differentialgleichung fiir w,, w; liefert

w;’+ cos$ d
wy, d8

Diese Gleichung kann nur dann erfiillt werden, wenn

(cos Iw}) + (I +1)cos 9} =0.

w,

ﬁ:_;( und Cosgi(cosgw§)+l(1+l)cos23=1c mit x €R
w, w, df

gilt. Die Losungen von
wy +kw, =0

miissen 2z-periodisch sein. Somit muss x = m* gelten mit m € Ny, d.h.
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W2,m (¢) - Cm Sln(mgp) + dm Cos(m(D)-
Aus der verbliebenen Gleichung fiir w;
cos $d(cos $w})/d 9+ (I(I+1)cos” $—m* )w, =0

erhilt man mittels der Transformation ¢ =sin, w;, = g(¢) mit

dwy _ dq di dqcos9 V1 t2 fur ‘19‘<§,

d9 dtdS dt
2
i(cos&lﬁ) = —sm&dl +cos$ d M;
d9 d3 d9 d
dg 2 t dqg d’q
~t 1—t2—+(\/1—t2) —~ L J1-1
dt 1_¢% dt dt’
3 72
=-2t\J1-1 @+(1/1—t2) d—g
dt t
die Differentialgleichung
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(-1 )”12

oder fur |¢|<]1 < | 9|<x/2

d’ 2t d 1 m’
1_ 1. 2(1(1+1)—1_t2}1=0.

—2t(1—t2)%+(l(l—i—l)(l—tz)—mz)q =0

d® (1-t*) dt 1o

Fir m =0 1st dies die bekannte Legendresche Differentialgleichung, die
durch Potenzreihenansatz um ¢ =0 gelost werden kann und fiir / € Ny die
Legendre-Polynome

1 d'(x*-1)
21 dx!
als Losung besitzt. Da man zeigen kann, dass die L;(¢) die einzigen Losun-
gen der Legendre-Differentialgleichung sind, die bei =21 endlich blei-
ben, andererseits aber auch die Randwerte auf 0G auch in den Polen, also

fiir $==£7/2 im allgemeinen endlich sind, ist die Beschriankung auf / € N,
sinnvoll, so dass man mit

L) =1 L(f)= fiir /eN,
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¢()=L,(1) = wy(9) =L (sin9)
als Losung
W o (1,9, ) = (a" +br ") L,(sin9)d,

erhélt. Fiir m € N kann man zeigen, dass

, w2 d"
L (t):=(1-7) WLl(t)

die Differentialgleichung fiir g(t) fiir m </ 16st und iiberdies die einzige
Losung 1st, die bei # = £1 endlich bleibt. Damit sind

Wy, (r0,9) = (@ + b ") L} (sin 9) (¢, sin(me) + d,, cos(me))
fiir m,l € N, [ > m, a;, b, c,,,d,, € R Losungen der Laplace-Gleichung. Aus

der Beschrinktheit von wy, fiir r— 0 (physikalisch sinnvolle Losung) kann
man wieder auf ;=0 schlie3en, d.h.

w,,.(r,@,9) =ar' L} (sin9)(c, sin(mp) + d,, cos(mp)).

Durch Anwenden des Superpositionsprinzips erhdlt man weitere Losungen.
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14.4.3 Losung der Laplace-Gleichung in Zylindern
Gesucht ist eine Losung der Laplace-Gleichung

Au=0 in G:{(x,y,z):x2+y2<R2}

mit R > 0 fest. Hier sind nun Zylinderkoordinaten
X=rcosep, y=rsing, z=¢&
mit
G(—)Gz{(r,gp,é): 0<r<R, 0<p<2r, §ER}
besonders zweckmalig. Aus
u(x,y,z)=u(rcosp,rsin@,&) =w(r,p,<&)
folgt die Aquivalenz

1o ow 1 o*w  O*w
Au=u +u,+u,=0 & —|r—|+5——S+—5=
> ror\ or r-op-  0&

0,

wobel
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lim  u(o,n, 1) =u(x,y,z) < limw(r,e,5) =W(p,5).

(o.n,1)—>(x,y,2)e0G
Der Separationsansatz
w(r,@,6) = w(Nw,(@)w;(5) #0
liefert &hnlich wie in Kapitel 14.4.2
1 d ( dwlj 1 d*w, 1 d*w,
T T 2 T 2
dr rw, do°  w, d&
Diese Gleichung kann nur dann erfiillt werden, wenn
” 1 d ( dwlj 1 d*w,
wy=yw, und ——|r +— 5
rwodr\ dr ) r'w, do
gilt. Aus der letzten Gleichungen folgt
[1 d( dwlj jz 1 d*w,
——|r— |ty | =,
rw, dr\  dr w, do
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rw, dr

=—y mit yeR

also

wy +xkw,=0 und r%(rwl’)+(7/r2—/c)w1=0 mit x eR.

Damit w, eindeutig (2z-periodisch) ist, muss &= m* gelten mit m € Ny, d.h.
w,,.(@) =c, sin(me) +d,, cos(me).
Die Differentialgleichung fiir w,
W w4+ (yr —m*)w, =0

ist bis auf den Faktor y eine Besselsche Differentialgleichung. Durch die
Transformation fiir > 0

t=\rr. qO=w(), w=qy., wW=q"v
erhilt man die Besselsche Differentialgleichung
t’q"+tqg'+(t* —m*)g=0
mit den Losungen
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q,)=aJ (t)+b N (1), a,b cRmeN,,

wobei J,(f) die Bessel-Funktion und N,,(¢) die Neumann-Funktion m-ter
Ordnung bezeichnet. Riicksubstitution liefert dann schlieflich

w.,.(r)=a,J, (\/;r) +b N, (\/;r), y > 0.

Aus der Beschrianktheit von w;,, fiir r— 0 (physikalisch sinnvolle Losung)
kann man wegen lim N (\/Z r) = oo auf b,,=0 schlieflen, d.h.
r—0

w,(r=a,t, (\/;r), y > 0.
Wegen y> 0 erhilt man fiir w;
w,, (&)= Ayeﬁg + Bye_ﬁf, 4,B, eR, yeR, y>0
und insgesamt also
w, (rhe,d)=a,Jt, (\/;r) (cm sin(me)+d, cos(m(p))(Ayeﬁg + Bye_ﬁ"z)

woraus man durch Superposition weitere Losungen gewinnen kann.
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