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15 Funktionentheorie

15.1 Komplexe Zahlenebene

Komplexe Zahlen
Fir X,y € R heifit

Z=X+ ]y komplexe Zahl
mit

Re(z) =X Realteil von z
und

Im(z)=y Imaginareteil von z

Menge der komplexen Zahlen
Die Menge

C={x+jy: xeR, yeR}
heillit Menge der komplexen Zahlen.
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Gaulische Zahlenebene

v 1
R={zeC:Im(z)=0}cC ;f
definiert die reelle und j% 5 oy 32 S
{z€C:Re(z) =0} 5
die imaginére Achse. £ ‘
reelle SAchse
Konjugiert komplexe Zahlen y1
Essei z=x +jy e C, dann heift 3 2=3303
2 =X—jy 7
die zu z konjugiert komplexe Zahl. 3
7¥=5-]3
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Betrag komplexer Zahlen
Es sei z=Xx +jy € C, dann heift

z| =X +y* =~z 7’
der Betrag von z.
Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

Fir z=x+jy € C und z# 0 gilt die trigonometrische Darstellung
Z=X+jy=rcosp+ jrsing=r(cosg+ jsing)

mit
[arctan (y/x) fir x > 0
2 firy>0Ax=0
r=[z[=yx*+y’> und ¢:<7z'/ ljy "
—7/2 fliry<O0AXx=0
|7 +arctan(y/x) fiirx<0
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Mit Hilfe der Eulerschen Formel
e =cosgp + jsing
erhélt man die exponentielle Darstellung komplexer Zahlen geméaf
Z=re”

und es gilt

z"=re’", I Leto 2 g0 ypngie (cos(np) + jsin(ng)).

i

Wurzeln komplexer Zahlen

Essei ac C,a=0 und ne N.Mit z"=a=re’” und z= pe’ folgt
2" =p"e =re¥
= p"=r und n%=¢+2kz, keN
— p=4r und 3= (¢ +2kz)/n
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Also sind

.p+2kr
z,=4re’ " mit k=0,1,....n—1

die n-ten Wurzeln aus a.

Abstand komplexer Zahlen
Mit 21,2, € C ist |z1 — 22| der Abstand zwischen z; and 2».

Beispiel: ya
1) Kreisfliche um zo mit Radius r

{zeC:|z—z,|<T}.

2) Iter Quadrant
{zeC:0<argz<7/2}.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-5

15.1.1 Folgen und Reihen in C

Eine Folge (z,),., aus C ist konvergent gegen z € C genau dann, wenn

nN—o0

lim|z, — 7| =0 < {limRe(zn)zRe(z) und 1imIm(Zn):Im(Z)}.

Definition 15-1:
1) Unendlich ferner Punkt

Z, —> 0 & limi:O.

2,
2) Erweiterte Zahlenebene
C:=Cu {o}.
3) Umgebung des unendlich fernen Punktes
U, (0)={zeC:|z|>r}U{o}.
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Die mit der komplexen Zahlenfolge (z,),., gebildete Partialsummentolge

. n
(Sn)neN mit Sn = Zk:'l Zk
heif3t unendliche Reihe, sie wird mit
Zk:l %
bezeichnet. Man sagt die Reihe konvergiert gegen s € C und schreibt
0 . . n
Zkzl Z, =S, wenn }ILn;Sn = rlggzk:l Z, =S.

Die Reihe divergiert, wenn sie nicht konvergiert. Eine unendliche Reihe

Z:):l 2y

heil3t absolut konvergent, wenn die reelle Reihe der Betriage

Z:):l | 2y |

konvergiert.
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Anmerkung:

1) Eine Reihe komplexer Glieder

D B = 2y O+ )

ist dann und nur dann konvergent, wenn die Reihen der Real- und Ima-
ginarteile, d.h.

ZC:ZI Re(zk) - Zf:l Xy und Zf:l Im(zk) - Zf:l Yi

konvergent sind.

2) Absolute Konvergenz kann mit Hilfe des Majoranten-, Wurzel- oder
Quotientenkriteriums nachgewiesen werden.

3) Aus der absoluten Konvergenz folgt die gewohnliche Konvergenz, d.h.
Z:;l |z, | konvergent = Z;; Z, konvergent,

denn
Rez,|=[%,|<(z,| und [Imz,|=]y,|<|z,].
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Eine Reihe der Form
f(2)=2 a(z-2)
mit
a, €C, z,eC fest, zeC, n>0

heil3t Potenzreihe um 2.

Zu jeder Potenzreihe existiert eindeutig ein Konvergenzradius R mit
0<R<L .

Wie 1m reellen zeigt man, dass nur die folgenden drei Fille auftreten.

1) R=0, so konvergiert die Potenzreihe nur in zo.

2) 0 <R <oo,so konvergiert die Potenzreihe in {Z eC:lz-z,|< R}
fir [z—2z,|> R 1st die Reihe divergent.

3) R =, so konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € C.
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Beispiel:

o'e] n

1) e’ = Z SR = oo, konvergiert in C, denn
n=0 n!
n+l1 ] 7
LI ‘ ‘ —>0<1.
(n+D!'z"| n+1
2) cosZ:Z(_l) 72" = R=oo, konvergentin C,
n=0 2n)'
sinz = Do = R =00, konvergent in C.
o (2n+1)!
3) %:ZZ“ = R =1, konvergent fiir |z|<1.
—Z n=0
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15.1.2 Kurvenin C

Definition 15-2: (Kurve in C)
Die Punktmenge

K={zeC: z=z(t)=x(t)+ jy(t), te[a, B}

heifit Kurve in C, t ist der Parameter, [, ] der Parameterbereich.

Beispiel:

1) Strecke zwischen 21,22 € C 4 S(z.2,),,,
S(z,,2,) = {z(t) =2,+1t(z,-2): te [0,1]}. Zl
ol X
2) Kreislinie um zo mit Radius R y4
Kq(Z,) = {z(t) =7,+ Rel: te]o0, 27[]}. yo' Kr(Z,)
I
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Definition 15-3:
Es sei

K={zeC: z=z(t)=x(1)+ jy(t), te[a, B}
a) K heifit glatt, wenn x(t) und y(t) stetig differenzierbar auf [ e, 5], d.h.
X(t), y(t) € C'([e, B])
und
|z’(t)|:\/(x'(t))2 +(y'(1))" #0 Vte[a,B] mit Z/(H)=X'(1)+ jy'(1).
In diesem Fall heif3t
T., = {z(/i) =2(t)+A7'(t,): L€ R}

2(ty)

die Tangente an K im Punkt z(to).

b) K heil3t stiickweise glatt, wenn K aus endlich vielen glatten Stiicken
besteht.

c) Kheifit geschlossen, wenn z(a) = z(f).
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d) Eine bis auf eventuell den Anfangs- und Endpunkt doppelpunktfreie
Kurve heiB3t Jordan-Kurve.

e) Eine geschlossene Jordan-Kurve heil3t positiv orientiert, wenn beim
Durchlaufen der Kurve das Innere zur Linken liegt.

f) (—K) bezeichnet die Kurve mit umgekehrtem Durchlaufsinn.

ey OO

stiickweise glatte Kurve Jordan-Kurve positiv orientierte Jordan-Kurve
BC]SEIEI. y Kq(2,)

1) Ke(z))={2(t) =7, +Re": te[0,27]) .

ist positiv orientierte Jordan-Kurve. o _ >
XO
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2) S(z,,2,)={2(t)=7,+t(z,~2,): te[0,1]} sz,
Z, 7
= -5(z,,2,)=S(z,,2))
={z2(t)=27,+1(z,—2,): te[0,1]} 0 >
yA
. . . _S(Zp Zz)
Die Kurvenlange einer glatten Kurve K mit , —*2
K={z(t)=x(t)+iyt): te[a,p]} .
0 X

ist gegeben durch

B V] > >
L(K) = [1Z)] dt =] (X0 +(y' D)’ dt.

Beispiel:
2z 27 2z
L(Ke(z,))= [ I(Re"y|dt = [|jRe’|dt =R | dt=27R
0 0

0
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15.1.3 Gebiete in C

Definition 15-4:
Eine Punktmenge G — C heifit Gebiet, wenn G offen, d.h.
Vz,eG U (z))={z:]2-7,|<6} =G (6>0)

und G zusammenhéngend, d.h. je zwei Punkte lassen sich in G durch einen
Polygonzug verbinden.

zusammenhingend = Gebiet nicht zusammenhéngend = kein Gebiet

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-15

Definition 15-5:

Eine Punktmenge G — C heilit einfach zusammenhingendes Gebiet, wenn
G Gebiet und jeder in G verlaufende einfach geschlossene Polygonzug nur

Punkte von G umschlieft.

einfach zusammenhéngend nicht einfach zusammenhéingend

Beispiel:
1) C ist einfach zusammenhéingendes Gebiet.

2) {zeC: |z-1z,|<R} ist einfach zusammenhéngendes Gebiet.

3) C\{0} ist nicht einfach zusammenhéangend.
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15.2 Komplexe Funktionen

Eine Abbildung f: D < C — C die einen Bereich D einer komplexen Ebe-
ne (Urbildebene) eindeutig in einen Bildbereich W =f(D) einer anderen
komplexen Ebene (Bildebene) abbildet heilit komplexe Funktion.

Mit z=X+ jy sei f(z)=w=u+ jv, also
f(X+jy)=u(x, y)+ jv(x,y) = u(x,y)=Re(f(2)), v(x,y)=Im( f(2)).

Wir schreiben also
f(z)=u(x,y)+ jv(X,y) mit u=Re(f), v=Im(f)
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Hierbei sind
U:DcR?>>R und v:DcR*> R

zwel reelle Funktionen. Jede komplexe Funktion f ldsst sich in dieser
Weise in Real- und Imaginérteil aufspalten.

Beispiel:
1) e’ =e"Y =¢e*elY =e*(cosy + jsiny)

= Re(e’)=u(x,y)=¢€"cosy und Im(e*)=v(X,y)=e"siny.
2) f(@)=2"=(x+]jy) =(x"-y*)+ j2xy

= U(X,y)=X"—Yy> und V(X,Y)=2Xxy.

*

1 z X . =Y
3) f(z)=—= =
) 1@ z |zf x2+y2+1x2+y2
= U(X,y)=——— und V(X,y)= 2—y2.
x> +y x> +y
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4) f(z)=sinz=sin(x+ jy)
ix=y _ a-lixty
_€ € — (e‘y(cosx+ Jsinx)—e’(cos X— jsin X))

2] 2]
e’ —¢ e’ +e”’
= COS X+ |

2) 2)

= U(X,Y)=sinXcoshy und V(X,Y)=cosXsinhy.

sin X =sin Xcosh y + jcos Xsinh y

Analog erhilt man fiir cosz die Darstellung

cosZ =cos Xcosh y — jsin Xsinh y

= U(X,Y)=cosXcoshy und V(X,y)=—sinXsinh.
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15.2.1 Stetigkeit komplexer Funktionen

Definition 15-6: (Stetigkeit)
Essei f:DcC — C, 20 € D.

a) f heiBt stetig in zo, wenn fiir alle £> 0 ein 6. > 0 derart existiert, dass
f()-f(z)|<e VzeDnU,(z)

b) f heil}t stetig auf D, wenn f fiir alle z € D stetig ist.

Satz 15-1:
f ist genau dann stetig in zo € D, wenn fiir jede Folge (z,),_, aus D mit
limz, =z, gilt im f(z,)= f(z,).
Die Folgerung
f(z,)—> f(z,) @ Re(f(z,))>Re(f(z,)), Im(f(z,))>Im(f(z,))

motiviert dann den folgende Satz.
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Satz 15-2:
Essei f =u+ jvundz,=X,+ Jy, € D.Dannist f genau dann in 2o ste-
tig, wenn U und V in (Xo,Yo)" stetig sind.

Hieraus folgt sofort der folgende Satz.

Satz 15-3:

Summe, Differenz, Produkt und Quotient (falls Nenner# 0) von in Zo steti-
gen Funktionen sind wieder stetig in zo. Ist g stetig in zo und f stetig in
d(20), so ist auch h= f o g stetig in zo.

Fiir stetige Funktionen gelten nun die folgenden Eigenschaften.

Satz 15-4:
Essei f:Dc C — C stetig in D und eineindeutig, d.h. f ~': f(D) —» D
existiert. Dann gilt

a) Ist M < D offen = f(M) ist offen und f': f(M) — M ist stetig in f(M).
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b) Ist M U oM c D, so gilt fiir die stetige, eineindeutige Abbildung
f: D c €C — C, dass das Innere von M in das Innere von f(M) und
der Rand von M in den Rand von f(M) iibergehen.

c) Ist M ein einfach zusammenhingendes Gebiet, so ist auch f(M) ein
einfach zusammenhéangendes Gebiet.

Beispiel:
1) f(z) =c konstante Abbildung ist stetig auf C, aber nicht eineindeutig.
2) f(z) =z identische Abbildung ist stetig und eineindeutig auf C.

3) f(z)=z+ Db, b e C, Translation ist stetig und eineindeutig auf C.
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4) f(z)y=az, a € C\{0}, Drehstreckung ist stetig und eineindeutig in C.
Fiir a=|ale'” und z =|z|e'’ erzeugt f(z)=az=|al|z|e'"* eine
Drehung um den Winkel « und eine Streckung mit dem Faktor |a|,
z.B. f(z2) =)z Drehung um 7/2, f(z)=-z Drehung um 7.

5) f(z)=1/z, z#0, Stiirzung ist stetig und eineindeutig in C\ {0}. Fiir
z=|z|e folgt f(2)=e""/|z|.

f(z)=-z V

\\§/‘\

f()=]z Vv
S

>

|
|-

y A
f(z)=1/z

ey Ay e K
N NP SN
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15.2.2 Elementare komplexe Funktionen

Gebrochen lineare Funktionen
Die gebrochen linearen Funktionen haben die Gestalt

f(z):az+b

cz+d
Fir ad — bc =0 ist f konstant, denn
(az+b)d adz+bd _bcz+bd (cz+d)b b

, a,b,c,d eC mit ad —bc #0.

d=0 = f(2)= = = = =
(cz+d)d (cz+d)d (cz+d)d (cz+d)d d
d=0 = b=0, (c#0, da sonst der Nenner =0) = f(z):%:%

Gebrochen lineare Funktionen besitzen die folgenden Eigenschaften:
a) f setzt sich zusammen aus Translation, Drehstreckung und Stiirzung.

Ist c=0 = f(2)= g Z +g = f ist Drehstreckung und Translation
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az+b az N b _acz+ad—ad+ b
cz+d cz+d cz+d c(cz+d) cz+d
a(cz+d)—ad b a ( adj 1
= + =—+|b- ,
c(cz+d) cz+d ¢ c Jcz+d

Ist c20 = f(2)=

also gilt (2)= f,(f,(f,(f,(1,(2))))) mit
I

f@)=cz, L,(2)=2+d, f,(2)=

bc—ad)

z und f.(2)= z+E.
C

f4(Z):(

C\{-d/c} fallsc#0

b) f iststetigauf {C } und f besitzt wegen

fallsc=0
az+b
w=f(2)= < (cz+dw=az+b < z(cw—-a)=—-dw+Db
cz+d
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die ebenfalls gebrochen lineare inverse Funktion

— fall
z="f"'(w)= dw-b die stetig auf (D\{a/c} alls ¢#0 ist.
C fallsc=0

—CW+a

Es gilt also
c=0 = f:C—>C cineindeutig, f(c0)=00
c#0 = f:C\{-d/c} > C\{a/c} ecineindeutig
und f(w)=a/c, f(-d/c)=c0.

Mit C=C u {oo} gilt sogar f : C — C ist eineindeutig.

c) Die Hintereinanderausfiihrung zweier gebrochen linearer Funktionen
ergibt wieder eine gebrochen lineare Funktion, denn mit

az+b az+ f3
f(2)= d f,(2)=
1(2) z+d 2(2) yZ+6
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gilt

az+,8+

yZ+0 _(aa+by)z+(ap+bo) Az+B
at+f 4 (ca+dy)z+(cf+ds) Cz+D’
yZ+0

&l )

Weiteren Eigenschaften gebrochen linearer Funktionen werden in dem
folgendem Satz zusammengefasst.

f (Z) = fl ( fz(z)) =

C

wobel

Satz 15-5: (Eigenschaften gebrochen linearer Funktionen)

a) f ist durch 3 Punktepaare (zi,wi)", i = 1,2,3 eindeutig bestimmt mit
f(zi) =wi, i1=1,2,3. Hierbei miissen zi und wi paarweise verschieden
sein, es kann aber ein zj oder wi gleich oo sein.
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b) Ist f#id = f hat hochstens 2 Fixpunkte (id bezeichnet die Identitéts-
abbildung; & ist Fixpunkt, wenn f(&) = &).

¢) Kreise und Geraden werden durch fin Kreise oder Geraden abgebil-
det. Fasst man die Geraden als Kreise durch oo auf, so gilt f bildet
Kreise in Kreise ab (Kreisverwandtschaft).

d) f bildet innere Punkte in innere Punkte ab, f bildet Randpunkte in
Randpunkte ab.

e) Sind K and K; Kreise oder Geraden dann existiert eine gebrochen li-
neare Funktion f mit f(K;)=Ka.

Beweis:
a) Sind z1,2»,z3 und Wi, W2, W3 gegeben, so soll gelten
fzy=w =270 (123
cz. +d
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Das sind 3 Gleichungen fiir die 4 Unbekannten a,b,c und d. Da aber a,
b, c und d nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt sind (man
kann den Bruch ja durch einen Faktor kiirzen), ist immer eine Unbe-
kannte frei wihlbar.

Der Fall «o ergibt gemal

z, =00 = f(0)=w =a/c (fallsw, # oo, sonst ¢ =0),
bzw.

W =0 = f(z)=0 = cz;+d =0 (falls z, # oo, sonst ¢ =0)
auch jeweils eine Gleichung.

b) Sind &, &, & verschiedene Fixpunkte, so muss gelten f(&) = &,
1 =1,2,3. Nach a) ist f eindeutig bestimmt, also f = id.

c) f setzt sich zusammen aus Translation, Drehstreckung und Stiirzung,
also muss Figenschaft c) fiir diese dre1 Abbildungen gezeigt werden.

Translation: geometrisch klar.
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Drehstreckung: f(z)=az, a=|ale’* C.

Kreis: z=z,+re', ¢e[0,27] (Kreis umz, mit Radius r),
w= f(z)=az = w=az, +are” =az,+|a|re "
ist wieder ein Kreis (um azo mit Radius |a|r).

Gerade: z=2,+1(z,-2) = f(z)=w=az +t(az,-az,), teR
ist wieder eine Gerade.
Stirzung: f(z)=1/z.
Kreis: [z—-2z,=r (Kreisum z, mit Radius r)
=(z-2)2"-2))=r" = 22" - 2;2-2,2" +e =0
(Kreis um z, mit Radius r, e=|z, —r’ eR,
e=0 < |z,]=r < Kreis geht durch 0).
Gerade: z=27,+1(z,-z)=a+tf mit f#0, teR
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; e
= [1-p7 =af —a'p.
Ist o' —a’'f=0 = f'2-p7° =0

(Gerade durch 0),

. Jij g .
off —a f#0 = aﬁ*—a*ﬁz+a*ﬂ—aﬂ*z =1
Via

= yZ+y'Z =1 mit y=
(Gerade nicht durch 0).

Anwenden der Stlirzung w = f(z) =1/z liefert nun
Kreis: 22" -z;z—-2,2"+e=0, eecR

1 z; 1z,
—2-—"L+te=0=eww —-zwW-—zW +1=0
wwow W
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fire#0 = Kreis, fire=0 = Gerade.

Geht der urspriingliche Kreis durch 0 (also € = 0), so ent-

steht eine Gerade, anderenfalls entsteht ein Kreis.

Gerade: f'z- pz’ —O:>'B ﬂ—O:ﬂW LW =0

W W
(Gerade durch 0),
yi+y' 7 =1 = L1l =1 = ww' —py'w—pw =0
W W
(Kreis durch 0).

d) folgt aus Satz 15-4, da f stetig und eineindeutig ist.

¢) Ein Kreis ist durch 3 Punkte eindeutig bestimmt (eine Gerade durch 2
Punkte). Wahlt man jeweils 3 Punkte auf K; und auf K>, so kann man

nach a) die gebrochen lineare Funktion bestimmen.
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Beispiel:
1) Gesucht ist die gebrochen lineare Funktion, die die obere Halbebene
auf das Innere des Einheitskreises abbildet, d.h.

G={zeC: Im(z)>0}, f(G)={weC: |w|<1].

Da der Rand von G in den Rand von f(G) abgebildet wird, muss also
die reelle Achse auf die Einheitskreislinie abgebildet werden.

Wir wihlen jeweils 3 Punkte auf der reellen Achse und auf der Ein-
heitskreislinie, z.B.: -1—>—], 0>1, 1 > |

y
az+b @
f(z)= , S
)= ZE -
-1 1 x
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f(O):g:I = b=1 (falls mand =1 wihlt),
f(l):a—H:J = a+l=Jc+ |,
c+1
1 : .
f(=1) = a+1=—1 — —a+l=jc—|
: : : : jz+1
—2jc=2 > c=—] > a=l+j-1=j = f(z)=32"_
—Jjz+1

Da das Innere ins Innere abgebildet wird, reicht zur Uberpriifung, ob G
nach f(G) abgebildet wird, ein innerer Punkt von G, z.B.

7=jeG = f(j)=0e f(G).

Also bildet f(z)=(jz+1)/(—jz+1) die obere Halbebene auf das In-
nere des Einheitskreises ab.
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2) Fir
f(z)=

jz+1
—jz+1
wird der Bildbereich f(G) gesucht.

Da G = G; N G2 mit G; obere Halbebene, G2 rechte Halbebene, bilden
wir zundchst G1 und G; ab.

mit G={zeC: Re(z)>0, Im(z) >0}

Das hat den Vorteil, dass die Rdnder von Gi und G> vollstindige Gera-
den sind. Damit miissen diese Rénder wieder in ganze Geraden oder
Kreise abgebildet werden. Es gilt dann

f(G)= f(G,NG,)=f(G,)N f(G,).

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-35

Wir wihlen nun wieder jeweils 3 Punkte auf den Rdndern und einen
inneren Punkt, z.B.

Z
f(2) 1 1 0 j

und erhalten mit

das Gesamtergebnis

f(G)=f(G)n f(G,)
={weC: |w|<1, Im(w) > 0}
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3) Gesucht ist die gebrochen lineare Funktion, die die untere Halbebene
auf das Innere des Einheitskreises abbildet, d.h.

G={zeC: Im(z)<0}, f(G)={weC: |w|<l}.

Wir drehen zunichst die untere Halbebene um 7 in die obere Halbebe-
ne und benutzen dann Beispiel 1), d.h.

je)
> v

liefert insgesamt die gebrochen lineare Funktion
JCD)+1 —jz+1 z+ ]
—j(=2)+1  jz+1 —z+]j

f (Z) = fz ( fl(z)) =
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4) Gesucht ist die gebrochen lineare Funktion, die das Innere des Ein-
heitskreises auf die rechte Halbebene abbildet, d.h.

G={zeC: |z|[<1}, f(G)={weC: Re(w)>0}.

Nach Beispiel 1) bildet f(z)=(jz+1)/(-—jz+1) die obere Halbebene
auf das Innere des Einheitskreises ab. Also bildet f ! das Innere des

Einheitskreises auf die obere Halbebene ab. Um in der rechten Halb-
ebene zu landen drehen wir anschlieBend noch um —7z/2.

Die Umkehrfunktion ergibt sich aus

W= o Cizahw=jatl = Qew)jr=w-1 = 2=
—Jz+1 W1

zu f (z)=(-jz+1)/(z+1). Eine Drehung um —7/2 liefert die Funktion
f,(z)=e "?z=—jz. Insgesamt erhalten wir also

—jz+] -z+1
(2) 2( 1€ )) ] Z+1 Z+1
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Anmerkung:
Zur Losung weiterer konkreter Abbildungsaufgaben seien ohne Beweis die
folgenden Ergebnisse angefiihrt. Die allgemeine lineare Abbildung fiir

a) das Innere des Einheitskreises auf sich lautet

f(2)=€"2"% mit peR, |z|<l.
Z —

0

b) die obere Halbebene auf sich lautet

f(2)=

az+b
cz+d

b
mit a.b.c.deR. det(a dj>o.
C

c) die obere Halbebene auf den Einheitskreis lautet
f(2)=e*2"% mit peR, Im(z)> 0.
Z—1,

Im folgenden werden weitere komplexe Funktionen behandelt.
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Potenzfunktion
Die Potenzfunktion besitzt die Form

f(z)=2", neNlN.

f ist stetig auf C, aber fiir n > 2 nicht eineindeutig auf C. Ist

z=|z|€” = w=f(z)=|z[' ",
d.h. der Winkel wird mit n multipliziert.

Beispiel:
) f(2)=2*, G={zeC: O<arg(z)<x/2}
= f(G)={weC: 0<arg(w)<r}.

2) f(z2)=27°, G={zeC: O<arg(z)< 7}
= f(G)={weC: 0<arg(w)<2x}
=C\{z =x€[0,0)}.
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3) f(2)=12", G={zeC: O<arg(z)<x/4}
= f(G)={weC: 0<arg(w)<r}.

4) Das Innere des 1ten Quadranten soll auf das Innere des Einheitskreises
abgebildet werden. Mit

f(2)=2> und f,(z)=32""

—jz+1

gilt
f (z)= fz ( fl(z)) =

j?+1 -2+
—j*+1 P+

y A
f(2)=2
77 A >
X
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Exponentialfunktion
Die Exponentialfunktion lautet
f(z)=¢".

f ist stetig auf C, aber nicht eineindeutig auf C.

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

n

- Z . . :

a) e'= Z—' Potenzreihe mit Konvergenzradius R = oo.
o N
n=0 '"-

b) ezl+z2 _ ezlezz, eZ _ eX+jy — exejy = eX(Cosy+ jSiIl Y),
ey =cosy+ jsiny = ‘ejy‘zl vy eR,

z

also gilt |e’|=¢e" und arg(e’)=Yy falls z=X+jy.

C) ez+2k7rj — eZEZKﬂj — eZ k c Z,

da e =cos(2kr) + jsin(2kz) =1 Vk e Z.
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d) e"#0 VvVzeC, da |¢

=e"#0 Vz=x+ jyeC.

Also ist die e-Funktion bzgl. des Imaginarteils von z 2 z-periodisch und
somit in ganz C nicht eineindeutig, d.h.

e =e* <z, =2,+2krj, keZ

denn e =e”? < |e?|=|e”

und arg(e”) =arg(e”)

:> eRe(Zl)

=% und Im(z,)=1Im(z,)+2kz, keZ
= Re(z,) =Re(z,) und Im(z,)=Im(z,)+2kz, ke Z

=12,=2,+2kr], KeZ umgekehrte Richtung s.o. c).

Folglich bildet e* jeden Streifen parallel zur reellen Achse der Breite < 27
eineindeutig ab, also fiir « € R gilt

e’: S, ={zeC: a<Im(z)<a+2x}—>C\{0} eineindeutig.
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Beispiel:
1) f(z)=¢€", G={zeC: Re(2)>0, —7 <Im(z) < 7}
= f(G)={we C: |w|>1, —7 <arg(w) < r}
eZ

denn Re(2)=x>0 = |e'|=e">1, —z<Im(Z2)<x

= —r<arg(e’)< .
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2) f(z)=¢’, G={zeC: Re(2)<0, —7/4 <Im(z) <0}
= f(G)={we C: |w|<], —7/4 <arg(w)<0}

denn Re(z)=x<0 = [¢

=e"<1; —7/4<Im(z2)<0

= —r/d<arg(e’)<0.

f(z)=¢’ f(G)
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Trigonometrische Funktionen
Die Sinus- und Kosinusfunktionen

f(z)=sinz und f(z)=cosz

sind stetig auf C, aber nicht eineindeutig auf C.

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

a) sinz= Zizzn“, COSZ = Z(_l) z*", R=oo0,
n=0 (2n + 1)' n=0 (2”)'

b) sinz =L(ejZ —e?), cosz =%(ejZ +e’7),

2)
2 - 2
C) cos” zZ+smn z=1,

d) sin(z,+2z,)=sinz cosz,+cosz sinz,,

cos(z, +2,) =c0sZ coSZ, —sInz,sinz,,
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e) sin(z+2kz)=sinz, cos(z+2kz)=cosz, ke Z, also sind Sinus- und
Kosinusfunktionen 2 z-periodisch bzgl. des Realteils von z,

f) sinz=sin(X+ Jy)=sinXcoshy+ jcosXsinhy,
cosZ =cos(X+ Jy)=cosXcoshy— jsinXsinh,

somit nechmen sinz und cosz anders als im Reellen jeden Wert auf C
an, denn Real- und Imaginirteil konnen jeden Wert auf R annehmen.

g) sinZ und cosz besitzen die gleichen Nullstellen wie die reellen Sinus-
und Kosinusfunktionen, d.h. es kommen keine Nullstellen hinzu, denn

sinz=0 < el’=e? o el =1=¢" & 2jz=0+2kr]j
& 2=k, keZ,
cosz=0 < e’=—e o " =-1=¢" o 2jz= jr+2k7i

o z=§+k7r, keZ.
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Hyperbolische Funktionen
Die Sinushyperbolikus- und Kosinushyperbolikusfunktionen

f(z)=sinhz und f(z)=coshz

sind stetig auf C, aber nicht eineindeutig auf C.

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

: c 1 J2ns1 c
a) sinhz=) ——— , , R=00,
) nzz(:‘(zn +1)' nz;‘(zn)'

b) sinhz :%(eZ —e™), coshz =%(eZ +e’t),

¢) cosh(Jz)=cosz, cos(]Jz)=coshz,
sinh( jz)= jsinz, sin(jz)= jsinhz,
denn cosh(jz)=(e'* +e'*)/2=cosz,
cos(jz) =cosh( j(jz))=cosh(-z) =coshz,
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und sinh(jz)=(e'*—e’*)/2= jsinz,
sin( jz) = — jsinh( j(jz)) =—jsinh(-z) = jsinhz,

d) coshz=0 < cos(jz2)=0 < jz=7/2+Ix, | eZ,
sinhz=0 < sin(j2)=0 < jz=Ix, leZ,
also gilt coshz=0 < z=j(7/2+kn), keZ,
sinhz=0 < z= jkz, ke Z,

e) coshz=cosh(X+ jy)=coshXcosh(]jy)+sinhXsinh(y)
= coshz =coshXcosy+ jsinh xsin Yy,
sinh Z = sinh(X + jy) = sinh X cosh( jy) + cosh X sinh( jy)
— sinhZ =sinh Xcos Yy + jcosh Xsin y,
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f) |coshz|= \/c032 y +sinh” X,

sinh z| = y/sinh® X +sin’ y,
y

denn wegen cosh® X =1+sinh® X und cos®y +sin’ y =1 gilt

lcosh z|= \/ cosh® Xcos” y +sinh” Xsin” y

= (1 +sinh? x)cos” y +sinh” x(1 - cos” y)

= \/0032 y +sinh” X,

bzw.

lcosh z|= \/ cosh” Xcos® y +sinh” Xsin” y

= /(1 +sinh’ X)cos” y +sinh” x(1 - cos” y)

= \Jcos® Y +sinh’ X.
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15.2.3 Differenzierbarkeit komplexer Funktionen

Definition 15-7:
Essei f: D c C — Cund z € D innerer Punkt. f heiflit komplex differen-
zierbar in Zo € D genau dann, wenn ein a € C existiert mit

im A=) 5 bz

117 Z— ZO

f'(z,) := a heiflt dann Ableitung von f in zo.

Beispiel:

1) f(z)=c (konstant, c € C),
lim D= 1@) _c=¢
11, -1, -2 7 — 7,

= f(z)=c ist differenzierbar auf C mit f'(z)=0 vz eC.
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2) f(z)=1z (Identititsabbildung),

ima @ =T@) 22
717, Z—1, > 7 —-17,

= f(2) =1z istdifferenzierbar auf € mit f'(z)=1 vVzeC.

Anmerkung:
f istin zo € D (innerer Punkt) genau dann komplex differenzierbar, wenn f
in einer Umgebung von zo komplex linear approximierbar ist, d.h.

F(2) = 1(z,) + T(z,)(2 = 2y) + 0(|2 = 2, |).

Nach aufspalten der Funktion f in Real- und Imaginarteil, also
fF(z)=u(x,y)+ jv(x,y) mit z=Xx+jy,

wollen wir nun angeben, unter welchen Voraussetzungen bzgl. u und v die
Funktion f komplex differenzierbar ist.
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Satz 15-6:

Es sei f(z) =u(x,y) +jv(x,y) : Dc €C — Cund zo=Xo + jyo € D innerer
Punkt. Dann ist f in zo genau dann komplex differenzierbar, wenn u und v
in (Xo,Yo)" total differenzierbar sind und dort die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

U, (Xo> Yo) =V, (Xp, Yo) und U, (X Yo) = =V, (Xg5 Yo)
gelten. In diesem Fall ist dann
F1(29) = U (X5 Yo) + 1V (X5 o) = Vy (Xg5 Vo) = JUy (Xg5 Yo)-

Beweis:
Der Real- und Imaginérteil von f(z2)=f(z,)+ f'(z,)(z—2,)+0(|z-2,))
kann mit f'(z,)=a+ jb wie folgt in reeller Form ausgedriickt werden.

U(X, Y) = U(X,, Yo) +(8,=b)(X= X5, Y = ¥o) +0 ([ (x=%; y = ¥)']]
und
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V(X Y) = V(% o)+ (0,2)(X =X, Y = ¥o) + 0 (X=X, y = ¥o)T], )

Ein Vergleich mit Satz 7-8 zeigt, dass dies nicht nur gleichbedeutend ist mit
der totalen Differenzierbarkeit von U und v, sondern auch, dass zusitzlich

a. i ux(X09 yO)
[—bj = grad u(x,, y,) = (uy(xm yo)]

b Vx(X()9 yO)
(aj — gradV(XO, yO) f— Lvy(xo, yo)j

Anmerkung: (Kriterium fir totale Differenzierbarkeit, vgl. Satz 7-10)
Existieren in einer Umgebung von (Xo,Yo)" die partiellen Ableitungen von u
und v, und sind diese dort stetig, so sind U und v in (Xo,Yo)' total differen-
zierbar.

und

gelten muss.
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Beispiel:
1) f(2)=z",alsou(x,y)=X,V(X,y)=-y (stetig partiell differenzierbar
auf R?), u =1#v, =—-1 = f ist nirgends komplex differenzierbar.

2) f(z)=|zF, also u(x,y)=x>+y>,v(X,y)=0
(stetig partiell differenzierbar auf R?),
u,=2x=v, =0 nur flirx=0, u =2y=-v, =0 nur fir y=0 = f
ist nur in Z = 0 komplex differenzierbar mit f'(0) =0.

3) f(z2)=Rez, also u(x,y)=x,Vv(x,y)=0 (stetig partiell differenzierbar
auf R?) u =1 #V, =0 = f ist nirgends komplex differenzierbar.

4) f(z)=e"=e"cosy+ je’siny = Uu(X,y)=e"cosy, V(X,y)=e"siny
(stetig partiell differenzierbar auf R?)
U, (X, y)=€*cosy=v, (X, ),
u, (X, y)=—e"siny =-v,(x,y) V(xy) eR®
= f(z) = e* ist differenzierbar auf C mit (e*)'=e* VzeC, denn
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€)' =u (X, y)+iv (X,y)=e cosy+ je*siny=¢e".

Da die komplexe Differenzierbarkeit iiber den Grenzwert des Differenzen-
quotienten definiert ist (also analog wie die reelle Differenzierbarkeit von
reellen Funktionen), gelten viele Eigenschaften wie bei reellen Funktionen
(die Beweise verlaufen alle analog).

Satz 15-7:
Es seien fund g inzo € D(f) c € komplex differenzierbar. Dann gilt

a) f iststetigin Zo
b) f+ g ist komplex differenzierbar in zo mit
(f+ g)’(zo) = f ,(Zo) + g'(zo)
c) f-g ist komplex differenzierbar in zo mit
(t-9)(z,)=1'(2))9(z)) + 1(2))9'(z,) (Produktregel)
d) f/g ist komplex differenzierbar in zo (falls g(zo) # 0) mit
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r f'(z,)9(z,)— f(z,)9'(z
(f/g) (Zo): ( O)g( 0)2 ( 0)g( 0)
9°(z,)
e) Ist fin zo komplex differenzierbar und g in f(zo) komplex differenzier-
bar, so ist h = g o f in zo komplex differenzierbar mit

h'(z,)=9'(f(z,)) f'(z,) (Kettenregel)

(Quotientenregel)

Beispiel:
1) sin"z=cosz, cos'z=-sinz VzeC,denn

sin'z:zLj(ejZ —e‘jz)':z%_( jelr+ je“'z):%(ejZ +e 1) =cosz

cos’z:%(ejz+e“'z)':%(je”—je‘jz):—zij(ejz—e‘jz):—sinz
2) f(z2)=27" = f'(z)=nz"", neN, vzeC

3) f(z)=e™ = f'(z)=cosze™?, VzeC
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Definition 15-8: (Holomorphie)
Essei f: Dc C — C und G ein Gebiet mit G — D.

a) f heillt holomorph (analytisch, reguldr) auf G, wenn f in jedem Punkt
von G komplex differenzierbar ist.

b) f heilit holomorph in zo € D, wenn es eine Umgebung U(z0) < D gibt,
in der f holomorph ist.

Anmerkung:
Die Holomorphie von f in 2o stellt also starkere Bedingung an f als die
komplexe Differenzierbarkeit von f in zo.

Beispiel:

1) f(2)=|z] = f istnurin zo = 0 differenzierbar (s. Beispiel 2, S. 15-55)
= f ist nirgends holomorph.

2) F(2)=27", f(z)=¢", f(2)=sinz, f(z)=cosz, f(z)=sinhz, f(z)=coshz
sind holomorph in C (da jeweils differenzierbar auf C und C Gebiet).
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Anders als bei der reeller Differenzierbarkeit gilt fiir holomorphe Funktio-
nen der folgende Satz.

Satz 15-8:
Essei f:Dc C — C, G ein Gebiet mit G < D und f holomorph auf G.

Dann ist f beliebig oft differenzierbar (also auch beliebig oft holomorph)
auf G.

Beweis: (s. Satz 15-24)

Satz 15-9:

Essei f: D c C — C, G ein Gebiet mit G < D und f holomorph auf G.
Dann sind U = Re( f) und v = Im( f) harmonische Funktionen auf G, d.h. es
gilt Au=0und Av =0 auf G.

Beweis:
Fiir eine auf G holomorphe Funktion f(z) =u(X,y) +jv(x,y) gilt

u,=v, u =-v, auf G = u,=v,, u, =-v, auf G
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bzw.

v,=-u, v, =u auf G = v, =-u, v, =u, auf G

Da alle partiellen Ableitungen hoherer Ordnung existieren und stetig sind,
(vgl. Satz 15-8) gilt also

Au=u, +u, =0 und Av=v, +v =0 auf G.

Anmerkung:
Nur harmonische Funktionen konnen Real- oder Imaginérteil einer in ei-
nem Gebiet G holomorphen Funktion f sein.

Beispiel:
Fiir welche ¢ € C3(R) ist u(x,y) = x¢(y) der Realteil einer in C holomor-
phen Funktion f? Wie lautet dann die Funktion f(z)?

Notwendige Bedingung:
Au=0, also u, =@(y), U, =0, u, =x@'(y), U, =xp"(y)
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= Au=uU,+U, =xp"(y)=0 VXx,yeR = ¢"(y)=0
= @(y)=cy+d mit c,deR = u(x,y)=cxy+dx, c,deR.
Bestimmung des zugehorigen Imaginérteils:
v,=u,=cy+d und v, =-U, =-cX (Cauchy-Riemannsche Dgln)
= V(%)= [(cy+d)dy+h(x)=cy*/2+dy+h(x),
v, =h'(x)=-u,=—-cx = h(x)=-cx’/2+e, ecR
= v(x,y)=c(y*—=x*)/2+dy+e, c,d,ecR
= f(2)=u(x,y)+ jv(X,y)=cxy+dx+ j(c(y2 —xz)/2+dy+e)
=c(2xy+ j(y’ =x))/2+d(x+ jy)+ je

:—17022+dz+je, c,d,eeR,
da z=x+jy und Z°=(X*—y)+j2xy = —jz>=2xy+ j(y’ —Xx°).
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15.2.4 Umkehrfunktionen
Lokale Umkehrbarkeit

Satz 15-10: (Lokale Umkehrfunktion)

Essei f: D c €C — Cund 2 € D innerer Punkt. Ist f holomorph in zo mit
f'(z,) 20, soist f in zo lokal eineindeutig, d.h. f bildet eine (geniigend

kleine) Umgebung U(z0) = D umkehrbar eindeutig auf f (U(z,)) ab. Die
Umkehrfunktion f™: f (U(z,)) > U(z,) ist holomorph in Wo = f(zo) mit

f"(w,)= und w, = f(z,), z, = f'(w,).

t'(z)

Beweis:

f holomorph in zy = es existiert eine Umgebung U(z0) < D (Gebiet) mit f
holomorph auf U(zp) = alle partiellen Ableitungen hoherer Ordnung von
u=Re(f)undv=Im(f) existieren und sind stetig (vgl. Satz 15-8).

Auf einer geniigend kleinen Umgebung U(zo) gilt also
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0GY) Uy 0Y)
det(vx(x, y) v,00Y)

J = ux(X7 y)Vy(X, y) o Uy(X, y)vx(X9 y)
=U (X Y)+Vv (X y) = f(D)f >0

Nach dem Satz tiber die lokale Umkehrbarkeit vektorwertiger Funktionen
ist (u,v)": R? = R? auf U(2o) lokal umkehrbar und somit auch f.

Fiir die Umkehrfunktion f': f (U (ZO)) —>U(z,) mit w= f(z) und
W = f(Z) ergibt sich die Differentiationsregel aus
A~ 1 ~
limf (W~)—f (W)zlim -7 _ 1
Wow W — W -z f(2)—f(z) f'(2)

vwe f (U(zy)).

Beispiel:
1) f(z)=2z", n>2 = f holomorph auf C mit

f'(z)=nz""#0 vz eC\{0}
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= f ist lokal umkehrbar auf C\ {0}, fist aber nicht global umkehrbar
auf C\ {0}, da fnicht eineindeutig auf C\ {0}.

Fiir f~!(w) folgt z.B. fiir n = 2 lokal
1 1 1

f"(w) = =—= .
(W) f'(z) 2z 2w

2) f(z)=e" = f holomorph auf C mit f'(z)=e"#0 VzeC
= f ist lokal umkehrbar auf C, fist aber nicht global umkehrbar
auf C, da f nicht eineindeutig auf C.
Fir f~!(w) folgt lokal
' wy= =t oL
(e’) e w
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Globale Umkehrbarkeit

1) Potenzfunktion/Wurzelfunktion
f(z)=2", neN, n>2.
Da fiir z=|z|e!? = w=1f(z)=z"=|z|' ", wird der n-fache Win-
kelbereich des Urbildbereiches tliberstrichen.

Alsoist f:W,_ — C fiirjedes W, ={zeC: a<argz<a+2x/n}
eineindeutig und es existiert f ':C —>W _.

Unter dem Hauptwert der Wurzelfunktion versteht man
f': Co>W,={zeC: 0<arg(z)<27z/n}
W W' =g/|lwle!?" mit

w=|w|e¥, 0<p<2r.
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Riemannsche Flache

Um eine globale Umkehrfunktion auf ganz
C zu erhalten, musste man C in n Winkel-
bereich aufteilen und jeden dieser Winkel-
bereiche auf eine C-Ebene abbilden. Diese
n C-Ebenen miisste man dann aneinander-
heften. Auf dieser Riemannschen Fléache ist
dann f ! eindeutig erklirt.

2) Exponentialfunktion
f(z)=¢’

Da w = f(z) = e* 2zperiodisch bzgl. des Imaginérteils von z ist, also
e?*7 = e? vk e Z, bildet f(z) =€’ jeden Streifen parallel zur reellen
Achse der Breite <27, also So={z€C:Re(2) e R, a<Im()<a+2x}
eineindeutig auf C\ {0} ab. Somit gilt

e?: S, — C\{0} isteineindeutigmit f': C\{0} — S,.
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Aus e’=w < e =¢%¥ =w=|w|e"

< e'=|w|und p=y+2lxz, leZ

< X=In|w| und y=¢p+2kz, keZ

& z=In|w|+j(arg(w)+2kz), keZ
ergibt sich die Umkehrfunktion, die Logarithmusfunktion heif3t, zu
z=log,, W=In|w[+ j(arg(w)+2kz) mit a<arg(w)+2kz<a+2z

Unter dem Hauptwert der Logarithmusfunktion versteht man
f7: C\{0} >SS, ={zeC: —r<Imz< 7}

Damit erhalten wir fiir den Hauptwert

Ln w=In|w]|+ jarg(w)
mit — 7 <arg(w) < 7.
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Anmerkung:
Fiir w = u > 0 gilt fiir den Hauptwert
Lnw=Inu, w=u>0.

Der Hauptwert liefert die Erweiterung der reellen Funktion auf C\ {0}.

Riemannsche Flache

Auch hier kann man wieder mit Hilfe einer Riemannschen Fliche eine
globale Umkehrfunktion log w erhalten. In diesem Fall miissen unend-
lich viele C-Ebenen aneinandergeheftet werden.

Ableitung von log w

Als Umkehrfunktion der holomorphen Funktion w =f(z) =e* istz =

flw)=logwin C\{z=xeR: x <0} holomorph mit der Ableitung
1 1 1

: _Z:_:>log'W=i vweC\{w=ue R: u<o0j.
(e) e w w

log'w =
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3)

Beispiel:

Fiir den Hauptwert Lnw=In|w|+ jarg(w), —z<arg(w)< 7 gilt
Ln(-1)=Inl+ jz = jx, Lnl=In1=0,

Lnj=Inl+ jz/2=jx/2, Ln(-j)=Inl-jz/2=-]x/2.

Allgemeine Potenzfunktion
f(z)=2"=¢"*" acC

Hierbei wird fiir den Hauptwert von z* der Hauptwert von log z ge-
nommen.

Anmerkung:
1) Firz=x>0, aeR, gilt

alnx

7% =™ =¥,

2) Fiir a =1/n erhilt man
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Z1/n _ e(l/n)logz _ e(l/n)(1n|2|+jarg(2)) — e(l/n)ln|z\ej(1/n)arg(z)

= 7" =gf|z|el™ " _ 7 <arg(z) < 7.
Dies stimmt mit dem Hauptwert der Umkehrfunktion von z" im Be-
reich {ze C: 0<arg(z) < 7} tiberein.

Ableitung von f(z) =z
f(z) = z2 ist holomorph auf C\ {z=xe R : X <0} mit der Ableitung

(Za)r — (ealogZ)l — aza—1.

Beispiel:
Fir den Hauptwert f(z)=2"=¢

alnz

, aeC gilt
ji = eltni = gl _ g2

9

(_1)] :ejLnj :eJ(J”) :e_”.
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4) Trigonometrische Funktionen
sinz=w = sinz=(e” —e ")/2j)=w = e —e " =2jw
= e —1=2jwe” = e -2jwe’ —w =1-w?

1/2

= e"-jw)’ =1-w = e’ - jw=(1-w*)"? (Hauptwert)

12

= e’ =jw+(1-wH)" = jZ=Ln(jW-|—(1—W2)1/2)

= z=—jLn(jw+(1-w)").

cosz=W = cosz=(e"+e ") 2=w = e +e " =2w

= " +1=2we” = e’ 2we’ +w =—(1-w)

= (" -w)’=j’1-w?) = e —w= jd-w*)"* (Hauptwert)
= e’ =w+jl-w)"” = jz=Ln(w+ jl-w)")

= z_—JLn(W+J(1 W )1/2)
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Somit definiert man als Hauptwert
Arcsinw = — | Ln( Jw+(1—-w )”2)

ArccosW = — Ln(W+ ja —Wz)”z)

Beispiel:
Arcsinl=—jLn())=-j(jz/2)=7/2,

Arcsin(~1) == j Ln(- j) == j(~ j7/2) = =7/2,

Arccosl =—jLn(l) =0,

Arccos(-1)=—jLn(-)=-j(j7) =~,

Arcsmj——jLn(j +(1—j )“2) jLn(\/E—l):—jln(x/E—l),

Arcsin(—j)z—jLn( jP+(1- j)”z) jLn(f+1) —jln(\/EJrl).
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15.2.5 Konforme Abbildungen

Definition 15-9: (Winkeltreue)

Esseif: D c C — C und zo € D innerer Punkt. f heil3t winkeltreu in 2o,
wenn flir alle Kurven {z=2zi(): te[a,f]} und {z=2(1): te[y0]} die
sich in zo schneiden und die in zo Tangenten besitzen, auch die Bildkurven
f(w=wi(t): te[a,f]} und {w=wx(t): te[y0]} in f(z0) Tangenten besit-
zen und die Winkel zwischen den Tangentenvektoren nach Grofie und
Drehsinn iibereinstimmen.

ZZ (t)
Wl (t)
x TR w W
o=y
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Satz 15-11:
Ist f holomorph in zo mit f'(z,)# 0 dann ist f winkeltreu in zo

Bewelis:
Seien

{z=27,(): te[-L1]} und {z=1z,(t): te[-L1]}

zwel Kurven mit 21(0) = 22(0) = o und

fw=w,(t)=f (z,(t)): te[-L1]} und {w=w,(t)=f (z,(1)): te[-11]}
die Bildkurven. Dann gilt z/(0)+0 und z;(0)#0, da Tangenten existieren.
= w,(0) = f'(z,(0))z/(0)= f'(z,)z/(0) #0 und

= w,(0) = f'(2,(0)) 2,(0) = f'(z,)z5(0) # 0,da f'(z)) =0

= w;(0)/w](0) = 23(0)/Z)(0).

Mit z,(0) = |z, (0)|e’* und w (0) = |w/ (0)|e" fiir k =1,2 folgt
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12,(0)/2,(0)] '™ = |w; (0)/w;(0)| '™
— pllem) — plvav) 0, —Q, =W, —V, +2kz, keZ
— die Winkel stimmen nach Grofie und Drehsinn uberein.

Definition 15-10: (Malistabstreue)

Essei f: D c C — Cund zo € D innerer Punkt. f heif3t maBstabstreu in
Zo, wenn eine Konstante K > 0 existiert mit

f(2)-1(z)

Z-1,

lim =K >0.

-7,

D.h. fiir z nahe bei 2o sind die Verzerrungsfaktoren der Abbildung f, d.h.
der Quotient der Strecken von f(z) nach f(z0) und von z nach zo, néhe-
rungsweise gleich. Die Abbildung f ist somit lokal maBstabstreu.

Satz 15-12:
Ist f holomorph in zo mit f'(z,)# 0 dann ist f maBstabstreu in zo
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Beweis:
lim|(f(2)- f(2,))/(2-2))| = '(z))|> 0.

Definition 15-11: (lokal konform, konform)
Essei f: G < C — C und G ein Gebiet.

a) T heift lokal konform auf G, wenn f in allen z € G winkeltreu und
malstabstreu ist.

b) f heifit konform auf G, wenn f lokal konform und eineindeutig auf G ist.

Satz 15-13:
Essei f: G C — C und G ein Gebiet.

a) Ist f holomorph auf Gmit f'(z2)#0 VzeG
= f ist lokal konform auf G.

b) Ist f holomorph auf G mit f'(z)#0 Vz € G und eineindeutig auf G
= f ist konform auf G.
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Beweis:
Diese Aussagen folgen sofort aus Satz 15-11 und Satz 15-12.

Beispiel:

1)

2)

Hochschule Bremen

f(z)=az, aeC\{0} fest (Drehstreckung).

f ist holomorph auf C mit f'(z)=a=0, f isteineindeutig auf C

— f ist konform auf C.

f(2) = az+b
cz+d
f ist holomorph und eineindeutig auf C\ {—d/c}

f,(z):a(cz+d)—(azz+b)c: ad—bc2 40 auf C\{—d/c)
(cz+d) (cz+d)

= f ist konform auf C\ {—d/c}.

, ad —bc =0 (gebrochen lineare Abbildung).
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3)

4)

Hochschule Bremen

f(z)=2", n>2 (Potenzfunktion).
f'(z)=nz"" %0, VzeC\{0}
f ist holomorph mit f'(z) %0, Vz € C\{0}
= f ist lokal konform auf C\ {0}.
f ist eineindeutig auf jedem Winkelbereich
W, ={zeC: a<arg(z)<a+2x/n}
= f ist konform auf jedem Winkelbereich W, — C\ {0}
f(z)=e" (Exponentialfunktion).
f'(zy=e"#0 VzeC
f ist homomorph mit f'(z)#0, VzeC
= f ist lokal konform auf C
f ist eineindeutig auf jedem Streifen S, ={z e C: o <Im(z) < a+27}

= f ist konform auf jedem Streifen S, — C
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5) f(z)=Lnz (Hauptwert der Logarithmusfunktion)
f'(z)=1/z#0 VzeC\{z=x: x<0}
f ist holomorph mit f'(z)#0 Vze C\{Z =X: X< 0}
= f ist lokal konform auf C\{z = x: x <0}.
f ist eineindeutig auf C\{z = x: x <0}

— f ist konform auf (D\{Z:X: XSO}.

6) f(z)=2z"" (Hauptwert der Wurzelfunktion)
f'((z)=2"""/n20 vzeC\{z=x: x>0}
f ist holomorph mit f'(z)#0 VzeC\{z=x: x 20}
= f ist lokal konform auf C\{z = x: x> 0}.
f ist eineindeutig auf C\{z=x: x>0}

— f ist konform auf (D\{Z:X: XZO}.
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Satz 15-14:
Sind fi: GicC—C, f,: G2cC— C und G1,G, Gebiete mit f; konform
auf G; und f2 konform auf G: = fi(G1) dann ist f=f; o 2 konform auf G,

Beweis:
Eine Hintereinanderschachtelung von maf3stabstreuen, winkeltreuen und
eineindeutigen Abbildungen besitzt wieder diese Eigenschaften.

Beispiel:
~22 + ]
()=
Z°+ |
Es soll tiberpriift werden, ob f das Gebiet G; konform auf Gw = f(G;) ab-
bildet. Hierzu zerlegen wir f geméaf
—Z+ |

f(z)=f,(f(2)) mit f(2)=2°, f,(2)= i

in einfacher zu untersuchenden Standardabbildungen.

, G, ={zeC: Re(z)>0, Im(z) > 0}.
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G,={zeC: O<arg(z)<7/2} = G, = f(G,)={ZeC: 0<arg(?) <}
= G, =1,(G,)={weC: |w|<]
f ist konform auf G;, daz =0 ¢ G; und der Winkelbereich <27/2 = rist,

f> ist konform auf G,, da gebrochen lineare Abbildung mit (—j) ¢ G,
= f ist konform auf G; = f bildet G; konform auf Gw = f(G;) ab.

Fiir Anwendungen ist die Fragestellung wichtig, ob es fiir zwei Gebiete Gi
und G; in C eine konforme Abbildung f: Gi— G2 mit f(Gi) = G, gibt. Die
Antwort auf diese Frage liefert der folgende hier ohne Beweis zitierte Satz.
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Satz 15-15: (Riemannscher Abbildungssatz)
Sind G;, Gw < C einfach zusammenhangende Gebiete mit G; # C, Gw = C
dann existiert eine konforme Abbildung f: G; - Gw mit f(G;) = Gw.

Beispiel:
Fiir G, :{ZEC: |z|<1, Re(z)>0, Im(z)>0} undez{WeC: |W|<1}.

suchen wir die konforme Abbildung f: G; — Gw mit f(G;) = Gu.

f(z)=2>, f z:_jz+j, f(2)=2% f z:jZJrj
1( ) ’ 2( ) Z+1 3( ) s 4( ) —jZ+1
y A
fl fZ

Insgesamt erhalten wir dann
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f(z)="1, ( f, ( f, ( fl(z))))

. .\ 2
(=j7*+
2 +1
—jz* +j J[ 2> +1 j P27 +1
:f4 2 = ) 2 =(-J) 4 ) :
Z°+1 (—j*+] 2" -2)z7° +1
R
z°+1

f1ist konform auf G; = Gz, =0 ¢ G und der Winkelbereich < 7,

f2 ist konform auf G, =f1(G;), da (- 1) ¢ G,

f3 ist konform auf Gs = f2(G2), daz =0 ¢ G3 und der Winkelbereich < 7,
f4 ist konform auf G4 = f3(G3), da (—]) ¢ G4

Da die Einzelabbildungen fk jeweils auf Gk konform sind bildet f das Ge-
biet G; konform auf Gw ab.
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15.3 Komplexe Integration
15.3.1 Komplexe Kurvenintegrale

Fir K= {z(t)=x{t) +jy®): te[a,f]} einer KurveinCund f:DcC
— Cmit Kc Dund f stetig auf K wollen wir im folgenden definieren,
was wir unter dem Integral von f entlang K verstehen wollen.

Hierzu definieren wir zunéchst analog zur Riemann-Summe die Riemann-
Stieltjes-Summe.

Definition 15-12: (Riemann-Stieltjes-Summe)

Es sei Z = {to,t1,...,tn} ecine Zerlegung von [, B], & € [tk-1,t%], (K=1,2,...,n)
Zwischenpunkte. Dann heif3t

S;(f,1)= Zn: f(zm)(zt) -2t ), T=(7,....7)

Riemann-Stieltjes-Summe von f bzgl. der Zerlegung Z.
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Existiert nun ein | € € mit lim,_, S, (f,7) =1 unabhiingig von der Wahl
der Zerlegung und der Wahl der Zwischenpunkte, so nennt man diesen
Wert | das Riemann-Stieltjes Integral von f entlang K.

Definition 15-13: (Riemann-Stieltjes-Integral)
Existiert ein | € C und existiert fiir jedes £> 0 ein o> 0 so, dass aus |Z| < O
bei beliebiger Wahl der Zwischenpunkte =« folgt

‘Sz(f,‘t)—|‘<6‘,

dann heil3t
=] f(2)dz =jﬂ f(2(t))dz(t)

das Riemann-Stieltjes Integral von f entlang K.

Beispiel:
Essei K= {z(t):te[, ], 2(a)=a, Z(f)=Db} ecine beliebige stiickweise
glatte Kurve zwischen aund b in C
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1) J.Kdz=jjdz(t)=b—a, denn

[ dz=lims,(f,7)= limzn:(z(tk)— 2(t )

1z| -0 2|0 =

- Ei%(z(t”) -2(t,)) = |lzgr(l)(b —a)=b-a

2) szdz=jfz(t)dz(t)=(b2—a2)/2, denn

szdz = lim S, (f,7)

|Z|—>0

=lim » z(t,_)(z(t) - z(t._,)) (Zwischenpunkte 7, =t,_,)
k=1

Z|>0 “=

- lzlff})z z(t)(z(t,)—z(t,_,)) (Zwischenpunkte 7, =t,)
7Y k=1
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= 2f zdz= Jim i(zak) v2(t ) (2t) - 2(t, )

= 1im > (26, -2,) = lim(£0,) - 20)
=lim(b* —a’)=b*-a’.

|Z|—>0

Ist K eine geschlossene Kurve, so gilt
I dz=0 und _[ zdz =0.
K K

Die Voraussetzungen fiir die Existenz des Integrals von f entlang K werden
im folgende Satz und der sich daran anschlieBende Anmerkung aufgezeigt.

Satz 15-16:
Essei K= {z(t): te [, f]} eine glatte Kurve in C und f stetig auf K. Dann

existiert das Integral IK f(z)dz mit
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j F(2)dz = j f(z(t))dz(t) j (z(t)) Z(t)dt
und es gilt die Abschitzung
UK f(z)dz‘ sjf\f(z(t))z'(t)\dt.

Beweis:

S,(1,0) = Y F(2(50)(26) - 2(4.))

- Zri:[u (Z(Tk)) * jV(Z(Tk))]I:(X(tk) - X(tk—l)) + J (y(tk) - y(tk—l))]

= 3 u(2(0)) X(EIAL — S v(2(5)) YA

F I V(2(E))XEDA, + |3 u(2(5)) Y ()AL
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Wihlen wir &= & bzw. &= 1k so sind diese 4 Summen Riemann-Summen
fiir die stetigen reellen Funktionen ux’,vy’,vx’,vy’die gegen die Integrale

[’ " u(z(t)) X (tydt - j v(z(1) y'(t)dt + j j (2(t)) X (t)dt +
+jI (z(t) y(Ddt-f [u(z)+ jv(z®) (X't + jy'(t))dt
= j (2(0) Z'(t)dt

konvergieren. Nun muss nur noch gezeigt werden, dass die Konvergenz
unabhéngig von der Wahl der Zwischenpunkte z ist (vgl. hierzu Literatur).
Die Abschitzung erhélt man durch Abschédtzung der Riemann-Stieltjes-
Summe.

Anmerkung:

Der Satz 15-16 gilt auch fiir stiickweise glatte Kurven. Man muss fiir den
Beweis nur das Intervall [, £#] in Teilintervalle [ai, £ ] glatter Kurvenstii-
cken Kj aufspalten und dann jeweils Satz 15-16 anwenden.
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Beispiel:
Ke(z)) ={2(t) = z,+ Re" : te[0,27]}

beschreibt einen positiv orientierten Kreis um zo mit dem Radius R. Kr(2o)
ist eine glatte und geschlossene Kurve.

Fiir die Funktion f(z)=(z-2,)", meZ untersuchen wir nun das Integral

| o, f@

f ist stetig auf Kr(zo) (die Singularitdt z = zo fiir m <0 liegt nicht auf der
Kurve, sondern im Inneren von Kr(20)). Mit

2(t)=2,+Re" = 7Z/(t)= jRe", f(2)=(z-2,)" =(Re™)"
erhalten wir fiir das Integral

. 0 falls m = -1
I (z—12z,)"dz = _
Kr(zo) 2] falls m=-1

denn
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0

. m _ 27 jtym = jt __ rpm+l 27 j(m+1)t _
jKR(ZO)(z z,) olz_j0 (Re™)™ jRe’dt = jR™! [ el igit =

_pm {e“m*”‘ J(m+ 1)\?0 falls m=—1

27| falls m=-1
C[R™(@I™ T 1) [(m+1) falls m# -1
27| falls m=—1

0 falls m= -1
~|27j falls m=-1"

z.B.
3 1
_[ (z—2,)’dz=0 und _[ -dz =0,
Kr(zp) Kr(zp) (Z—ZO)
aber
1 :
I dz =2rxj.
Ke(20) Z -7,
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Zusammenhang zwischen komplexem Kurvenintegral und Kurvenintegral im R?
Essei f=u+jv,v=(u,—v) und w=(v,u)’, dann gilt

IK f(z)dz =IK (U+ Jv)(dx + jdy) = IK (udx —vdy) + jIK (vdx + udy).

Fiir die Vektorfelder v=(v,,v,)' =(u,—Vv)' und w=(W,,w,)" =(v,u)" ent-
sprechen die Integrabilitatsbedingungen

Vi, =U, ==V, =V,, und W, =V, =U, =W,,.

den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Will man das Integral

jK (udx+(=v)dy) bzw. J. ) (vdx-+udy)

berechnen, so gilt
jK(udXJr(—v)dy)zRe(_[K f(z)dz) bzw. IK(VdX—I—Udy):Im(IK f(z)dz)

mit f(z)=u+ jv.
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Beispiel:

Y dx— Jd7 = Re(j-277)=—
IKR(O)(XM . dx ity dyj j 07 dz=Re(]-27))=-27
(vgl. vorheriges Beispiel)

denn

A . X .
f)=d=d2 IO Y Xy s juxy).
Z \z| X" +Y X" +y X" +Y

Satz 15-17: (Eigenschaften des komplexen Kurvenintegrals)
Es sei K eine stiickweise glatte Kurve in C. Ferner seien f, f;, f2 stetige
Funktionen auf K und ¢ € C. Dann gilt

a) Linearitit

[ (h@+ L@)dz=[ f@dz+[ f,(2)0z
J.K cf (z)dz = CIK f (z)dz.
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b) Setzt sich K aus K; und K, zusammen, so gilt
IK1 f(z)dz I « f(z)dz +IK2 f(z)dz.

c) Mit L(K) der Lange von K gilt die Abschiatzung
‘ _[ . f(z)dz

Snzlix‘f(z)‘ L(K).

d) Fir die Kurve —K (umgekehrter Durchlaufungssinn) gilt
j_K f(z)dz = —IK f(z)dz.

Beispiel:
K=K +K,+K,+K,, f(2)=1/z, N g

jKédz—j —dz+_[ —dz+j —dz+j —dz—‘? Kat
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K, zt)=1+]t, te[-1,1] = Z'(t)=j,

-K, : zt)=t+ ], te[-L1] = Z'(t)=1,

—K, : zt)=-1+Jt, te[-L1] = Z'(t) =],

K, :zt)=t—j, te[-1L1] = 7'(t)=1,

J-ldz:' —dz- I —dz I —dz+ —dz

Kz YK, 7 K, 7 K; 7 K4Z
= odt-[ ——dt-| dt+ [t
T4+ gt 1t+] 1—1+Jt 1t— ]
:-1(j(l—jt)_t—1 iC1-jy | t+1jdt
A S S B 1+t° 1+t
:-1j+t t+ )+ - t+t+]dt_J-1 4] at
sl 1+t 1+t

01+t2=8jarctan1=8j%=27rj
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15.3.2 Cauchyscher Integralsatz

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Satze der komplexen Funktio-
nentheorie. Er wird auch Hauptsatz der Funktionentheorie genannt.

Satz 15-18: (Cauchyscher Integralsatz)

Es sei G  C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f: G — C ho-
lomorph auf G. Dann gilt fiir jede geschlossene, stiickweise glatte Kurve

K, die ganz in G verliuft

jK f(z)dz =0.

Beweisskizze:

1. Schritt: Jede einfach geschlossene rektifizierbare

Hochschule Bremen

Kurve K kann beliebig genau durch einen
Polygonzug K, approximiert werden (oh-
ne Beweis). Man kann K daher ohne Ein-
schrankung als Polygonzug annehmen.
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2. Schritt:

3. Schritt:

Hochschule Bremen

Jeder geschlossene Polygonzug K kann

aus Dreiecken zusammengesetzt werden .

(ohne Beweis). Die Integrale tliber die in- |

neren Wege heben sich auf, da sie in bei- X
den Richtungen einmal durchlaufen wer- y

den. Man kann K daher ohne Einschran-
kung als Dreiecksrand annehmen.

K sei der Rand des Dreiecks A mit dem

Umfang L(K). A1 wird durch Verbinden K
der Mittelpunkte der Dreiecksseiten in 4

kongruente Dreiecke A1,1, A1z, A13, A14 >
aufgeteilt. K und Kix seien jeweils die

positiv orientierten Randkurven der ent-

sprechenden Dreiecke. Dann gilt

IKf(z)dz:IK f(z)dz+_[K f(z)dz+'[K f(z)dz+'[K f(2)dz,

I
v
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Hochschule Bremen

da sich die Integrale liber die inneren Strecken autheben.

:>|I|:UKf(z)dz‘:‘Z4:jK f(z)dz SiIK f(z)dz

Also gilt fiir eines dieser 4 Dreiecke, welches wir nun mit Ay,
bezeichnen wollen

UK f(z)dz

Fiir die Lange von K, gilt
1
L(Ky) = 5 L(K).

1 :
>—|l| mit k, =argmax
4 1<k<4

JK f(z)dz

Wird nun Ak, ebenfalls in 4 kongruente Dreiecke aufgeteilt, so
kann man wieder ein Dreieck Axk, auswihlen, fiir das gilt

UK f(z)dz _[K f(z)dz

1 1 1
> > 51 LK) =5 LK),
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Durch Fortsetzen dieser Vorgehensweise erhalten wir eine Fol-
ge (Ank )neN von ineinandergeschachtelten Dreiecken, die alle
in G liegen und fiir die gilt

J,

Waihlt man aus jedem Ank, ein zn, so ist die Folge (zn)n<n kon-
vergent mit lim_ 7 =z, und z,€G, da G einfach zusammen-

n—o0 N

hingendes Gebiet.

f(z)dz

n,Kp

1 1
> |1, LK., )=—L(K).
4n| | ( I"I,kn) 2n ( )

4. Schritt: Sei nun &> 0. Da f holomorph auf G ist, existiert eine Umge-
bung U; (z,))cG mit

T2~ 1(2) - T'(Z )0z ~-2)k e|z~2,| VZeU, (2)).

Ab einem N, € N sind alle

A <Us (7)), n2N,.
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Fir diese n > N_ gilt dann

“K f(z)dz IK (f(z)—f(zo)—f’(zo)(z_zo))dz

n.kp
J, J,

<emax|z-7 L(Kn,kn)+\f(20)\-“Kn’kn dz

< +

<

+ +

f(z,)dz

f ,(Zo)(z o Zo)dz

n, n,

—+

+]1'(z)|* “Kn’kn zdz - ZOIKn,kn dz

Wegen
IKW dz =0, jK 202=0 und  max |z-2,|< L(K,,)
gilt

<emax |z2-7)[L(K,, )< 5'—2(Kn,kn)

€A kn

“K f(z)dz
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und somit

I\

Da > 0 beliebig, folgt |1/ = 0 und damit | = | f(2ydz=0.

]< 4" <4"el*(K,, )=’ (K).

f(z)dz

Anmerkung:

Auch bei Kurvenintegralen in R? mussten die Integrabilititsbedingungen
in einem einfach zusammenhangenden Gebiet gelten, um zu folgern, dass
Kurvenintegrale iiber geschlossene Kurven in G gleich Null sind.

Beispiel:
1) f(z)=(z-12,))", neN = f ist holomorph auf C. C ist einfach zu-
sammenhidngendes Gebiet. Fiir alle n € N und alle geschlossenen,

stiickweise glatten Kurven K in C gilt dann
IK(z —-2,)"dz=0.
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2) K setze sich der rechten Abbildung entsprechend }
aus den Kurvenstiicken Ki,K> und K3 zusammen. o N{E

'[K e ‘dz =0,

da f(z)=e€"* holomorph auf C und K eine ge-
schlossene, stiickweise glatte Kurve in C.

Nun berechnen wir das Integral direkt. Mit
K, : z(t)=t, te[0,R] = 7'(t) =1,
K, : z(t)=Re", te[0,7/2] = Z'(t)= jRe",
-K, : z(t)=jt, te[0,R] = 7'(t)= |,
gilt
| = jKe‘zdz =| e‘dz+| e ‘dz —_[_K3e‘zdz

K, K,
(Rt 712 Rel it [N a-it
—Ioe dt+j0 e " JRe'dt Ioe jdt
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R . /2 _ isin H —j R
_ —e_t‘ n JRJ' e R(cost+js t)ejtdt +e Jt‘

0 0 0
_(1—eF iR 7/2 _Reost i(t-Rsint) 4t -IR_1
=(1-e)+ iR Te e HE =D,

Aus | =0 folgt Re(l) =0 und Im(1l)=0, also
(1-e)-R| 0’”2e-RC°St sin(t — Rsint)dt + (cosR—1) = 0

Rjom e "' cos(t— Rsint)dt —sinR = 0.

Somit gilt fiir alle R >0
sin R

/2 —Rcost .
J. e cos(t— Rsint)dt =

0
cosR—e™R

/2 —Rcost _: :
I e sin(t— Rsint)dt =

0

Es uns also mit Hilfe komplexer Integrale und des Cauchyschen Integ-
ralsatzes gelungen, zwei schwierige reelle Integrale zu berechnen.
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3) Wir wollen nun die reellen Integrale
j: cos(x*)dx und j: sin(x*)dx
mit Hilfe eines komplexen Integrals bestimmen. Dazu berechnen wir
_[ e iz

entlang der Kurve K die sich aus den Kurvenstiicken Ki, K; und K3 wie

folgt zusammensetzt.
A

K, Z(tH)=t, te[0,R] = 7'(t) =1, |
K2 . Z(t): Rejt, tE[O,ﬂ'/4] — Z!(t): JReJt, " Reill/4
K, o z()=t'™", te[O,R] = zZ(H)=e"". AL

n/4 i -
| :JKejzde =0, K °

da f(2)= ei? holomorph auf € und K eine geschlossene, stiickweise
glatte Kurve in C.
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Direkte Berechnung des Integrals

) ._2 ) 2
| =0= e’zdz=f eJZdz+I eJZdz—j e’ dz
KR Kl K2

3

liefert mit
24, _ [(Roitae (R 2 (R0
< e¥dz= IO el dt —IO cos(t”)dt + jjo sin(t”)dt,

. 2 /4 o2 ot . .
ek dz=j e jRedt

K, 0

262t . 74 j(R*cos(2t)+t) _R24in
_ JRJ. ej(R gt = JRJ‘O e]( cos(2)+ )e R¥sin 2ty

also
H 71'/4 . 71-/4 ”/4
j e dz| < RI g RS2t < RI e Ridt = —e‘th/R
K, 0 0 0
da sin(2t)>t Vte[0,7/4]
2 .o
= (1-e ") /R<1/R—0 fiir R— oo
und
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2 R i2ein2 i i R o
e‘zdz:—j0 glte™ gl /4dt:e’/4joetdt

Ks

wegen

lim e dt—j e tdt=+/7/2

R—o0

insgesamt fiir R — oo

0=1lim [ e¥dz= | "cos(t’)dt+ j[ “sin(t’)dt-e'"* -z /2.

R—w J Ky

Da e/™* =cos(z/4)+ jsin(r/4)=(1+ j)/\/z, folgt hieraus fiir den Re-
alteil bzw. Imaginérteil

j: cos(t*)dt =IOOO sin(t?) dt =\/7/8.

Die nichsten Sitze sind unmittelbare Folgerungen aus dem Cauchyschen
Integralsatz.
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Satz 15-19: (Wegunabhangigkeit)

Es sei G c C ein einfach zusammenhéingendes Gebiet, f: G — C holo-
morph auf G und 71, 2 € G. Dann hat das Integral fiir alle stiickweise glat-
ten Kurven K(z1,22) die die Punkte z; und 22 in G verbinden, den gleichen
Wert. Also ist dann das Integral wegunabhéngig, und wir schreiben

J'K(thz) f(z)dz = J': f(z)dz.

Beweis:

Es seien K; und K zwei stiickweise glatte
Kurven von z1 nach 22 = K=K+ (-K2)
ist eine geschlossene, stiickweise glatte
Kurve in G. Folglich gilt

O:J.K f(z)dz :IK f(z)dz—J.K f(z)dz

und damit die Behauptung.
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Bezeichnung:
Es sei K eine geschlossene Jordankurve, d.h. doppelpunktfrei, dann be-
zeichnen wir mit

| (K) das Innere von K,
A(K) das AuBere von K,

1'(K)=1(K)UK das Innere von K einschlieBlich K,
A(K)= A(K)UK das AuBBere von K einschlieBlich K.

Satz 15-20:

Sind K; und K; zwei geschlossene, positiv orientierte, stlickweise glatte
Jordankurven, d.h. doppelpunktfrei, mit K> < I (Ki) und ist f holomorph
auf dem Ringgebiet R(K,,K,), d.h. zwischen K; und K einschlieBlich K;
und K. Dann gilt

_[K f(z)dz =IK f(z)dz.
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Beweis:
Wir fiihren eine Hilfskurve Ky ein, die die Kurven K;
und K> verbindet. Die Kurve

K=K, +K;+(=K,)+(=K,)
ist dann eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve.

R(K1,K2)\{Ko} ist einfach zusammenhangendes Gebiet, auf dem f holo-
morph ist. Ferner seien Ky geschlossene Kurven in R(K1,K2)\{Ko} mit
Kn — K fiir n — oo. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

IK f(z)dz=0 = IK f(z)dz _>L< f(z)dz=0,
so dass aus
0= IK f(z)dz = '[K f(z)dz +IK f(z)dz —IK f(z)dz —_.'K f(z)dz

= IKl f(z)dz - sz f(z)dz
die Behauptung folgt.
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Beispiel:
Es gilt fiir alle geschlossenen, positiv orientierten, stiickweise glatten Jor-

dankurven mit zo € 1(K)

[ ——dz=27], demn | dz=27]
Kz-12,

Kr(z9) 7 — z0

(vgl. S. 15-9x).

Satz 15-21:

Sind K, Ki, Ko,...,K, geschlossene, positiv orientierte, stlickweise glatte
Jordankurven mit Ki c I(K) Vi=1,2,...,n und Kic A(Kj) Vi=#j und
ist f holomorph auf I_(K)\{I(K1)u (K u...ul(K,)}, dh. fmuss
nicht holomorph im Inneren der Kurven K sein, dann gilt

J.K f(z)dz :Zn:J.K_ f(z)dz.
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Beweis:

Wir verbinden die Kurven Kj mit Hilfskurven. Zusammen mit diesen Hilfs-
kurven wird K; + Kz + ... + K, eine geschlossene, positiv orientierte,
stiickweise glatte Jordankurve.

Fiir diese geschlossene Jordankurve konnen wir zusammen mit der Kurve
K den Satz 15-20 anwenden. Da diese Hilfskurven zweimal in unterschied-
lichen Richtungen durchlaufen wird, heben sich die Integrale iiber diese
Hilfskurven gegenseitig auf und wir erhalten insgesamt

IK f(z)dz = ZH:IK f(z)dz.
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15.3.3 Cauchysche Integralformeln

Satz 15-22: (Cauchysche Integralformel)

Ist G c C ein Gebiet, f: G — C holomorph auf G und K eine geschlosse-
ne, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordankurve mit | (K)cG, dann
gilt die Cauchysche Integralformel

_[ f(2) dz:{Zﬂjf(ZO) fir z, e 1(K)

Kz-12, 0 fiir z, e A(K)
K G
@ > (O .w
S e “"““---______F-?;/
Fall a) Fall b)
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Beweis:
Fiir zo € A(K) folgt f(2)/(z-z,) ist holomorph auf I (K). Da I(K) ein ein-
fach zusammenhéingendes Gebiet ist, liefert der Cauchysche Integralsatz

f KGN f(z)_f(z(’)dz+f(zo)j L
Kz-1 Jk 77, Kz-1,

o t@)- f(Zo)dz+27zj f(z,).
JK Z_Zo

Ist Kr(Z0) ein Kreis um zo mit r so klein, dass
1 f(z)-f(z,)|<e VZeK, (z,) (moglich,da f stetig),

dann gilt nach Satz 15-20
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AL
Kz)  7—12,

[ o) f(zo)dz‘:

Z-1,

<EL(K, () =Z27r =278
r r

Aus £> 0 beliebig folgt

J‘ T@-1@)y,_,
K z2-12, '

Somit erhalten wir insgesamt letztendlich

'[ @) dz=2xjf(z,).
Kz-12,

Anmerkung:
Die Cauchysche Integralformel besagt, dass die Funktionswerte von fim
Inneren von K bereits durch die Werte auf K festgelegt sind.
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Beispiel:

e

: :-[KR(0>(2—1)(2—2)

dz, R>0,R#1,R=2.

1. Fall: 0<R<1
Ir = 0, denn die Singularitidten z; = 1 und 22 =2
liegen im AuBeren von Kgr(0), d.h. der Integrand .

ist holomorph auf I_( KR(O)).
2. Fall: 1<R<2

I Mdz—hrj( ZJ
r(0) 7 —1] 2

=-2r1]e,

z=1

denn e’/(z—2) ist holomorph auf T (K(0)),
da die Singularitiit in > = 2 im AuBeren von
Kr(0) liegt.
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3.Fall: R>2
Es seien Ki und K; kleine Kreise um z; =1 und z> =2, vgl. nebenste-
hende Abbildung, dann gilt nach Satz 15-21.

- S A—" T
Ke(®) (2 =1)(2-2) Ki(z-1)(z-2) ZV:\
NN

2 (z-1)(2-2)

[ d dz = | Mdz—zﬂj(i =2z je,
Ki(z-1)(z-2) “z- 2=2 )|,
f e dz = e/(z_l)dz_zﬂj[ eZ] —ozje’.
Ki(z-1)(z-2) Ky z7-2 -1)

Damit erhalten wir im 3. Fall

|, =2rje+2rje’ =2rj(s’ —e).
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Alle drei Falle zusammen ergeben
0 falls 0<R <1
Z=<-2r1je falls 1<R<2.
2rj(e*—e) falls 2<R

z

lwwana3"
Ke@ (2 =1)(z2-2)

2) Sei f holomorph auf I_( Kz (ZO)) , dann gilt mit der Parameterdarstellung
Kq(z,):2(t) =2z, +Re", te[0,27], Z'(t) = jRe”"
folglich
1 f(2)

f(z))=—
(0) 27Z'j Ke(20) 7 — 2,

dz

. 1 2z f(ZO‘I‘ReJt) . jt . 1 2z jt
_27”_'.‘0 ™ jRe dt_EJ‘O f(z, +Re")dt.

Als eine Anwendung der Cauchysche Integralformel beweisen wir nun die
Poissonsche Integralformel.
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Satz 15-23: (Poissonsche Integralformel)
Ist f holomorph auf I_(KR(ZO)), dann gilt fir 0 <r <R, 0< <27

2 2
f(re?) = ! jz _ R -1
2790 R =2rRcos(t—¢@)+r

— f(Re™)dt.

Beweis:
Fiir z, =0=0¢€', d.h. r =0, folgt die Behauptung aus obigem Beispiel 2.

Ist z, €l (KR(O)) mit 0 < |20| <R, also z, = re'” mit 0 <r <R, dann gilt

IK (0)( ! 1 jf(z)dz:j Mdz—'f &dz

z-2, z-R’/z, Kn(0) 7 — 7, (0 z —R*/z;

= 27[] f (20)9
da das 2. Integral gleich null ist, denn aus
R*/z;|>R*/R=R = R’/z; & A(Ky(0)).

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-118




Also gilt

1 1 1
f(z,))=—— - f(z)dz
(2) 2rjiKeO| 2 -2, z—Rz/Z(’;j (2)
:L_ L _ *ZO - | f(2)dz
2r) %O z~2, 7z,-R
1 2z, - R* —zz;+ |z, [

=— ——— f(2)dz
2 ) KO (Z2-12,)(22,—R")

_ 1 Rz_|zo‘2
277 %O (2 —2,)(R* — zz;)

f(z)dz.

Mit

2(ty=Re", te[0,27], Z'(t)= jRe", z,=re¥, 0<r<R,
gilt dann
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2z

1

R2_r2

f(re"“’)=2 :
7]

1

27

j f (Re™) jRedt

0 (Re" —re¥)(R*—rRe e)
RZ . r2

27"

27

— . — f (Re™)dt
o (Re" —re"”)(Re " —re™) (Re?)

RZ_rZ

J 0

jt
R?+r*—rRe/™® _yRre 1t f(Re7)at

2z R2 — r2

2

Anmerkung:
Ist f(rel?) =u(
1

J

f (Re™)dt.
0 R*+r°—2rRcos(t— ) (Re™)

r,p) + jv(r,p) , dann gilt fiir den Realteil u von f
RZ _ r2

u(r,p) = 5

2
—l,

u(R,t)dt.
R* +r’> —2rRcos(t — @) (R.1)

Aus fholomorph auf 1(K;(0)) folgt u harmonisch auf 1(K;(0)) und es gilt

Hochschule Bremen
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Au=0 auf 1(Kg(0)).

Demzufolge ist

1 (o2r R®—r?
u(r.p)==—| =
2790 R 41" —=2rRcos(t—¢)
Losung des inneren Dirichlet-Problems fiir den Kreis, d.h.
Au=0 auf | (K (O)) mit u\

in Integraldarstellung.

h(t)dt

K (0)

Satz 15-24: (Erweiterte Cauchysche Integralformel)

Es sei G c C ein Gebiet, f: G — C holomorph auf G und K eine geschlos-
sene, positiv orientierte und stiickweise glatte Jordankurve mit | (K) < G.
Dann gilt Vz, € | (K) die erweiterte Cauchysche Integralformel

f(z
f(”)(zo)_ I ( )n+1 dz, neN,,
2rj K (z-12,)
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d.h. Differentiation und Integration diirfen vertauscht werden, und es exis-
tieren auf G die Ableitungen f " (z) ¥n eN und diese sind wieder holo-
morph auf G.

Beweis: _
Sei z, € I (K), dann existiert ein Kreis Kr(Zo) um zo mit | (Kr(zo)) cG
Nach der (einfachen) Cauchyschen Integralformel gilt dann

f(2)
f(z)_—J e dz vz, €1 (K, (z,)),

also auch fur Zo. Zu zeigen ist

f(2) @ 4

f'(z)=——

= e g,y

Es gilt

f(Zl)—f(ZO) 1 I f(2) _Y) 4
Z,—Z, 2 j K@) (2-12,)°
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_L L (f@_f@) _f@ |
_272' Kw) | z—2z,\2—-2, 7-1, (2—20)2

_| L f(z){ : 1 2}dz‘
27 7 K@) (z-2)(z2-12)) (2-1,)

= L f(2) 4~ & -
27 7 K@) (Z—Zl)(Z—ZO)
S LN R P PP L
2w r r r
mit M = IEHEX)H(ZH und |z—2,|>r/2. Also gilt fiir alle z, € 1 (K)
f(zo)—L f(2) @) 4, 1 J- f(2) dz.
27 K@) (2-2,)° 2w (z-12,)

Mit Hilfe dieser Formel zeigt man entsprechend, dass
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4 f ( Z)
f"(z,) = j dz
K
(z-1,)

gilt. Mit Vollstandlger Induktion erhélt man dann schlielich die allgemei-
ne Formel. Wegen zo € G beliebig folgt, dass fauf G beliebig oft differen-
zierbar ist und dass die abgeleiteten Funktionen, da G ein Gebiet, auf G
holomorph sind.

Beispiel:

27zj ( )(n)

27 g vz, €C
n!

D Jes o

Im folgenden berechnen wir das Integral direkt.
Mit Kr(zo): 2(t)=z,+re", te[0,27], Z'(t)= jre™ gilt

Zo+re r(cost+isint)

jl’e”dt— Je J- rn—ejtdt

jKr<zo> (z- 0)n+1 IO (re’H"!
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27r"

rcostej(rsmt nt)dt — 7Z-J ZO — J‘zﬂercostej(rsint—nt)dt — .
n! 0 n!
Dam1t erg1bt sich der Real- bzw. Imaginérteil fiir alle r > 0, n € No zu
2z . 2 rn 2z . .
JO e"*'cos(rsint—nt)dt= 7[' bzw. IO e"*'sin(rsint—nt)dt=0.
n!
2) =] ot —dz, R>0, R#l.

Ke(0) 2°(2% +1)
1) Fall: 0<R<1

_I sin z/(z? +1) d7 2ﬁj(sinzj
0 (z-0) 1 (z22+1

/

z=0

(2" +1)cosz—2zsinz py
0

=2
ey ]
da sin Z/(Z2 +1) holomorph auf I_(KR(O)).

z
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2. Fall: R>1
Wir wihlen jeweils kleine Kreise um die drei
Singularititen z1 = —j, 2 = 0 und z3 = j, dann gilt

sin z/(zz(z - j))
I :_[ _ dz +
D (z2=(=]))
o sinz/(2> +1) s | sinz/(2°(2+ 1))
K, (0) (2_0)2 Ks(J) (z-1)

) sin Z ) ) sin Z
IR e
2(2-))),_, 2(2+]) ),

py sm(TJ)_'_l_'_sm-j] 27 (l_smjj
2] —2] J
=27 J(1—sinhl).

“H
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Satz 15-25:
Es sei G < C ein Gebiet und f: G — C holomorph auf G. Dann ist f
konstant auf G genau dann, wenn in f'(z2)=0 VzeG.

Beweis:
"=": Kklar.
"<": Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen liefern
f'(z)=u,+jv,=v,— ju, =0 = gradu=gradv=0 V(x,y) €G
— U und V konstant auf G = f konstant auf G.

Satz 15-26: (Cauchysche Ungleichung)
Ist G c C ein Gebiet, f: G — C holomorph auf G und Kr(z0) ein Kreis

um 2o mit 1(K;(z,))=G, dann gilt die Cauchysche Ungleichung

n'M . .
1 f™M(z,)|< mit M = max |f(z)| firalle neN,.
r" zeK, (29)
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Beweis:

Die erweiterte Cauchysche Integralformel liefert

n! f(z nt M n'M
f™(z,)|=|— _1@ )n+l dz|< — —27r=——.
2 )Y Ke) (2~ 2,) 2 r

Satz 15-27: (Liouville)
Eine auf ganz C holomorphe und beschrinkte Funktion ist konstant.

Beweis:
Fir [f(z)|][<M VzeC und z,eC, r>0 folgt aus Satz 15-26

1 T'(z)|I<SM/r—0 fir r>0 = |f'(z)|=0 Vz,eC
und aus Satz 15-25 schlieBlich f ist konstant auf C.

Aus diesem Satz folgt nun der Fundamentalsatz der Algebra, den wir
schon in Kapitel 3, Satz 3-2, zitiert haben.
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Satz 15-28: (Fundamentalsatz der Algebra)
a) Jedes Polynom vom Grad n > 0 hat mindestens eine Nullstelle in C.

b) Jedes Polynom vom Grad n > 0 hat genau n Nullstellen in C.
¢) Jedes Polynom p(z)=az"+a_,z""'+..+az+a, vom Grad n> 0
kann auf C in Linearfaktoren zerlegt werden, d.h.
p(2)=a,(2-2)(2-12,)-(2-2,),

wobeli Z1,2,...,Zn die Nullstellen von p(z) bezeichnet.

Beweis:
a) Annahme: p(z)#0 VzeC

= f(2) = 1/p(2) ist holomorph auf C (Quotient holomorpher Funktio-
nen mit Nenner # 0). Da |p(z)| — o fiir |z|— o0 = fist beschrankt

auf C = fist konstant auf C (Satz von Liouville) = p ist konstant
= grad p=0 = Widerspruch zu n > 0.
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b) & ¢)
Da p(z) mindestens eine Nullstelle in C besitzt, z.B. z1 kann man diese
Nullstelle mit Hilfe des Horner-Schemas abspalten. Man erhilt dann
P(z2) = (2 —21)q(z) mit grad g(z) =n — 1. Nach a) besitzt dann auch q(z)
wieder mindestens eine Nullstelle in C, z.B. z» (falls n>2). Diese Null-
stelle kann man wieder abspalten. Fortsetzen dieser Vorgehensweise
liefert dann die Aussagen b) und c).

Satz 15-29: (Maximumprinzip)

Der Absolutbetrag einer in einem beschrinkten Gebiet G holomorphen aber
nicht konstante Funktion f, die auf G U 0G stetig ist, nimmt sein Maxi-
mum nicht im Inneren von G, sondern auf dem Rand 0G von G an, d.h. es
existiert ein Zo € 0G mit max 1f(2)|=]f(z,)]-

Beweis:
f sei holomorph aber nicht konstant auf G.

Annahme: Es existiert ein Zzo € G mit
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[1(z)[= max |T(2)] = [1(2)[<]T(z))] VzeGC.

Sei Kr(20) der grofStmogliche Kreis um Zo, der mitsamt seinem
Inneren noch ganz in G liegt, also I_(Kr(zo)) cG.

Wir wollen nun zeigen das f(z)= f(z,) Vzel (Kr(zo)).

Annahme: Es existiert ein z; € | (Kr(20)) mit
1f(z)|<|f(z)] = z,eK;(z,) mit 0<F<T.
Wegen der Stetigkeit gilt auf einem Stiick Kreisbogen K. (z,)
| f(z)|<]|f(z,)], auf dem ganzen Kreis gilt | f (2)|<]|f(z,)].

1 f(2) 1

— dz|=—
2 ) Ke() 7 -7, 27

2 >t
= |f(z,)|= jo f(z,+Fel)dt

< 2L | f(z,)|-27 =|f(z,) = Widerspruch
T

= f(z2) =f(20) Vz € I(Kr(z0)) = f konstant auf |(Kr(z0))
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Es sei nun z; € G beliebig. Dann existiert in G ein Polygonzug von zo nach
Z1 (da G Gebiet). Mit Hilfe von endlich vielen Kreisen entlang dieses Po-
lygonzuges kommt man von zo nach z;. Fiir jeden dieser Kreise gilt dann
nach dem 1. Teil des Beweises, dass f konstant im Inneren dieser Kreise
ist. Also gilt f(z) =f(z0). Da z1 € G beliebig = f(z2)=f(20) Ve G = f
ist konstant auf G = Widerspruch. Also wird fiir eine nichtkonstante ho-
lomorphe Funktion das Maximum nicht im Inneren von G, sondern auf
dem Rand 0G von G angenommen.

Beispiel:
Gesucht wird max |z* —1|. Nach dem Maximumprinzip gilt

|z]<1

max |z° —1|=max |z° —1|= max [ —1|=
|z<1 |z]=1 9el0,27]

- 20)—1) +sin?(2¢) = 2 _2cos(2¢p) =2
max J(cos(2¢) 1)’ +sin’(2¢) = max \2-2c0s(2¢)

& 20=137 & ¢=71/2,37/2 & =7 eV o 71=1].
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15.3.4 Stammfunktionen

Gewisse komplexe Integrale konnen auch mit Hilfe von Stammfunktionen
berechnet werden. Dazu muss natiirlich das komplexe Integral wegunab-
hingig sein.

Definition 15-14: (Stammfunktion)
Ist G c C ein Gebiet und sind f: G — C und F: G — C holomorphe
Funktionen auf G, dann hei3t F Stammfunktion von f auf G wenn

F'(z)=f(z) VzeG.

Da F als holomorphe Funktion auf G beliebig oft holomorph ist, muss
auch fholomorph auf G sein. Also nur holomorphe Funktionen kénnen
Stammfunktionen besitzen.

Wie im Reellen unterscheiden sich zweil Stammfunktionen nur durch eine
Konstante, denn fiir
h(z)=F,(2)-F(z) mit F(2)=F/(z2)=1f(z) VzeG
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gilt
h'(z)=0 YZze G = h konstant auf G

und damit
F(2)=F(2)+c, ceC, VzeG.

Satz 15-30:
Es sei G  C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f: G — C ho-
lomorph auf G. Dann ist fiir festes zo € G

F(z):j; f(£)dg, 2¢€G

eine Stammfunktion von fauf G. Ist F Stammfunktion von fauf G, so
gilt fiir beliebige 71,22 € G und fiir beliebige in G verlaufende stiickweise
glatte Kurven K(z1,22) von z1 nach z;

| i, FDZ=F(2,)-F(2)
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Beweis:
Nach Satz 15-19 ist das Integral f (z)dz wegunabhéngig.
g < g g1g

21,23)

Fiir F(2) = | ZZ f(£)d¢ gilt also

F(z)-F(z)=["f(Ods -] 1&g @9

=], f(d¢

Zu zeigen bleibt die Differenzierbarkeit von F aufz € G mit F'(z)= f (2).
F(z+h)-F(2)
B
Wihlen wir fiir die Strecke von z nach z + h die Parameterdarstellung
St)=z+t(z+h-z)=z+th, t[0,1], {'(t)=h,

so erhalten wir, da f stetig in z,

_t(2) heC\ {0}

[0 1@
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F(z+hz—F(z)_f(z)‘ _ ‘%j: f (z+th)hdt —  (2) =Uol(f(z+th)—f(z))dt

S?l[(a)lﬁ‘f(zﬂh)—f(z)kg fiir |h|<o = F'(2)=1(2).

Daz € G beliebig = F'(z)=f(z) VzeG = F ist Stammfunktion von f.

Beispiel:
1) G=C\ { Z=X:X< O} ist einfach zusammenhingendes Gebiet, f(z)=1/z

ist holomorph auf G und K(1,]) ist Kurve in G von 1 nach j, dann gilt
2o ] 245 I q7 _ ;
J'K(Lj)l/z dz_j1 /27 dz=-1/z|] =-1/j+1=1+].
2) G =C\{Z =X:X< 0} ist einfach zusammenhingendes Gebiet, f(z)=1/z
ist holomorph auf G und K(1,2) ist Kurve in G von 1 nach z, dann gilt
JK(I,z)l/ZdZ :L 1/¢d{=Lnz| =Lnz, v2eG=C\{z=x: x<0}.
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15.4 Reihenentwicklung komplexer Funktionen

15.4.1 Einfithrung

Funktionenfolgen

Es seien fn: G < €C — C, n € N, komplexwertige Funktionen auf einem
Gebiet G, dann heiBit ( fa)nen eine Funktionenfolge auf G.

Definition 15-15: (Konvergenz von Funktionenfolgen)

a) (fn)nen heiflt punktweise konvergent auf G gegen f genau dann, wenn
lim f (2)= f(2) VzeG.

f: G — C heiBt dann Grenzfunktion der Folge ( fn)nen.

b) (fn)nen heiBt gleichmiBig konvergent auf G gegen f genau dann, wenn

1im(sup\ f (2)- f(z)\j = 0.

N—>®\ 7eG
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c) (fn)nen heillt kompakt konvergent auf G genau dann, wenn ( fn)nen
gleichmifBig auf jeder kompakten Teilmenge T — G konvergiert.

Sind alle Funktionen fn der Funktionenfolge ( fn)nen holomorph auf G,
und liegt kompakte Konvergenz auf G vor, so gilt der folgende Satz.

Satz 15-31:
Essei G < C ein Gebiet, fn holomorph auf G ¥n € N und ( fa)nen
konvergiere kompakt auf G gegen f : G — C. Dann gilt:

a) Die Grenzfunktion f ist holomorph auf G.
b) Fiiralle k € N und fiir alle z € G gilt

lim £ (z) = f%(z)

mit kompakter Konvergenz auf G.
(d.h. Differentiation und Grenzprozess diirfen vertauscht werden)
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c) Fiir jede stiickweise glatte Kurve K in G gilt
. (k) — (k)
LE?OJ‘K f*(z)dz _jK f*(z2)dz

(d.h. Integration und Grenzprozess diirfen vertauscht werden)

Funktionenreihen

Nun set Z:;O f. eine unendliche Reihe von komplexen Funktionen

f.:G cC—C mit G Gebiet, S, :Zn

o Tx die n-te Partialsumme und

(S, )nen die Partialsummenfolge.

Defintion 15-15: (Konvergenz einer Funktionenreihe)
a) Die Funktionenreihe ZOO

k=0

f. heilt punktweise bzw. gleichméBig bzw.

kompakt konvergent auf G, wenn die Partialsummenfolge (S, ),y die-
se Eigenschaft erfiillt.
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b) Die Funktionenreihe Zw

o T heiBt absolut (punktweise bzw. gleich-
méBig bzw. kompakt) konvergent auf G, wenn die Rethe Zf:o‘ fk‘

diese Eigenschaft erfiillt.

Wenden wir den Satz 15-31 auf die Partialsummenfolge (S, ),y an, so er-
halten wir sofort folgenden Satz.

Satz 15-32:
Essei G C ein Gebiet, f, holomorph auf G ¥n € N und die Funktio-

nenreihe Z::O f  konvergiere kompakt auf G.

Dann gilt fiir die Grenzfunktion f :G > C mit f(z)= Z::O f (2)
a) Die Grenzfunktion f = ZOO f 1st holomorph auf G.

n=0 N

b) Fiir alle k € N und fiir alle z € G gilt
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0

0 (k)
(Z fn(z>j =2 1@

mit kompakter Konvergenz auf G.
(d.h. Differentiation und Summation diirfen vertauscht werden)

c) Fir jede stiickweise glatte Kurve K in G gilt

_[Ki f.(z)dz = iIK f,(z)dz.

(d.h. Integration und Summation diirfen vertauscht werden)

Beispiel:
f(z):i 1 G={zeC: |z]>1}.

>

G ist Gebietund f (z) = ist holomorph auf G (da Nenner # 0).’

1+2"
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Sei T < G kompakt
= do>1 mit ‘Z‘Za Vel =

Es gilt allgemein fiir a,b € C
a—b|=[a|—|b|20 falls [a] 2] {E—'

denn |3 =|(a~b)+b|<|a—b|+|b| = [a|~|p|<[a—b].

2" =7|' 2" VzeT. A

Also gilt
‘1+z” = z“—(—l)‘z 2" -|-1|zea" -1 = [f,(2)|= Lico b vrer
1+z2" a"-1
Da Z " konvergent, denn (Quotientenkriterium)
n=t & —
| _a -1 _ 1-(1/ ) _)i<1

5

a |l a""-1 a-(l/a) «

n
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folgt hieraus

> 1,(2)= Z
n=l1
konvergiert gleichmalig auf T.
Da T < G beliebig folgt f = 2:21 f ist kompakt konvergent auf G.

n

“1+ 2"

Also gilt nach Satz 15-32

0

ist holomorph auf G,
j’ Z( l)nZn 1 - 0 nzn—l
1+ 2" “(1+2")° SHa+z"

j ngz = Z Ldz falls K < G stiickweise glatt.

f(2) = Z(

“1+ 2 —~JK14 2"
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15.4.2 Potenzreihen

Essei f(2)= Z a,(z—-z,)", a,eC, z,eC fest, eine Potenzreihen um 2.

Satz 15-33: (Potenzreihen)

Fiir Potenzreihen existiert eindeutig ein Konvergenzradius R mit 0 <R < oo,
so dass gilt

a) Ist R =0, so konvergiert die Potenzreihe nur in Zo.

b) Ist R = o0, so konvergiert dic Potenzreihe in C
(mit absoluter Konvergenz).

c) Ist 0 <R <o, so konvergiert die Potenzreihe im Inneren des Konver-
genzkreises U (z,)={zeC: [z-2z,|<R}.
(mit absoluter Konvergenz).

Sie divergiert auBerhalb, d.h. in {z eC: |z-1z,|> R}.
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d) Die Konvergenz ist gleichméaBig in jeder kompakten Teilmenge von
U.(z,). D.h. die Potenzreihe konvergiert kompakt in U (z,).
Bestimmung des Konvergenzradius R mit Hilfe des Quotientenkriteriums.

a +1(z—z,)™
a (z-z,)

a, +1
a

n

z-z,| > K|z—-2z,|<1 = \z—zo\<%:R,

falls 0 <K < 0.

i Divergenz
J

(K=0 = R=o, K=o = R=0). “

: Kon
Auf dem Rand des Konvergenzbereichs T
kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen.

Aus Satz 15-32 und Satz 15-33 folgt nun sofort der folgende Satz.
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Satz 15-34: (Potenzreihen)
Eine Potenzreihe f(2)= Z a,(z—12,)" mit Konvergenzradius R >0 ist

n=0
im Inneren ihres Konvergenzkreises U (z,) holomorph mit

f*(z)= iann(n —D---(n=k+1)(z— zo)”"‘

t* ()
k!

= f®(z,)=kla, VkeN, = a = vk eN,

Hieraus folgt sofort der folgende Satz.

Satz 15-35: (ldentitatssatz fiir Potenzreihen)
Esseien f,(2)=) a,(z-2,)" und f,(2)=) b, (z-2,)" mit
n=0 n=0

R = min{Ri, R2}, wobei Ri Konvergenzradius von fi, 1= 1,2, dann gilt
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f(z)=f,(z) VzeU,(z,) = a,=b, VneN,.

Nach Satz 15-34 ist jede Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises
holomorph. Umgekehrt 1dsst sich auch jede holomorphe Funktion in eine
Potenzreihe entwickeln.

Satz 15-36: (Potenzreihenentwicklung)

Es sei G < C ein Gebiet und f : G — C holomorph auf G. Ferner sei 2o €
G und Kr(zo0) der groBte Kreis um zo der mitsamt seinem Inneren noch ganz
in G liegt. Dann lésst sich f auf U_(z,) eindeutig in eine Potenzreihe
(Taylorreihe) um zo entwickeln mit

0 (n)
f(@=3 f n('zo)(z—zo)”.

Nach Satz 15-35 ist diese Reihendarstellung eindeutig.
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1) — Zz”, |z| <1 (Entwicklung um zo = 0).
n=0
Entwicklung um zo = :
1 1 1 1
l-z (A-))-@z-) 1-j 1-(z-)/d-])

__2(2—1) z(z—j)“

jrml1-] 2 (1= ™
konvergent, falls ‘(Z - /- j)‘ <1, also falls ‘Z — J‘ <

1 = a) B S :
2) T (1 zj (sz_;nz _nzz(;(nﬂ)z, z

n=0
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i :i( 'z, V| < 1.

1+2? o

1 1 _1(1_1}1_1.1_1
2 -272-3 (z-3)(z+1) 4\z-3 z+1) 4\ 3 1-2/3 1+2

11 0 |n
== 52() Z( )"z ___2(3““ (—l)jz, |z| <1.

{1:0 n= 0

|z \<3 ’ |z \<1
(Entwicklung um zo = 0)

o0 Z .
3) e’ = Zﬁ’ zeC (Entwicklung um zo=0).
n=0

Entwicklung um zo = :
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00 \ N
p? —pZ it — glg?-] =ejz(z_ J) , zeC.

o n!
© ZZn
:Z "

no N

4) smz-Z =D 2™, zeC
o (2n+1)!
0 _ 2 4
sin —Z CD o _Z L2 oo
(2n+1)' 3! 5!

sinz/z =1 und die rechte
Seite ebenfalls gegen 1 konvergiert fiir z— 0. Also besitzt die Funktion

sinz/z falls z# 0
f(z)=
1 fallsz=0

Diese Gleichung gilt auch fiir z=0, da lim

z—0
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die Reihendarstellung

R ol G VA
f(z)_§(2n+l)!z , zeC.

Da diese Potenzreihe auf ganz C konvergent und damit holomorph ist,
gilt f ist holomorph auf C.

5) e’sinz :L_ez(ejZ —e ) :L_(e(””Z —elh7y
2 21
(4" o >A=))"
= 7 — Z
2] (nz(; n! nzz(; n!
S EES I ES L
n=0 2] n!
Wegen (1+ j)" —(1-j)" =2"?2jsin(nz/4) erhalten wir
Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-151
) 2”/2
e’sinz=) =—sin(nz/4)z", zeC

o n!
und analog

o0 2n/2
e‘cosz= Z cos(nz/4)z", z C.
n=0 n!

Satz 15-37: (ldentitatssatz fiir holomorphe Funktionen)
Es sei G — C ein Gebiet und es seien f, g : G — C holomorph auf G.
Ferner sei (Z,),.y eine unendliche Folge auf G mit

limz, =2,€G, z,#2, VnelN.

Dann gilt
f(z,)=9(z,) YneN = f(z)=9(z) VzeC.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-152




Anmerkung:

Dieser Satz gilt nicht mehr, wenn zo (der Grenzwert der Folge) nicht mehr
in G, sondern auf dem Rand von G liegt. Dies zeigt das folgende Gegen-
beispiel.

Gegenbeispiel:
f(z2)=sin(1/2), g¢g(z)=0, G =C\{0} Gebiet

f und g sind holomorph auf G. Fir z, =1/(nz) > z,=0¢ G gilt
f(z,)=9(z,)=0 VneN = f(2)=9(z) VzeC.

Folgerung:
Enthilt G ein Stiick der reellen Achse und stimmen zwei in G holomorphe

Funktionen auf diesem Stiick der reellen Achse iiberein, so stimmen sie
auf G iiberein.
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Beispiel:
Der Hauptwert von log z stimmt fiir reelle positive z = X mit In X {iberein.
Fiir In (x + 1) gilt

1 n+1
log(Xx+1) = Z - )
Also stimmt auf einem Teil der positiven reellen Achse diese Potenzreihe
mit log (z + 1) liberein. Dass sie dann auch auf G={z e C: |z| <1} iiber-
einstimmt folgt aus der obigen Folgerung, d.h.

o n+1
log(z—i—l)zz( D™ g
n=1

, X<

|z| <1 (gilt fiir den Hauptwert).

Anmerkung:

Wie im Reellen konnen komplexe Potenzreihen in thren gemeinsamen
Konvergenzbereichen addiert, subtrahiert,multipliziert und dividiert (falls
Nenner # 0) werden.
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15.4.3 Laurent-Reihen
Definition 15-16: (Laurent-Reihe)

f(z)= > a,(z-z,)", a,€C, z,eC fest

n=-o0

heifit Laurent-Reihe um zo. Fiir alle z € C, fiir die diese Reihe konvergiert,
definiert sie eine komplexe Funktion f.

Man kann diese Reihe wie folgt zerlegen.

f(z)_Za(z -z,)" +Za(z -z,)" _Za_n +Za(z -z,)",

N=—o0 (Z A ) n=0
wobel

Za ( ) Hauptteil und Za (z-12,)" Regularteil
n= Z—1 n=0

der Laurent-Reihe heif3t.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-155

Der Regularteil ist eine Potenzreihe, besitzt also einen Konvergenzradius
R2. Damit ist der Regularteil holomorph in U, (z,) falls R2> 0.

Setzen wir im Hauptteil b, :=a ,, p=1/(2-2,), so erhalten wir
a_ b.p".
; Z - Zo) ;
Das ist eine Potenzreihe (fiir p) mit Konvergenzradius R die fiir ‘ p‘ <R

falls R >0 konvergiert. Also konvergiert der Hauptteil fiir

— <R & \z—z0\>i~= R (falls 0<R <o)
12—z, R
Es konnen nun folgende Fille auftreten:

a) Ist 0 <R; <R, so konvergiert die Laurent-Reihe f(2)
vz e C, mit R <|z-7)|<R,, also im Ringgebiet
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Reor, (20)={2€C : R/ <|z-2o|<R,]
Die Konvergenz ist kompakt im Inneren dieses Ringgebiets.

b) Ist Ri = Ro, so ist das Ringgebiet entartet zu einer Kreislinie. Auf dieser
Kreislinie kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen.

c) Ist Ri > Ra, so konvergiert die Laurent-Reihe nirgends.

Beispiel:
0 -1 n 0 o9) 1 1 0
f(z)= ;22__”; Al +Z A" Z§;+Zz—n

n=
n

3 “(z yey 1 _ 1 2
_Z‘( j Z;(zj 11/(22) 1— z/2_22—1+2—z

(V@) <1, |z/2]<1 = |7 , |7]<2)
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f=2tt4272 5 s Lo«
2z-1)2-2z) 5z-2z7-2 2

also ist die Laurent-Reihe f(z) konvergent auf dem Ringgebiet
R, (0)={zeC: 1/2<|z|<2}.

Da die Laurent-Reihe in threm Konvergenzring R, ; (z,) kompakt kon-
vergiert und die einzelnen Summanden dort holomorph sind, kann mithilfe
von Satz 15-32 der folgende Satz formuliert werden.

Satz 15-38: (Laurent-Reihen)

Eine Laurent-Reihe stellt im Inneren ihres Kovergenz-Ringgebietes
Ry , (Z,) eine holomorphe Funktion dar.

Umgekehrt ldsst sich jede in einem Ringgebiet holomorphe Funktion dort
in eine Laurent-Reihe entwickeln.
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Satz 15-39:
Es sel R; ¢ (z,) = {z eC: R <|z-z)< RZ} ein Ringgebiet und

f :Rg g (2,) >C holomorph auf Ry . (z,). Dann lasstsich f in

Rl 7R2
Rg r, (Z,) eindeutig in eine Laurent-Reihe f(z) = Zn:_w a(z-z,)"
um Zo entwickeln. Die Reihe konvergiert kompakt in RRI,RZ (2,)-

Fiir die Koeffizienten an gilt

__1 (&)
_27szK(§—zo)“+ld§ vneN.

Hierbei ist K eine geschlossene, positiv orientierte, stiick-

n

weise glatte Jordankurve in R; ; (Z,), die einmal um den
inneren Kreis des Ringgebiets Ry ¢ (z,) verlduft.

. 1
Insbesondere gilt firn=-1: a , =——-| f(2)dz
27 ) 7K
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Beispiel:
Soll eine rationale Funktion in eine Laurent-Reihe entwickelt werden, so
fiihrt man zunéchst eine Partialbruchzerlegung durch und entwickelt dann
die einzelnen Summanden jeweils mit Hilfe der geometrischen Reihe ent-
weder in einen Haupt- oder Regulérteil (d.h. in eine Potenzreihe).
1 -j 1 ] 1 :

1) f(z)=—4—=-———-+=-——holomorph auf C\{ |}

z7+1 2 z—-] 2 7+

a) Laurententwicklung um zo =) auf Roa(]):
1/(z+ j) muss in einen Regulirteil (also in eine Potenzreihe)
entwickelt werden, da 1/(z+ j) auf 1 (K,(j)) holomorph ist,
die Singularitdt — j liegt auBerhalb von I (K,(])).

R S 1 _ . \
z+j 2j+@z-)) 2j 1+@z-)/2) -
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Z( D'(z—))" Z(—l)”(l— J')”, |
2] o 2))" = ep™
1/(z—- j) muss in einen Hauptteil entwickelt werden, da die Singu-
laritdt j innerhalb von | (Kz(j)) liegt. In diesem Fall ist 1/(z— )
schon fertiger Hauptteil. Insgesamt erhalten wir

-] 1 j&5ED)'E-)) :
f(z)=— 0<|z— 2
*) 2 -] 2;; @p™ <lz=l<2

-
Haupttell Regularteil

z—j|<[2j|=2.

also konvergent in R, (J).

b) Laurententwicklung um zo =—j auf Ro2(—]j):
1/(z—- j) muss in einen Regulirteil (also in eine Potenzreihe)
entwickelt werden, da 1/(z - j) auf | (K,(=j)) holomorph ist,
die Singularitit j liegt auBBerhalb von | (K2 (—j)) :
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11 = 1
z-] —21'+(2+J') 2j 1-(z+)/2))

(z+)) (z+J) g ]
Zm) Z(21)”“’ <¢)

2+ j|<|2j]=2

1/(z+ j) muss in einen Hauptteil entwickelt werden, da die Sin-
gularitdt — j innerhalb von I (K,(—j)) liegt. In diesem Fall ist
1/(z+ j) schon fertiger Hauptteil. Insgesamt erhalten wir

f(z)— L JZ( D’ (_Zn:J) , O<|z+j|<2,
2 Z+] BT S (2)
Haupttell Reglllféirteil

also konvergent in R, (- j).
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¢) Laurententwicklung um zo = j auf Ra«(j):
Da beide Singularititen in 1 (K,(j)) liegen, miissen 1/(z— j) und
1/(z+ j) beide in einen Hauptteil entwickelt werden. 1/(z— j) ist

schon fertig.
N S 1 .
2+ 2j+@-)) z-j 1+2j/@z-)) 17\> N
I <ED'@)) LY "
—— [Z— ][> 2]|=2. £ R
anﬂz—nl > rC

Insgesamt erhalten wir

-] 1 D"2))"
f (Z) __J J Z ( ) ( n.l+)1
2 - (z-1))
:—j, 1 j 1 Z( D'Q2j)
2 71— 2 Z—j 2 (z—H™
Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-163

— f(z)_JZ( l)n(zj)n ‘Z—j‘>2,

nl (Z_ )n+1 ,

also konvergent in R2.( j). In diesem Fall besteht die Laurent-Reihe

nur aus einem Hauptteil, der Regularteil ist = 0.

b A r 1t
(z-2)(z-4) 2 z-2 2 z-4

2) f(2)= holomorph auf C\{2,4}

a) Laurententwicklung um zo =2 auf Rox(2):
1/(z—4) muss in einen Regulirteil (also in eine Potenzreihe)
entwickelt werden, da 1/(z—4) in | (K,(2)) holomorph ist,
die Singularitdt 4 liegt auBBerhalb von | (K2 (2)).

11 1 1 -
-4 2+(z-2) 2 1-(z-2))2 " :

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-164




__l‘”(z—z)”:_”(z 2)”
T 2; N ; 2n+1 ‘Z 2‘<2

1/(z-2) muss in einen Hauptteil entwickelt werden, da die Singu-
laritit 2 innerhalb von | (K2 (2)) liegt. In diesem Fall ist 1/(z—2)
schon fertiger Hauptteil. Insgesamt erhalten wir

Hauptteil Regularteil

also konvergent auf Ro2(2).

b) Laurententwicklung um zo =0 auf Ro2(0) :
Da beide Summanden 1/(z—2) und 1/(z—4) holomorph auf
I (K2 (O)) sind, beide Singularitdten 2 und 4 liegen aul3erhalb
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von | (K,(0)), miissen 1/(z—2) und 1/(z—4) beide in einen
Regulirteil (also in eine Potenzreihe) entwickelt werden.

1 1 z, Zz"
722 2 1- Uz__E;r“"4<L

1 1 z"
=— 4.
-4 4 1- U4 254““ 7|<

Insgesamt erhalten wir

0

1 z"
f(z)zaz 2n+1 __Z 4n+1 __Z[znﬂ 4n+1j ? ‘Z‘ <2’

n=0

also konvergent auf Ro2(0). In diesem Fall besteht die Laurent-
Reihe nur aus einem Regularteil, der Hauptteil ist =0, f ist also
holomorph auf {zeC: ‘Z‘ <2}.
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c) Laurententwicklung um zo =0 auf R24(0) :
1/(z—4) muss in einen Regulérteil entwickelt werden, die Singula-

ritdt 4 liegt auBerhalb von 1 (K, (0)). i

—

1 -1 ‘—iz o|<a /Q*“
-4 4 1- z/4 <4 &Qﬁ]\

1/(z—2) muss in einen Hauptteil entwickelt werden, die Singulari-
tit 2 liegt innerhalb von 1 (K,(0)).

1 1 1 © 2N
2 T & 2

Insgesamt erhalten wir
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-1& 2" -1l 7
f(z):2§Zn+l+2§04n+l’ 2<‘Z‘<4’

/-

Vo '
Hauptteil Regularteil

also konvergent auf R24(0).

d) Laurententwicklung um zo =0 auf R4.(0) :
Beide Summanden 1/(z—2) und 1/(z—4) miissen in einen Haupt-

teil entwickelt werden, da beide Singularitaten 2 und 4 innerhalb
(K, (O)) liegen.

(ce] 2n
. Z 1’ ‘Z‘>2 1/
i YT
=l- =Y >4 s

z-4 7 1-4/7 ="

Insgesamt erhalten wir

1

N
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1 1L 1& o 1
f(z)zyz n+1 +§Z n+l_§Z](4 _2 )Zn+1’ ‘Z‘>4’

n0 nOZ

also konvergent auf R4.(0). In diesem Fall besteht die Laurent-
Reihe nur aus einem Hauptteil, der Regularteil ist = 0.

3) f(z)=e"" holomorph auf C\{0}
Laurent-Reihe auf Ro«.(0) :

N 11 1 1 1
=Z + ———1+—+ ;+..=> a, =L
Hf-'

2
= N “n! z" z 270 3!z
n Regulirteil = y
Hauptteil
Nach Satz 15-39 gilt
1
a,=—- f(z)dz,
2r K
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wobel K eine beliebige geschlossene, positiv orientierte, stiickweise
glatte Jordankurve mit 0 € I(K) ist. Also gilt

jK e’ dz =2rxja, =27].

4) f(z)=¢"+e"” holomorph auf C\{0}

—1+Z‘

ist die Laurent-Reihe von f um zo=0 auf C \{0}.

f)=3 241+

o n! n=1n'Z

n

n\'

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-170




15.4.4 Isolierte Singularititen

In der Anwendung kommt es oft vor (siche vorige Beispiele), dass eine
komplexe Funktion f in einer Umgebung eines Punktes zo definiert und
sogar holomorph ist, in zo selbst aber nicht definiert ist, in zo also eine 1so-
lierte Singularitét besitzt.

Definition 15-17: (Isolierte Singularitat)
Esseizo € Cund Ur(z)) = {Z eC: 0< ‘Z — ZO‘ < R} eine punktierte Um-

gebung von 7¢. Ist f:Ur(z,) > € holomorph in Ur(z,), so heifdt zo eine

isolierte Singularitét von f.

Nach Satz 15-39 lasst sich f auf U r(Z,) um Zo gemaf

f2)=Ya,——

+Za (z— zo) 0<|z-z,|<R

n= 1 Z -
Haupttell Regulartell
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1n eine Laurent-Reihe entwickeln.

Beispiel:

1 ..
) f(2)= hol h auf C\{1, j,—
) @)=y Molomorph auf €L, )

= z,=1, 2, =], z, =—] sind isolierte Singularititen von f.

2) f(z)=¢€"" holomorph auf C\{0} = z,=0 istisolierte Singularitiit.

sin Z

3) f(»)=

holomorph auf C\{0} = z,=0 istisolierte Singularitét.

4) f(z )—¥ holomorph Vz e C bis auf z,=0 und z —é, ke Z\{0}.

Da in jeder punktierten Umgebung von zo = 0 weitere Singularititen
liegen, denn lim 1/(kr)=0=z,, ist Zo = 0 keine isolierte Singularitit.
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5) f(z)=logz holomorph auf C\{z =x: x<0}.

Da die komplexe Ebene an der negativen reellen Achse
aufgeschnitten ist, ist Zo = 0 keine 1solierte Singularitit. D

Definition 15-18: (Charakterisierung der isolierten Singularitaten)
Es sei 2o isolierte Singularitat von f:Ur(z,) > C und
+Za (z— zo) 0<|z-z,|<R.

f
(Z) Za_n(z_ ) n=0

Haupttell Regularteﬂ

die Laurent-Reihe von f auf U r(Z,) .

a) Zo heillt hebbare Singularitit < an=0 Vn € N,
d.h. der Hauptteil entfallt.

b) Zo heiflit Pol der Ordnungp e N < ap#0, an=0 Vn>p+1,
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p
d.h. der Hauptteil Z a_, / (z—12,)" besitzt nur endlich viele Summanden.

n=1

c) Zo heiBt wesentliche Singularitit << a-n # 0 fiir unendliche viele n € N,

p
d.h. der Hauptteil Z a_, / (z—12,)" besitzt unendlich viele Summanden.

n=1
Beispiel:
sinz/z falls z#0

h @)= { falls z=0

ist holomorph auf C mit der Potenzreihe um zo = 0
f(z)zz (_1) ZZn.
o (2n+1)!

Das ist eine Laurent-Reihe mit Hauptteil = 0 = zo = 0 ist hebbare
Singularitdt der Funktion f(z)=sinz/z.
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|
z* +1 (z—j)(z+ J)

hat die beiden isolierten Singularititen zi = und z> = —j. Beide Singu-
laritaten sind einfache Pole, d.h. Pole der Ordnung 1, denn die Laurent-
Reihen um z; = bzw. um 2 = —j lauten

1 > o .
f(z)—jj P %Z; (z—J) auf R ,())

2) f(2)=—

-] (21)”*1
= a, =—%¢O, a,=0Vnx2 = z, =] isteinfacher Pol.
(@)=t S @iyt Ry, )
2 z+j 2&3@p™ ’

= a, = % #0, a,=0 Yn>2 = z,=—] isteinfacher Pol.
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3) f(2)= e” £ st holomorph in C\{0} mit der Laurent-Reihe um z, =0

f(z)=

nan

Der Hauptteil besteht aus unendlich vielen Summanden = zo= 0 ist
wesentlich Singularitit der Funktion f(z)=¢"".

Definition 15-19: (Nullstelle der Ordnung p)

Esseizo € Cund f:U,(z,) > C holomorph auf U_(z,) mit der Potenz-
rethe um 2o

f(2) =ian(z—zo)”.

Gilt a;=a =...=a,_, =0, a, #0, so heifit zo Nullstelle der Ordnung p.
In diesem Fall gilt f(z)=(z-2,)"9(z) mit g holomorph auf U_(z,)
und g(z,)#0.
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Satz 15-40:
Esseizo € Cund f:Ug(z,) > C holomorph auf U_(z,).

f hat in 2o eine Nullstelle der Ordnung p
< f(z)=1'"(z)=..=1%"(z)=0, 1P(z)#0

Beispiel:

1) f(z)=sinz
= 2, =km, keZ, sind einfache Nullstellen, d.h. der Ordnung 1,
denn f(kz)=sin(kz)=0, f'(kzr)=cos(kz)=(=1)"=0.

2) f(z)=cosz-1
= 2, =2kz, ke Z, sind doppelte Nullstellen, denn
f(2kz)=0, f'(2k7z)=-sin(2kz)=0, f"(2k7)=——cos(2kz)=—1=0.
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3) f(@)=-)’' @ +)=0z-D)'(z-z+])
= z, =1 ist dreifache Nullstelle, z,, =] sind einfache Nullstellen.

Satz 15-41: (Regel von de I’Hospital)
Esseizo € Cund f,g: U(z,) = C holomorph auf U_(z,). Ferner sei zo
p-fache Nullstelle von f und ebenso p-fache Nullstelle von g. Dann gilt

(p)
lim —2 = im f(p)(z).
717, g(z) 717, g (Z)

Beispiel:
sin Z COSZ

1) lim =lim =1.
20 7 z—0 1

2) lim COS Z2 -1 lim —sin Z _lim —CoS Z _ _l-
z—0 Z z—0 22 z—0 2 2
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Woran erkennt man nun, ob eine isolierte Singularitét einer Funktion f ein
Pol der Ordnung p ist? Eine Aussage liefert der folgende Satz.

Satz 15-42: (Pol der Ordnung p)
Es sei zo isolierte Singularitit der Funktion f.

Zo st ein Pol der Ordnung p
< 1/f hat in 2o eine Nullstelle der Ordnung p.
Beispiel:
D f@)=—
sin Z

Nullstellen in zx = kz besitzt.

hat in zx = kz, k € Z, einfache Pole, da sin z einfache

2) f(2)= C?S ‘ hat in z« =k, k € Z, einfache Pole, da sin z einfache

sin Z
Nullstellen in zx = k7 besitzt und cos(kz) # 0 ist.
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3) f(2) ! ! hatin zi=jundz | dreifache Pol
= = . . at in z1 = ) und z2= —J dreifache Pole.
@) @)+ )) lmneem
sin Z : : :

4) f()=— hat in zo = 0 einen dreifachen Pol, da 2fache Null-

Z°(cosz—-1)

stelle von (cos z — 1) und 2fache Nullstellen von z? und einfache Null-
stelle von sin z. f hat in zx = 2kz, k € Z\{0}, jeweils einfache Pole, da
2fache Nullstellen von (cos z — 1) und einfache Nullstellen von sin z.

In Satz 15-39 haben wir gezeigt, dass die Koeffizienten der Laurent-Reihe
einer auf U((z,) holomorphen Funktion f durch ein Integral ausgedriickt
werden konnen. Es gilt

_ f(&)
— 2 JK C—2)" dg, VneZ,

n
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wobei K eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordan-
kurve mit zo € 1(K) ist.

Fiir Funktionen, die in zo einen Pol der Ordnung p besitzen, konnen wir die
Koeffizienten des Hauptteils der Laurent-Rethe auf U (z,) um zo auch
durch Ableitungen ausdriicken.

Satz 15-43: (Koeffizienten der Laurent-Reihe bei p-fachen Polen)
Essei f: Ur(z,) — C holomorph auf U(z,) und zosei p-facher Pol von f.

Dann gilt fiir die Koeffizienten a_x des Hauptteils der Laurent-Reihe von f
auf U,(z,) um 2o
1 P

lim ——
(p—k)!zz dz”

(z-2)"f(2)), 1<k <p.

a_k -

Insbesondere gilt
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1 dp‘1
_1)1 z—>z0 dzP” 1

a_, =}Lr£1((z—zo)p f(z)) und a, = ((z-2)" ().

Anwendung:

Man kann die Darstellung der Koeffizienten des Hauptteils der Laurent-
Reihe dazu benutzen, die Koeffizienten der Partialbruchzerlegung zu be-
rechnen.

Essei f(z)=p(2)/q(z) eine rationale Funktion mit grad p < grad ¢ (sonst
vorher Polynom-division durchfiihren). Uberdies sei zo € C |-facher Pol
von f, also I-fache Nullstelle des Nennerpolynoms q(z) und p(z:) # 0, also

P __ p@)
a2 (z-2)'r(2)

Dann lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung bzgl. z;:

f(2)=

mit r(z,)=0.
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P()_ & P T 4
Q(Z) Z—1, (2_21)2 (Z Z)

mit h ist holomorph in U, (z,), ldsst sich also um z; in eine Potenzreihe

-+h(z)

entwickeln mit

h(z)=b, +b(z-2)+b,(z-2)* +

Damit erhalten wir insgesamt

I L% +M+Ll+b0+b1(z—zl)+b2(z—zl)2+...

GI(Z) Z_21 (Z_Zl)2 (2_21)
Das ist die Laurent-Reihe fiir die Funktion

() p(2)
92) (2-2)'r(2)

Also lauten die Koeffizienten nach Satz 15-43

um z, in U (z)).

f(z)=
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1 . d (p—k)
a, = 1m1,k«zz)fa» <k<I.
(I —k)!zn dz"- =2y

Nach Ausnutzen von
f(2) = P(z) _ p@) ~ (2-2) f(2)= @)
az) (z-2)'r(2) r(z)
erhalten wir die Koeffizienten bzgl. des I-fachen Pols z; durch

-k
a - imd_[PA]
(—K)!=4 dz2 ™ r(z)

Insbesondere gilt a, = p(z,)/r(z,).

Beispiel:
f(z)=

2’-27"-z = 7°-27-2

-1’2+ (Z-1’(z-jE+])
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Ansatz fiir Partialbruchzerlegung

2’ -27° -1 a, a, a, b, C,
——— = + -+ T — .
(z-1)(z2+1) z-1 (z-D)" (z-1)y z—-) z+]
7’ 27" -1 )
3: 2 = :—1,
z2+1 |, 2
4 727" ~7) (B2 -4z-1)(2* +1) (2’ 22" -12)2z
? 2’ +1 (22 +1)° z:l
z=1
[zt 442 -4z-1)
(2 +1) L
1( =222 -7 1( 2 +422 —42-1)
a =— . =— . =...
2 Z-+1 2 (z2+1)
z=] z=1
Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-185
(@7 +82-4( +D) 422" +42° -4z-D)) 1 8-2-4-0 _,
2 (2> +1)° 2 8 ’
-2 -z | —j+2-j 1-j ) 1
L @-DeE+h, (-D2) ja-vtoa-pt -2j 2
C_23—222—2 R R L e e e |
L @-DE-Dl, CI-D'E2DQGH)T a+pto2) 0 2

Partialbruchzerlegung auf C

2’27 -1 1 1 1( 1 1
= 3,2 = - 3 A -t :
(z-1)(z2+1) z-1 (z-1)y 2\z—-) z+]
Partialbruchzerlegung auf R
2’ -27°~1 1 1 Z

— — _ _
(z-D)’(2°+) z-1 (z-1Y z7°+1
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15.5 Residuensatz und Anwendungen
15.5.1 Residuensatz

Ist K eine geschlossene, positiv orientierte, stlickweise glatte Jordan-Kurve,
und ist f holomorph auf I (K), so gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz

j f(@dz=0,
da I(K) ein einfach zusammenhangendes Gebiet ist.

Wir wollen nun auch den Fall zulassen, dass f in I(K) endlich viele iso-
lierte Singularititen besitzt. Dazu definieren wir zunichst das Residuum
von f an einer isolierten Singularitit zo.

Definition 15-20: (Residuum)
Es seizo € Cundsei f:U:(z,)\{z,} »C holomorph auf Ur(zo)\{zo}

mit Ur(zo)\{zo}:{ZeC: O<‘Z—ZO‘£r}, r > 0. Dann heil3t
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Res(f,z,) ::ij o, f@)z K"’“}

das Residuum von f an der Stelle zo. i

Anmerkung:
a) Esgilt Res(f,z,)=a_, wobei a_i den Koeffizient der Laurent-Reihe

von f(z)=1/(z-2,) umzoauf R, (z,) bezeichnet.

b) Res(f,z,) ist unabhidngig von r, solange f holomorph auf
Ry (z,)={zeC: 0<|z-2z,]<r} ist.

Beispiel:

1 : j ]
) f(2)= — Res(f,j)=—=, Res(f,—j)==
) 1(2) 1 es(f,)) 5> Re (t,-)) 5
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2) f(z)=¢e""
Die Laurent-Reihe von f um zp auf C\{0} lautet

f(Z)—1+ %:a =1 = Res(f,0)=1.

3) f(2)=— sme_ Gesucht: Res(f,0)=?
Z°(cosz—-1)

Zo = 0 ist dreifacher Pol von f.
Berechnung des Koeffizienten a-; der Laurent-Reihe um zo =0

sinz  z-2’/31+2°/5!-... 2(1—22/3!+---)
Z(cosz—1) 2*(-2*/21+2%/41-.)  2H(-121+ 27 /41- )
1 1-72*/6+

|
:—?1/2!_22/4!+... :—?(b0+b12+b222+...):...
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_b1

s e (b2 ... = Res(f.0)=a, =-b,
Z

Berechnung von b,

92
1 22/6+"' =h, +bz+h,z’ +...
1/2—-2°/41+...
2’ z’
= I-—+...=(b, +bz+b,z° +.. )(——— ]
6 41
:E+E +(b—2—&jzz+...
2 2 2 24

Koeffizientenvergleich liefert

b, =2, b, =0, b bO —l:>b2:2(_1+ij:_l
2 24 6

= Res(f,0)=1/6.
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4) f(2)=

Gesucht: Res(f,2kz)="?
cosz—1

Zx = 2km, k € Z sind doppelte Pole von f.

Berechnung des Koeffizienten a-1 der Laurent-Reihe um zo = 2k 7
1 1
cosz—1 cos(z—2kz)—1

, da cosz 2m-periodisch

Mit der Substitution U=z — 2Kz erhalten wir
1 1 1 1 1

cosz—1 cosu—1 —u24+ut A1+

U 1/2-u?/24+...

1 —b, -b
= —u—z(b0 +bu+hbu®+..) :u—2°+71+(—b2)+(—b3)u +...

= Res(f,2kr)=-D,.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 15-191

Berechnung von b

2
1=(b +bu+b u2+...) l—u—+... =&+Eu+.”
0T 2 24 2 2

Koeffizientenvergleich liefert
= b, =2, b=0 = Res(f,2kz)=0 VkeZ

Bei wesentlichen Singularitdten muss das Residuum mit Hilfe des Koeffi-
zienten der Laurent-Reihe bestimmt werden (vgl. Beispiel 2).

Bei p-fachen Polen kann man genauso verfahren (vgl. Beispiele 1,3,4),
man kann das Residuum in diesem Fall aber oft einfacher mit Hilfe der
folgenden Eigenschaft berechnen.

Satz 15-44: (Berechnung des Residuum bei p-fachen Polen)
Die Funktion f besitze in Zo einen Pol der Ordnung p. Dann gilt
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1 dr!

Res(f,z,) = T _1)|Z—>ZO e

(z-2)"f(@).

Spezialfall: Fiir einen einfachen Pol zo gilt
Res(f,z,)=1lim(z-z,)f(2).

Fiir einfache Pole kann das Residuum alternativ auch tiber die folgende
Eigenschaft berechnet werden.

Satz 15-45: (Berechnung des Residuums bei einfachen Polen)
Es sei f(z2)=g(z)/h(z) mit g, h holomorph auf U (z,), r>0 und g(z,)=0,
h(z,)=0, h'(z,)#0. Also f =g/h hat in 7o einen einfachen Pol. Dann gilt

Res(f,z,)= Res(g,zoj _9@) :
") T G,)
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Beispiel:

D f@2)=— :

27 +1 (z—j)(z+j)
= f hat die einfachen Pole z; = j und z; = —j. Nach Satz 15-44 gilt
T S B 1 1]

R f|:— —_— =, R f’_ — - —
s(hh=gg) =357 Rethb=g

2j 2

oder nach Satz 15-45 (kann benutzt werden, da zi einfache Pole) gilt

=i=—i, Res(f,~j)=o| =—-=3

Res(f, j) = — LI |
es(t. ) 2] 2 22| T 2) 2

2z|,_

z=—|j

2) f(z)=e"/sinz
= f hat die einfachen Pole zx = k7, k € Z. Nach Satz 15-45 gilt
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ek;r

coskrr

3) f(2)=("+)/(z+1)

— f besitzt den dreifachen Pol zo = —1.

Res(f,kz)= =(-D)*e*", keZ.

1
=—(1272°
2( )

Res(f,—l):%(z“ﬂ)” = 6.

z=—1 z=—1

1
C(z+D)(z-1)

— f besitzt den einfachen Pol z; = —1 und den 2fachen Pol 2 = 1

4) 12

1 1
Res(f,-1)= - =—,
(z-D)7|_, 4
’ 1
Res(f,l):‘((zﬂ)l) =—(z+)?| =-——
z=1 = 4
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sin Z

z*(cosz—1)

= f besitzt den dreifachen Pol zo = 0 und die einfachen Pole
Zx = 2km, k e Z\{0}

5) f(2)=

Res(f,0) :% (vgl. Beispiel 3, S. 15-3/4).

Res(f,2kz)= lim (Zz—2k7T)SIHZ — lim San+(Z—2k7zz')co.sz
ke 7%(cosz—1)  2kr2z(cosz—1)+ z°(—sin z)

2cosz+(z—2kxz)(—sin z)

= lim : 2
z-2kz 2(cosZ—1)+4z(—sinz)+ 2" (—cos 2)
2
=— , ke Z\{0
(2k7)’ &L}

(hierbei wurde zweimal die Regel von de I’Hospital ausgenutzt).
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6) f(2)=

Zsinz

= 20=0 ist doppelter Pol und zx=krz, k € Z\{0}, sind einfache Pole.

1)K
Res(f,kﬂ):( ! J O ez
sinz+zcosz ),,, kmcoskz  kx

2 Y ' o
Res(f,O):l( Z ] :( z j _ iy SN Z—2C0s7
z=0 z=0

1!l zsinz sin Z 20 sin® z
. COSZ—coSZ+1Zsinz . Z
=lim - =lim =0
20 2sInZcosZ 20 2. cOS Z
(Regel von de I’Hospital).
Oder mit Hilfe der Laurent-Reihe:
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1 1 1 1 1
= = =— (b, +bz+bz* +..
zsinz  2(z-72°/3!1+..) 7* 1-72/6+... Zz( p +0z+Db, )

=b,/2’ +b/z+b,+b,z+... = Res(f,0)=h,
mit 1=(b, +bz+b,2" +..)(1-2°/6+..)=b, +bz+..
= b, =0 = Res(f,0)=0.

Wir kommen nun zu dem fiir die Anwendung wichtigen Residuensatz.

Satz 15-46: (Residuensatz)
Es sei K eine geschlossene, positiv orientierte, stiickweise glatte Jordan-

Kurve. AuBerdem sei f holomorph in I (K) mit Ausnahme endlich vieler

isolierter Singularititen z,,2,,...z, € | (K). Dann gilt

jK f(2)dz=27]> Res(f,z,).
k=1
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Zur Berechnung von J.K f (z)dz miissen also die Residuen aller im Inneren

der geschlossenen Kurve K gelegenen isolierten Singularitidten zx von f
berechnet werden.

Beispiel:

1) Gesucht:f dz mit 7<r<2x

Ki(0) 7s1n Z

= .Ldz =27 j(Res(f,—7)+Res(f,0)+Res(f,7))
KZsinz

=27Z’j(_—1+0+_—1j=0.
/A T

(Berechnung der Residuen vgl. Beispiel 6, S.15-197/198).
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z

e
K z(Z+1)

z

2) Gesucht: I dz mit r>1

dz =27rj(Res(f,—l)+Res(f,0))

=27 ] [e—
Z|_

3) Die erweiterte Cauchysche Integralformel folgt sofort aus dem Residu-
ensatz. Es sei f holomorph in I (K, (z,)), dann gilt

J' &d2=2ﬂjRes[& 4 ]

K (20) (2 — 2,)™ (z—z)" "

=
J-Kr@ z(z+1)

+

szﬂj(l—el).
z+1

1 z=0

(da zo (n+1)-facher Pol).
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15.5.2 Berechnung reeller Integrale mit Hilfe des Residuensatzes

Man kann viele reelle Integrale, die im Reellen nur sehr schwierig oder
uiberhaupt nicht berechnet werden konnen, iiber den Umweg eines kom-
plexen Integrals berechnen. Die komplexen Integrale werden dann mit
Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes (vgl. Beispiele S. 15-101 ff) oder
mit Hilfe des Residuensatzes berechnet.

1. Integrale vom Typ
J._OO p(x)/q(x)dx, p,q Polynome mit gradq>2+grad p, q(x)#0 VxeR

Satz 15-47:
Essei f(z)=p(z)/q(z) eine rationale Funktion mit gradq> 2+ grad p

und g(x) # 0 VX eR (d.h. g darf keine reellen Nullstellen besitzen). Ferner
seien Z,,Z,,...Z,, die Nullstellen von ¢ in der oberen Halbebene (d.h. Im(z)
> (). Dann konvergiert das Integral mit
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p(x) u Ep j
dx=27j» Res| —,z, || (Im z, >0)
Lo q(x) Zl q " ‘

Anmerkung:
Da q keine reellen Nullstellen haben darf, muss der grad g eine gerade

Zahl sein, denn mit Z,, ist auch Z, Nullstelle von Q.

Beispiel:

1) Jmo L ox= T, demn
=x'+1 2

P(X) _
qx) x*'+1

= gradq=42>2+grad p. “

AR
P

Nullstellen von g in der oberen Halbebene:
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.w+2kr
W2)=0c2=-1=e" <z =¢ *+ ,k=0,1,2,3

=z,=e"", 7, =", 2,=7, 7,=1,.

ir/4 _ j37r/4

Imz >0=nurz,=¢

\/—(1+J) Z, \/—( I+ ]).

o 1 |
dx=2x]| Res| ——,z, |+Res| ——,z
J‘—oox +1 J [z4+1 Oj (z4+1 ID

. Z
=2

=2r] L | 4 j:_ﬂi(\/_(l+j)+—( 1+J)J

RS
47°|

1
_|__
47°

Z
_|_
4z7*

=1,

=27 |

4 —4) 2
-] 2] &
2 N2 N2
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2 1 o X T

2 d
) -[0 X +2x* +1 2= (x* +1)° 4

"

Das erste "=" gilt, da der Integrand eine gerade Funktion ist. Es gilt
gradq =4>2+grad p. Die einzige Nullstelle von g in der oberen

Halbebene ist z1 = j (doppelter Pol des Integranden).

2 2 2 '
I - X 5 dx=127szes( ZZ = j ( - j
0 X" +2X"+1 2 (z°+1) (z+j)

Lo jGheD+2 7
Qi) 4

Bevor wir den nichsten Integraltyp behandeln, benétigen wir noch den
folgenden Hilfssatz.

: 2
72_.22(2—!—]).—22
(z+])
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Hilfssatz:
Die Funktion f habe in X, € R einen einfachen Pol. Dann gilt

1rl—r>r01 K (%) f (Z)dz =7 ReS( f ’ XO),

Kelxp)
wobel K. (X,) der positiv orientierte Halbkreis um Xo

mit Radius r ist, also K_(x,) = {Z eC: z=x,+re’, tel0, 7[]}.

2. Integrale vom Typ
o COS X
j_ f(x){ }dx, a>0

sin aX

Satz 15-48:

a) Die Funktion f sein holomorph in {Z eC:Imz> O} mit Ausnahme
endlich vieler isolierter Singularititen zi, z2,..., Zn in der oberen Halb-
ebene, d.h. Im(zx) > 0.
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Ferner gelte lim f (z) = 0, dann konvergieren die Integrale fiir o> 0 mit

e cos ax Re L i
[ f(x){sinax}dx :{Im}(zz ij:;Res( f(z)e',z, )j (Im(z,) > 0)

b) Hat f zusétzlich endlich viele einfache Pole X1, X2,..., Xi auf der reellen
Achse, so gilt fiir & > 0 falls das uneigentlich Integral konvergent ist.

ro f (x){COS ax} dx = {?e}(zzjzm:Res( f(z)e',z, )j +
— m k=1

sin a X

|
+7szRes( f(z)e!,x, ), (Im(z,) > 0, x, eR)
k=1

Beispiel:
D W)=,

COoSax
a’+x?

dx=7?, (a> 0 fest).
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Der Integrand ist eine gerade Funktion, also gilt

COSOCX © COSaX
l(a) = j dx.

a’+x° 2 dwg? iyl

lim f (z) =lim——— =0 und f ist holomorph auf C\{+ ja} = nur die

Z—>0 Z—>0 a + Z
Singularitdt z; =ja liegt in der oberen Halbebene. z1 = ja ist einfacher
Pol von f. Auf der reellen Achse liegen keine Singularititen. Also gilt:

1. Fall: ¢>0
Ausnutzen des Satzes 15-48 a) liefert

1 . elz
l(a)=—Re| 27 JRes| ——, Ja
PENARNEIN

=7 Re je_ =7 Re ° _ZE :
2]a 2a 2a
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2. Fall: <0
a<0 = (—a)>0, da cosaX=cos(—a)X folgt mithilfe von Fall 1

» Cosax g j cos( oz)xd e
= a4+ X 2a

|(a)=%j

-’ + X
3.Fall: =0
1
1(0)=— j_
»a’ + X
nach Satz 15-47 berechnen oder bei gleichméiBiger Konvergenz bzgl. «
» COSaX
1(0 ——11m dx=1liml(a)=—
() 2 a—0 —ooa2+x a—0 ( ) 23_
Damit erhalten wir insgesamt

dx

© COS aX e e
J' dx =

—— , aelR, a>0.
0 a”+X 2a
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Anmerkung:
Das Integral konvergiert gleichmaBig bzgl. o, wenn f(z) = p(2)/q(2)

eine rationale Funktion ist mit gradq > 2 + grad p und
qx)=0, vxeR.

Das ist in diesem Beispiel der Fall, denn fiir f(z2) = 1/ (@ +1z°) gilt
gradq>2 + gradp und q(x) #0, VxeR.

Anmerkung:

Bei sin-Integralen dndert sich fiir & < 0 auch das Gesamtvorzeichen, da
sin(—a)X =—sinaX gijlt. Fiir o = 0 erhilt man hier den Integralwert = 0,
da sin0 = 0 1st.

2) JmszdX=£ und Jm SINX o4x = 1.
0 X 2 —0 X

Da der Integrand eine gerade Funktion ist, gilt
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© §1n X l = sin X
dx =— dx.
0 X 29 X

Fir die Funktion f(z)=1/z gilt lim f(z)=0, f ist holomorph auf
C\{0} und x; =0 ist ein einfacher Pol auf der reellen Achse.
Da lim sin X/x =1, ist der Integrand stetig auf R. Die Konvergenz des

Xx—0

Integrals haben wir bereits frither gezeigt.

Nach Satz 15-48 b) gilt also (mit =1 > 0)

(e8] 1 JZ
I SN X 4 = Im£7zj Res(e?,On =Im(z]-1)=n.

-y
 [S0E g2
= X(r" = X7) T
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Fir f(z2)= gilt lim f(z) =0, f ist holomorph auf C\ {£7,0},

2(r* -17°) e
X1 =—m X2=0 und X3 = 7 sind einfache Pole auf der reellen Achse,
sin X 1 sin X cos X 1

und lim —————= lim =
? xorr X(77 —X7) ot gt =3X 277

lim ———=
=0 X(r”—=X") &

= der Integrand ist stetig auf R, fiir X — oo verhélt sich der Integrand
wie 1/x* und J.loo 1/%° dx, I_: 1/x* dx sind konvergent

©  sinX
Nach Satz 15-48 b) gilt also (mit =1 > 0)

©  sinX : e”
I_OO mdx = Im(ﬂj (RGS[[W,—EJ‘F...
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dx ist konvergent.

ejz eJZ
...+ Res T’O + Res — S 2
Z(r”=X") Z(r"=X")
=Im| 7] e + ! + e”
r*=3(-n)y x° n*-3x

_ 1 I P T
_”Im(( 2(e +e j+]j

lem(—jCOSﬂ'-i- j)zz.
T T

4) Fourier-Transformation

F{EO}o) =] f®e™dt=[ f(t)cosstdt—j| f(t)sinstdt.

Beide Integrale lassen sich, falls die Voraussetzungen erfiillt sind, mit
Hilfe von Satz 15-48 fiir s > 0 berechnen. Sei also fiir s > 0
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u(s) = Zﬂjzm:Res( f(z)e’, zk)+7zjzllRes( f(2)e™, %),
k=1 k=1

wobei zx die Singularitidten von f mit Im(zk) > 0 und Xk die einfachen
Pole auf der reellen Achse sind. Dann gilt

(u(ls),  falls s<0

f{ f (t)} (s)=4Re(u(0)), falls s=0

u(ls),  falls >0

Das Ergebnis fiir s = 0 gilt nur bei gleichméBiger Konvergenz bzgl. s.
Beispiel:

a) F{f®}(s)=2 fir f(t)= L aso

a’ +t?

Fir f(z)=

— gilt lim f(z) =0, f ist holomorph auf C\{% ja},
a’+z e
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Z1 = ja ist einfacher Pol in der oberen Halbebene. Also gilt fiir s> 0

jsz jsia
u(s):27szes( ze 2,jajzznje_ Lo
a +z 2jJa a

Es gilt gleichmaBige Konvergenz des Integrals bzg. s, da gradq > 2
+ grad p. Damit ergibt sich die gesuchte Fourier-Transformierte zu

f{ 1 }(S)zzeas, seR, a>0.
a

a’+t?

b) F{f®}(s)=2 fir f(t)=ﬁ,a>0.

Fir f(z)=

% gilt lim f (2)=0,  ist holomorph auf C\ {ja},
a’+z 2>

Z1 = ja ist einfacher Pol in der oberen Halbebene. Also gilt fiir s> 0
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jsz :
u(s):27szes[ fe 5 ,ja]=27rj Jae_ = jme™®.
a +z 2

Hier gilt keine gleichméaBige Konvergenz des Integrals bzgl. s, aber
f ist ungerade Funktion, also ist F{ f} ein reines sin-Integral, das

fiir s = 0 gleich Null ist (das cos-Integral ist Null als Cauchyscher
Hauptwert). Damit ergibt sich die gesuchte Fourier-Transformierte zu

jre®¥ fallss<0

f{ t 2}(s)= 0, falls s =0

a’+t

—as|

jre™", fallss>0
3. Integrale vom Typ
J.:&;() dx, O<a<l

X
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Satz 15-49:
Es sei R(X) = p(x)/q(X) eine rationale Funktion mit gradq > 1 + gradp

und g(x)#0, YXeR mit x> 0. Ferner seien Zi, 2»,..., Zn alle Pole von
R(z)in C. Dann gilt flir 0 < ¢ < 1

» R(X el ™ & R(z -
J. ( )dX: : Res L,Zk , 2% =|z|” ", 0<argz < 2.
0 x“ sin et 4o z”

Beispiel:
0 0 j/r/2
P g L gem 1
0 X(1+ X) o Ix(1+x)  sinz/2 22(1+2)
| N V S 4
7[(_1)1/2 o |1|1/2 ej;r/Z o J
(da a=1/2, e* =j, sinz/2=1, arg(-1)=7)
Die Voraussetzungen des Satzes 15-49 sind fiir R(z) =1/(1+ z) alle erfiillt.

=T7T.

=]
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4. Integrale vom Typ
j:’ R(x)dx und jo‘” R(X)Inx dx

Satz 15-50:
Es sei R(X) = p(x)/q(x) eine rationale Funktion mit gradq > 2 + gradp

und g(X)#0, VXeR mit Xx>0. Ferner seien 21, 2,..., Z» alle Pole von
R(z) in C. Dann gilt

a) j: R(X)dx = —Zn: Res(R(z)logz,2, )

b) I:R(X)lnxdx=—%Re(ZRes(R(Z)(logz)z,zk)j
k=1
mit logz=In|z|+jargz, O<argz<2rx
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Beispiel:

(mit 2, =—1,2, ;=% j)

log(—l) log | N log(—])
2 (1+J)2J (1-1=2])

=— —(1n1+ j7z)+14—JJ(lnl+ j%j——lj( 1+ j%)j

_ j_7r+£_j7r_37z_j37z)_£
2 8 8 8 8 4

Die Voraussetzungen des Satzes 15-50 sind fiir die Funktion

1
R(z)= (1+2)(1+2%)

erfiillt, da gradq > 2 + gradp und q(x)#0, VXeR mit x>0.

0 1 _ log z
b, Troid) = Z‘Re ((l+z)(l+z) J
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N

» InXx 1 (log 2) 11 2\
2) '[0 (1) dX—2Re£R [(Hz) ID— 2Re[z((logz))

:—lRe (logzj :—lRe (l—lcz)gzj
2 Z J),_, 2 z .

=—1Re 1—(11’11-2 I7) =—1Re(l— ) =—l.
2 (-1 2 2

Die Voraussetzungen des Satzes 15-50 sind fiir die Funktion

R(z)=1/(1+2z)
erfiillt, da gradq > 2 + gradp und gq(x)#0, ¥XeR mit x>0.

Anmerkung:
Ist die rationale Funktion gerade, so gilt IOOO R(t)dt=1/2 J._OO R(t)dt. In die-

sem Fall berechnet man das Integral einfacher nach Satz 15-47.
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5. Integrale vom Typ
'[02” R(cos X, sin X)dx

Satz 15-51:
Es sei R(cos X,sin X) eine rationale Funktion in cos X und sinX. Ferner sei

R'(2)= R((z + Z’l)/2,(z 7! )/Zj)/jz und zi, 2,..., Zn seien die Pole
von R* mit |zc| < 1 (R" hat keine Singularititen auf K;(0)). Dann gilt

Iozﬂ R(cos X, sin X)dX:27szn:Res(R*,zk), z,|<1.
k=1

Beispiel:

I_Jvr COoS 2X _I cos2x _l 27 COS2X dx
05—3cosx 75— 3cosX 290 5-3cosx

(da Integrand gerade Funktion)  (da Integrand 2m-periodisch)
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Da cosZX:l(ejszrejzx)zl(zersz mit z=e", gilt
2 2

z
=lj (22+1/22)/2 _Ldz
27®5-3(2+1/2)/2 jz

-1 ' +1 I ' +1
2j%Oz*(32° -10Z +3) 2jI%®3z*(z-3)(z-1/3)

4 4
=—-27 ]| Res| — 22 *l ,0 |+Res| — 22 *l ,l
2] 2°(3z° =10z +3) 2°(3z°-10z+3) 3

el ) z*+1
=—7 > H
327 -10z +3 3z2°(z-3)

z=0 z=1/3
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47°(32° —10z+3)—(z* +1)(62-10) N 1+3*
(3z° —10z+3) 9(1-9)

10 82 T
= ——— | ==,
9 8-9) 36
In diesem Beispiel ist R* holomorph in I (K, (0)) bis auf z1 =0 (doppelter
Pol) und z> =1/3 (einfacher Pol).
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15.5.3 Berechnung der inversen Laplace-Transformation mit
Hilfe des Residuensatzes

Sei f:[0,00) > R Originalfunktion geméf Definition 11-2 (vgl. S. 11-2),
d.h. T ist stiickweise stetig in jedem abgeschlossenen Teilintervall [0,b]
[0,00) und wachse fiir t — oo hochstens exponentiell, d.h. | f (t)] < Me" WVt
>t mit c>0,M >0.

Dann existiert die Laplace-Transformierte F= £{f} von f mit

F(2)=L{f(1)}(2)= j;” f(t)e?dt, Rez>o.

Ist nun F gegeben, so ist f = L71{F} die inverse Laplace-Transformierte
von F. f ist bis auf die Sprungstellen eindeutig bestimmt. Unter gewissen
Voraussetzungen an die Funktion F kann f = £71{F} mit Hilfe des Resi-
duensatzes berechnet werden. Zunichst zeigen wir folgende komplexe
Umkehrformel.
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Satz 15-52: (Komplexe Umkehrformel der Laplace-Transformation)

Es sei f:[0,00) > R Originalfunktion und F deren Laplace-Transformierte.
Ist f zusatzlich stiickweise glatt, so gilt Vt> 0 fiir die f stetig ist

_ 1 2t i |G
f(t)_mIGrF(z)e dz, r>0

Hierbei ist G; die Gerade G,={z=7+]y: y € R}. 0 a T

Fiir gewisse Funktionen F ldsst sich das Integral IG F(z)e*dz mit Hilfe
des Residuensatzes berechnen, s. folgenden Satz.

Satz 15-53: (Inverse Laplace-Transformation)

Es sei F die Laplace-Transformierte einer stiickweise glatten Originalfunk-
tion f. Ferner sei F holomorph auf €C mit Ausnahme endlich vieler iso-
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lierter Singularititen zi, 2»,..., Z» mit Re(zk) < 7 und 7 > o, und es gelte
lim F(z)=0. Dann gilt fiir die inverse Laplace-Transformierte

f(ty=£"{F} :Zn:Res(F(z)eZt,zk)

in allen Stetigkeitsstellen von f. An den Sprungstellen wird jeweils der
Mittelwert ( f (t,+)+ f(t,—))/2 angenommen.

Beispiel:

) fO=L{F@lt)=2 fir F(2)= 1

2> +27+5
F(z) ist holomorph auf C\ {—~1£2j} und limF(z)=0

7t 7t
= f(t)=Res 26—,—1+2j + Res Ze—,—l—Zj
Z7°+272+5 Z°+27+5
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ezt ezt
= +
£2z+2] _ (2z+2]
z=—142]

e—tezjt e—te—z jt 1 o
= — + — =—¢ sint
4] —4 ]

7=—1-2]j

f ist Originalfunktion und glatt auf [0, «). Also gilt

| |
f)=L"'{——}(t)=—e'sin 2t.
© {22+2z+5}() 2

2) Gegeben sei die DGL y"+5y"+4y=t, y(0)=y'(0)=0. Anwendung
der Laplace-Transformation liefert

LL{y" +5L{y} +4L{y} = L£{t]
1

= (ZL{y} - 2y(0+) - y'(0+)) +5(zL{y} - y(0+)) +4L{y} = -
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da y(0)=Yy'(0)=0

:>(22+52+4)£(y):zl—2:£(y)= :

2°(2° +52+4) B

F(2) ist holomorph auf C\ {0, —-1,—4} und limF(z)=0

Z—>0

F(2)

:>y<t>=fl{ 1 }(t)

2°(2° +52+4)

eZt

=Res| — ,0 |+Res(...,—1)+Res(...,—4)

Z°(z+1)(z+4)

eZt ' e—t e—4t
= 2. 2724 t—t

Z-+52+4 3 16(-3)
z=0
_ t(22+52+4)_(22+5) ezt le_t _ie_4t
(2> +52+4) 3 48
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y 1st Originalfunktion und glatt auf [0, c0). Also gilt

1 1 1 5
y=—e'——e™+-t—— st die gesuchte Losung.
y() 3 48 4 16 8 8

Bei der Berechnung der inversen Laplace-Transformation miissen hiufig
die Residuen fiir z, und z, (z.B. konjugiert komplexe Pole, vgl. Beispiel
1, S. 15-(a-3)) berechnet werden. Unter gewissen Voraussetzungen an die
Funktion f kann hierbei die Aussage des folgenden Satzes benutzt werden.

Satz 15-54:
Sei G — C Gebietund G’ = {z eC: 7' ¢ G} das Spiegelbild von G an der
reellen Achse. Ferner sei f bis auf z, €G und z; € G’ holomorph auf G

und G’, dann gilt
f(z)=f"(z) V2eG\{z,} = Res(f,z;) =(Res(f,z,))
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Beispiel:

f(z)= % e”, p,q Polynome mit reellen Koeffizienten
g(z

= p(z")=p(2), 9(z")=q"(z) und
e 7't — e(X—jy)t — eXte—iyt — (eXt )*(elyt )* — (ezt)* vz c C
= f(z")=f'(2), VzeC bis auf die Singularititen z, .

Also gilt bei der Berechnung der inversen Laplace-Transformation von re-
ellen rationalen Funktionen die Eigenschaft

Res EE e”, ij = LRes [M e",z, n :
q(z) q(z)

Somit gilt fur das Beispiel 1 auf S. 15-(a-4))

eZt ] e—tej2t eZt ] e—te—th
Res{—5———,—1+2jt=——— = Res{ 57—, 1-2j =
Z°+27+5 4] Z°+27+5 —4 ]
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Anmerkung: (Abzahlbar unendlich viele isolierte Singularitéten)

Satz 15-53 (Berechnung der inversen Laplace-Transformation mit Hilfe des
Residuensatzes) gilt auch noch, wenn F abzdhlbar unendlich viele isolierte
Singularititen zx mit Re(zk) < 7 besitzt und F zusitzlich zu den Voraus-
setzungen von Satz 15-53 die Eigenschaften

\F(z)\s':/'—k vzeK, (0) mit k>0

n

und M unabhingig von n erfiillt. Hierbei sei (r,),_, €ine monoton wach-
sende Folge von Radien mit rhn — o und F habe keine Singularititen auf
K, . In diesem Fall gilt

f(t)=iRes(F(z)e“,zk)

in allen Stetigkeitsstellen von f.
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