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16 Numerische Mathematik

16.1 Lineare Gleichungssysteme
16.1.1 Gaul} Algorithmus

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax =b mit einer reguliren
n x n Koeffizientenmatrix A und der rechten Seite b. Da A regulir ist,
ist das Gleichungssystem eindeutig 10sbar. Die erweiterte Matrix

a, o, | b
nl o alm bn

a

lasst sich mit Hilfe des Gau3 Algorithmus auf folgende Form bringen:

" ha | G
0 r. |c,
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Somit erhalten wir das lineare Gleichungssystem Rx = ¢ mit einer oberen
Dreiecksmatrix R und der neuen rechten Seite c.

Bei diesem Gleichungssystem Rx = ¢ lassen sich durch Riickwaértseinset-
zen, d.h. beginnend mit der letzten Zeile, die Unbekannten x,.x, 1,...,x;
berechnen.

Fiir die Umwandlung des Gleichungssystems sind die folgenden Gauf3-
Schritte notwendig:

a) In der ersten Spalte Nullen erzeugen

a, dp a,, | b
a, dy a,, b,
anl anZ e ann bn

Falls a;; # 0 (sonst vorher Zeilentausch), berechne:
(i-te Zeile) — a;/ay; - (1te Zeile), also mit [, = a;1/a,
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Da wir die neuen Werte @, und b, wieder auf den gleichen Speicher-
platzen speichern, schreiben wir im folgenden wieder a;, und b; an-
stelle von g, und b,. Da die neuen Werte a;; =0 (i =2,...,n), und wir

diese Nullen nicht mehr bendtigen, speichern wir auf diesen Speicher-
platzen die Vorfaktoren /;; = a;;/a;,. Damit erhalten wir nach dem Iten
Schritt folgendes neue Schema:

a4y a, | b
Ly ay, @, | b,
ln 1 an 2 ann bn
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b) In der zweiten Spalte Nullen erzeugen
Falls a,, # 0 (sonst vorher Zeilentausch), berechne:
(i-te Zeile) — ap/ay, - (2te Zeile), also mit [, = ap/ar)

~

ay =a; —l,-ay,, a,=0

l

7 aiZ .
b=b-1,-b, [,= , (i=3,...mk=3,...,n).

1
a,,

Wir speichern wieder die Vorfaktoren [/, = a;p/ay, auf den Speicher-
pldtzen von a;. Fahren wir so fort bis zur vorletzten Spalte, so erhalten
wir nach dem letzten Schritt das folgende Schema:

"y Ny = haa hy | G
. 7, Fon1 T | G2
Ly L, . Ba1 By | G
lnl ZnZ o ln,n—l rnn Cn
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Mit der Linksdreiecksmatrix L und der Rechtsdreiecksmatrix R

1 0 T M
L= ZZ_I 1 R = " "on
L Ly 1 0 Vo
gilt
A=LR

denn z.B. liefert die 2te Zeile mal der k-ten Spalte
byrutra=hiaytdy=ay (k=1,..,n),
da 7, =ay; (1te Zeile wird nicht verdndert) und
Fop =dox = ay — by aye (k=1,...,n),
vgl. Schritt a). Also gilt
Ax=b < LRx=b < {Lc=b, Rx=c}
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Zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax =b sind also 3 Schritte
durchzufiihren:

1) A=LR (LR-Zerlegung)
2) Le=b  (Vorwirtseinsetzen)

3) Rx=c¢ (Riickwirtseinsetzen)

Pivotstrategien

Das Element, durch das bei der Berechnung der Vorfaktoren /; dividiert
wird, wird Pivot genannt. Falls jeweils die auftretenden Diagonalelemente
# 0 sind, so konnen diese als Pivot verwendet werden. Diese Pivotstrategie
nennt man Diagonalstrategie.
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1) Diagonalstrategie

Ist das jeweilige Diagonalelement # 0, so benutze man dieses Diagonal-
clement als Pivotelement. Die Diagonalstrategie ist nur sinnvoll bei diago-
naldominanten Matrizen. Dabei heilit eine »n x n Matrix diagonaldominant,
wenn gilt

n

>

k=1Lk#i

a a,| Vi=1,...,n.

il

In allen anderen Féllen kann die Diagonalstrategie zu gro3en Rundungs-
fehlern fiihren, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel:
0.00035 1]1.2224
1 1] 2.333

Die exakte Losung lautet x; =1.111, x, =1.222. Eine Rechnung mit
Sstelliger Genauigkeit liefert bei Diagonalstrategie
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G may - Pla, =1-— L _ 2g56.1
22 g, " 0.00035 '
~ 1.2224
by=b —2Lp =2333- = -3490.3
a,, 0.00035
also
0.00035 1 1.2224
0 —2856.1 | —3490.3
¥, = 3490.3 S12221, x = 1.2224 -1.2221 _ 0.0003 085714
2856.1 0.00035 0.00035

Wir erhalten also in diesem Beispiel bei Benutzung der Diagonalstrategie
sehr ungenaue Ergebnisse. Vertauschen wir vorher die 1te Zeile mit der
2ten Zeile, so erhalten wir ein wesentlich besseres Ergebnis.
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1 1] 2.333 1 1 2.333
(0.00035 1‘1.2224) = (0 0.99965‘1.2216j
12216
0.99965

=1.222, x,=2.333-1.222=1.111

Xy

Also ist es sinnvoll, die Zeilen zu vertauschen, wenn das Pivotelement
betraglich klein ist. Numerisch giinstig ist es, wenn das Pivotelement
betraglich moglichst grof3 ist, weil dann der Vorfaktor /; betraglich klein
und damit der Rundungsfehler nicht zu groB wird. Diese Uberlegung fiihrt
zur Spalten-Maximum-Strategie.
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2) Spalten-Maximum-Strategie

Sollen in der j-ten Spalte Nullen erzeugt werden, so bestimme man das ab
dem Diagonalelement betraglich grofte Element in dieser Spalte, d.h.

al.j‘ und £ =argmax al.j‘

Jj<i<n

| = max

j<i<n

Dann vertausche man die j-te Zeile mit der k-ten Zeile.

a, a}n
a.jj a!n
a.kj a{m
0 a, a,
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Sind die Matrix-Elemente in den einzelnen Zeilen sehr unterschiedlich
grof3, so sollte man vor der Suche des Spaltenmaximums eine Normierung
vornehmen, d.h.

~ aij .o
a, = , 1<i,j<n

ij n
/=1

Diese Normierung wird nicht explizit durchgefiihrt, sondern bei der Pi-
votwahl beriicksichtigt. Das Pivotelement der j-ten Spalte ermittelt man
somit wie folgt

a,

a..
ij .
k = arg max = a,, = Pivotelement
. n g
J<i<n
a;
I=1
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Berechnung der Determinante

Beachtet man die Zeilenvertauschungen, so ldsst sich aus der Matrix R
einfach die Determinante von A berechnen. Es gilt

detA=(-1)'[r,, da tdetA=det(LR)=detLdetR=]]r,,
i=l1

i=1

wobei s die Anzahl der Zeilenvertauschungen angibt.

Die LR-Zerlegung und die Veranderung der rechten Seite (Vorwartsein-
setzen) werden in zwei getrennten Schritten durchgefiihrt. Dies hat den
Vorteil, dass die LR-Zerlegung nur einmal durchgefiihrt werden muss,
wenn mehrere lineare Gleichungssysteme mit der gleichen Koeffizienten-
matrix A aber verschiedenen rechten Seiten by, b,,..., b,, gelost werden
sollen. Also nur die Schritte Vorwartseinsetzen und Riickwartseinsetzen
sind mehrmals auszufiihren.
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Berechnung der inversen Matrix A’
Es gilt

AX=E & As;=e, (i=1,...,n).

Hierbei ist E die Einheitsmatrix, X die gesuchte inverse Matrix Al s,
der i-te Spaltenvektor von A™' und e; der i-te Einheitsvektor. Also miis-
sen zur Berechnung der inversen Matrix A~ # lineare Gleichungssysteme
mit der gleichen Koeffizientenmatrix A, aber verschiedenen rechten Sei-
ten e,e,,....e, geldst werden.

Im folgenden Algorithmus werden die Zeilenvertauschungen auf einem
Vektor p gespeichert. Dies bendtigt man fiir das Vorwirtseinsetzen, da ja
erst hier die rechte Seite umgeformt wird.

Die Werte /; werden auf a;; gespeichert, der Vektor ¢ und der Losungs-
vektor x werden auf b gespeichert. Die Werte a; der Matrix A und die
Werte b; der rechten Seite b werden also bei der Durchfiihrung des
GaulB3-Algorithmus verandert. Benotigt man die Werte der Matrix oder der
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rechten Seite nach Beendigung des Algorithmus noch fiir andere Zwecke,
so mussen diese Werte vorher gesondert gespeichert werden.

Matlab-Programm (Gaul3-Algorithmus)

det=1;
for k=1:n-1
max = 0;
p(k) =0;
fori=k:mn
s=0;
forj=k:n
s = s + abs(a(1,)));
end
q = abs(a(i,k))/s;
if q>max
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max = (;
p(k) =1;
end
end
if max ==
det = 0;
break;
end
if p(k)~=k
det = —det
forj=1:mn
h = a(k,);
a(k,j) = a(p(k).j);
a(p(k).)) = h;
end
end
det = det * a(k,k);
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fori=k+1:mn
a(i,k) = a(i,k)/a(k k);
for j=k+1:n
a(i,)) = a(i,)) — a(ik) * a(k,);
end
end
end
det = det * a(n,n);
if det==
disp(’Matrix singulér’)
else

fork=1:n-1
if pk) ~=k
h =b(k);
b(k) = b(p(k));
b(p(k)) = h;
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end

end
fori1=2:n
forj=1:1-1
b(1) = b(1) — a(1,)) * b();
end
end

fori=n:—1:1
s = b(1);
fork=1+1:n

s =s — a(1,k) * b(k);

end
b(1) = s/a(i,i);

end

end
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Rechenaufwand

Bei der LR—Zerlegung (3 ineinander geschachtelte Schleifen) betriagt die

Anzahl wesentlicher Rechenoperationen fiir ein n x n Gleichungssystem
1/3 (0’ — n) = O(n).

Beim Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen (je 2 ineinander geschachtelte

Schleifen) benotigt man noch

12 (n* —n)=0m>) bzw. 1/2 (> +n)=0w)
Rechenoperationen. Der vollstindige GauB3-Algorithmus erfordert somit
1131 +n*=1/3n

wesentliche Operationen.

Der Aufwand in der Zerlegungsphase bedingt einen hohen Rechenaufwand
bei grof3en Gleichungssystemen. So bedeutet z.B. eine Verdoppelung der
Zahl der Unbekannten eine Verachtfachung des Rechenaufwands. Wir
werden spiter iterative Verfahren behandeln, die zur Bewaltigung sehr
grofler Gleichungssysteme besser geeignet sind als der Gaul3-Algorithmus.
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16.1.2 Genauigkeitsfragen, Fehlerabschitzung

Trotz guter Pivotstrategie treten bei der Berechnung der Losung eines line-

aren Gleichungssystems Rundungsfehler auf. Wir wollen versuchen, die

auftretenden Rundungsfehler abzuschitzen. Um Aussagen tiber die Fehler
machen zu konnen, benotigen wir neben den schon bekannten Maf3zahlen
fiir die GroB3e eines Vektors (Vektornormen, ||x||) auch Mallzahlen fiir die

Grofle einer Matrix (Matrixnormen, [|A])).

Matrixnormen

Ist Ax=b, so gilt ||Ax|| =||b]| mitirgendeiner Vektornorm [|-||. Fiir die

Matrixnorm ||A|| soll gelten

X
also HAH > HHXHH

Dies motiviert die folgende Definition.
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Definition 16-1: (Matrixnorm)
Der zu einer gegebenen Vektornorm definierte Zahlenwert

HAH max -—— —maxHAxH
X0 HxH [x]=1

heiflt zugeordnete oder natiirliche Matrixnorm.
Fiir die Matrixnorm gelten die folgenden Eigenschaften.

Satz 16-1: (Eigenschaften der Matrixnorm)
A|>0 firalleA, |A|=0<A=0

cAH = ceR

A+B|<
AB] <] |5}
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Da in der Anwendung unterschiedliche Vektornormen benutzt werden, er-
halten wir auch entsprechend unterschiedliche Matrixnormen. Im folgen-
den werden zwei Beispiele behandelt.

1) oo-Norm
HXH =max|x,[, (Maximumnorm)
1<i<n
HAH H x‘ = max max Zalkxk maxmaxZalkxk < maxz a,
HXH X[, =1 1<i<n i<i<n |x], 1si<n =

da |x; <||x||» fiiralle £=1,...,n. Das Gleichheitszeichen wird ange-
nommen fiir den Vektor x mit x;, = sgn(a;). Also gilt fiir die co-Norm

HAH = maxZ‘a k‘ (Zeilensummennorm)

1<i<n
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2) 2—Norm

x|, =vx"x= ixf (euklidsche Norm)
‘AXH —maxw/ (AX)" Ax = max \/ x"A"Ax (spektral Norm)

[x Hz [x],=1

A],=m

Die Matrix A’A ist symmetrisch und posmv semidefinit, denn
(A"TA) =A"(A") =A"A und

2 2
HAXH2 =x"(ATA)x=(Ax) (Ax)=y'y = HyH2 > 0.

Damit ist also ¢(x) =x'(A’A)x eine positiv semidefinite quadratische
Form, die wir im folgenden genauer untersuchen wollen.

Anmerkung:
Ist A reguldr, so ist die Matrix A’A sogar positiv definit, denn

HAxH2 =0 < Ax=0 < x=0 (daAregular)
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Da (A'A) symmetrisch und positiv semidefinit ist, sind alle Eigen-
werte von (A’A) reell und > 0. Die zu Eigenwerten zugehdrigen FEi-
genvektoren stehen senkrecht aufeinander.

Es seien > ... > 1, > 0 die Eigenwerte von A’A und X1,Xo,....X,
die zugehorigen Eigenvektoren mit

{1 flir i=j

T
X, X, = :
’ 0 firi=j

J

Die Eigenvektoren x; bilden eine Basis des R”. Somit ldsst sich jeder
Vektor x € R” mit |[x|l, =1 als Linearkombination der Eigenvekto-
ren X, schreiben, d.h.

;
X=) cX,
i=1
I 5 . .
[x[, = _[;C jchxf T L ceXx; =26 =1

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-23

Also gilt

g(x)=x"A"Ax = (ZCIXTATj[iCjAX]} = iicl.cjfoTij
=1

i=l1 i=l j=1

—Zchchjxlx —Zc 1 < yIZc =, da ATAX, =px,

i=l j=1

Das Gleichheitszeichen wird fiir x = x; (Eigenvektor zu z) ange-
nommen und es gilt

A, =m

1/q(x maX\/xTATAx \/;1,

wobei 1 den groBten Eigenwert von A’A angibt. Fiir A regulér soll
nun |[A”'||, untersucht werden. Wir konnen schreiben

a7, =

[x Hz

wobei 77; den grof3ten Eigenwert von
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(A—I)TA—I — (AT)—lA—l — (AAT)—l
bezeichnet. Da AA” wegen
AT (AANHA=(AT"AATA=ATA

zu ATA dhnlich ist, besitzen AA” und A'A die gleichen Eigenwerte
12 ... > i, > 0. Die Matrix (AA”)™" hat dann die reziproken Ei-
genwerte 1/4, > 1/1,-1 ... > 1/ > 0. Der grofite dieser Eigenwerte ist
1/14,, wobei u, der kleinste Eigenwert von A’A ist. Folglich gilt

1
=T

mit 1, dem kleinsten Eigenwert von A’A.

271, -

Spezialfall:
Fir A symmetrisch gilt: A’A = A®. Ist A Eigenwert von A, so ist A°
Eigenwert von A’A = A% Also gilt fiir symmetrische Matrizen
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AL =pa] und A7), =

n

wobel A4; bzw. 4, den betraglich grofiten bzw. kleinsten Eigenwert
von A bezeichnen.

Anmerkung:

Um ||A™"||.., d.h. die Zeilensummennorm, berechnen zu konnen, benétigt
man die inverse Matrix A~'. Bei der Berechnung von ||A™'|, benétigt
man nur den kleinsten Eigenwert von A’A. Ein Verfahren zur Berechnung
des kleinsten Eigenwerts wird spater behandelt (vgl. Wielandt-Verfahren).

Fehlerrechnung

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax =b mit der regularen Ko-
effizientenmatrix A. Ferner sei x die exakte, X. die berechnete Losung
des Gleichungssystems, Ax = x.—x der Fehler und r = Ax, — b. Dann gilt
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AAX=A(X, —X)=AX,—Ax=Ax.-b=r = Ax=A"r.
Also gilt beziiglich einer beliebigen Norm
x| A~ A ]

MW A

Definition 16-2: (Konditionszahl einer Matrix)
Der Zahlenwert

bl

-Jalla- el L o )= ast<|als] = [+ ;

cond(A) = HAH HA‘1 H

heiflt die Konditionszahl der Matrix A beziiglich der verwendeten Norm.

Mit dieser Konditionszahl lautet die obige Fehlerabschiatzung fiir den rela-
tiven Fehler

PPN

x| ol
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Der relative Fehler der Losung eines linearen Gleichungssystems hiangt al-
so wesentlich von der Konditionszahl der Koeffizientenmatrix A ab.

Die Konditionszahl cond(A) ist immer > 1, denn es gilt stets
1=|E]=|AA"|<[A]|A7|= cond(A).

Die Konditionszahl ldsst sich fiir die oo-Norm nur sehr aufwendig berech-
nen, da man fiir ||[A™'||.. die komplette inverse Matrix A~' benétigt.

Einfacher ist die Berechnung der Konditionszahl fiir die 2-Norm, denn es gilt

cond(A) = [ M groBter Eigenwert von AT A
4, kleinster Eigenwert

sowie flir symmetrlsches

1 . . .
cond(A) = u .. /A, betraglich grofiter Eigenwert

. . : A=A"
‘ //”n‘ A, betraglich kleinster Eigenwert von
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Storung in den Koeffizienten

Wir fithren nun eine genauere Fehleranalyse fiir den Fall durch, dass die
Matrix A um AA und die rechte Seite b um Ab, z.B. aufgrund der end-
lichen Darstellungsgenauigkeit im Computer, verdndert werden.

(A+AA)(x+Ax)=(b+Ab) (Ax Fehler der Losung)
= (A+AA)Ax=b+Ab—-Ax—-AAx =Ab—-AAx (da Ax=Dh)

= Ax = (A +AA) "' (Ab - AAx) = (A(E + A‘lAA))_l (Ab — AAX)
= HAXH <|A7]|cE+ A an) | (flab]+|aA]|x])

. b
< an  Hlepanl

Um den mittleren Ausdruck auf der rechten Seite weiter abschitzen zu
konnen bendtigen wir die Ungleichung
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1
1— HA‘IH |AA

die hier nicht bewiesen werden soll. Also gilt unter der Voraussetzung,
dass [[A”'|| |[AA]| < 1 ist die Abschitzung

e T L W) e o )

A Tiaal L 1= |A7Jaa] Al [A]

[(E+A7AA) | <

. falls [A7'][aA] <1

. cond(A) (HAbH HAAH
[—cond(A) [AA|/[A]L [b] |

j éa ] b

Bei einer d-stelligen Gleitpunktrechnung sind die relativen Fehler fiir belie-
bige kompatible Normen von der Grof3enordnung

HAbH lo—d’ H H ~5-10" d
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Ist die Konditionszahl
cond(A)~10“ mit 5-10°7 << 1,

so kann man den relativen Fehler qualitativ durch

HT HH <10*“*', cond(A)=10“ Konditionszahl, 10~ Rechengenauigkeit
X
abschitzen.

Bei groBer Konditionszahl (also groem «) erhilt man einen grof3en relati-
ven Fehler. Dieser Fehler kann kleiner gehalten werden, wenn man die
Rechengenauigkeit (also d) erhoht. Es sollte immer d >« gelten.

Beispiel:
0.990005 0.979996 b 1.95840828 1.8
= , = f— X =
0.979996 0.970004 1.93859352 0.18
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Rechnung mit 5-stelliger Genauigkeit, d.h. d =3, liefert

A+AA:(0.99 0.98} b+Ab:(1.9584j

0.98 0.97 1.9386
0.99 098 |1.9584 x4 Ax— 1.9782
0 -0.0001 0 Lo

Da A symmetrisch ist, ergibt sich die Konditionszahl bei Verwendung
der 2-Norm zu cond(A) = |4,|/|4,|. Die Eigenwerte einer 2 x 2 Matrix las-
sen sich wie folgt berechnen.

a c a—A
A—(c bj’ det(A—lE)—det( .

2
= A,= a+b_\/(a;bj —ab+c?
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2_
b ﬂ) A —(a+b)A+ab-c’




Fiir unser Zahlenbeispiel erhalten wir

A1 =1.9600515, A, =—0.0000425
und
cond(A) =46092~4 - 10" = a~4.

Mit diesen Werten ergibt sich die Abschitzung des relativen Fehlers zu

Die Abschitzung zeigt, dass das Ergebnis nicht einmal auf eine Dezimal-
stelle nach dem Komma genau ist.

Definition 16-3: (Hilbert Matrix)
Die n x n Matrix

1
i+j—-1

A= (a..) mit a, =
Y/i,j=1,..n t

y
heif3t Hilbert Matrix.
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Die Inverse der Hilbert-Matrix ergibt sich zu

A" =B=(b) ey CDT (i D! (n+ j—1)!
i,j=1,....n

i T =1 (i—DPm=-i)! (-DP(n— )

Hilbert-Matrizen liefern ein Beispiel fiir schlecht konditionierte Matrizen.

Beispiel:

1) n=4
1 1/2 1/3 1/4 16 —120 240  —140

|1/2 1/3 174 1/5 L |-120 1200 -2700 1680

1/3 1/4 1/5 1/6| T 240 -2700 6480 —4200

1/4 1/5 1/6 1/7 ~140 1680 —4200 2800

Als betraglich grof3ten bzw. kleinsten Eigenwert von A erhalten wir

)
2, =1.50021, 4,=9.67-10"° = cond(A):uzlﬁ-lO“ = a=4

44
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Fiir den relativen Fehler folgt hieraus die Fehlerabschitzung
HAXH / HXH <10, d.h. d solltesehr viel groBer als 5 sein

2) n=8
Fur die Hilbert-Matrix der Grofle n =8 erhalten wir

A, =1.696, 4, =1.11-107" = cond(A)zmzl.S-lo10 = a=10

4

Fiir den relativen Fehler folgt hieraus die Fehlerabschiatzung
HAXH/HXH <10, d.h. d sollte sehr viel groBer als 11 sein

Fiir die rechte Seite b=(1, 1,..., 1)’ erhilt man als Lsung des line-
aren Gleichungssystems Ax =b fiir d= 12 folgendes Ergebnis

exakte Lsg. -8 | 504 | —7560 | 46200 | —138600 | 216216 | —168168 | 51480

berechn. Lsg. | —8.01 | 504.5 | —7566.9 | 46236.8 | —138698.2 | 216354.0 | -168265.7 | 51507.4
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16.1.3 Cholesky-Zerlegung

Ist A symmetrisch und positiv definit, dann existiert die Zerlegung

A=LL"
mit der unteren Dreiecksmatrix
[, 0
L — 121 {22
lnl ln,n—l lnn

Fir Ax=b gilt folglich LL'x = b. Mit dem Hilfsvektor ¢ =L'x kann
dann die Losung von Ax =b in den folgenden drei Schritten erfolgen.

1) A=LL" (LL" — Zerlegung)
2) Le=b (Vorwartseinsetzen)
3) L'x=c¢ (Riickwartseinsetzen)

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-36




Dass die Zerlegung A = LL" bei symmetrischen, positiv definiten Matri-
zen moglich ist, zeigt der folgende nach Cholesky benannte Algorithmus.

Cholesky-Zerlegung

Furi=1bisn

s=a,;— il;
j=1
Falls s <0 = STOP, Matrix nicht positiv definit
l; = \/;
Firj=i+1bisn

1 i—1
lji = 7[61].1. — kz;ljklikj

12

Ende der j-Schleife
Ende der i-Schleife
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denn

i

i-1 i
a; = ljilii + kz:,ljklik = ;ljklik = Z(L)jk (LT )ki = (LLT )ji

k=1

Anmerkung:

Eine Zerlegung der Form A = LDL’ ist ohne Berechnung der Wurzeln
und damit auch fiir symmetrische nicht notwendigerweise positiv definite
Matrizen moglich, wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Hauptdiagonalen und D eine Diagonalmatrix bezeichnet.

Anmerkung:
Man kann mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung feststellen ob eine symmetri-
sche Matrix positiv definit ist.

Denn A =LL" =LDL" ist fir d; >0 Vi=1,...,n positiv definit, da
x"Ax =x’LL'x = x"LDL'x = (L'x)" D(L"x) = y" Dy > 0.
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Anmerkung:
Der Rechenaufwand der Cholesky-Zerlegung betragt

1/6 (0> + 3n* — 4n) = O(n”).
wesentliche Operationen (Multiplikationen, Divisionen) sowie n Wurzel-
berechnungen. Das Vorwiérts- und Riickwértseinsetzen benotigt jeweils
172 (n* + n) = O(n*)
Operationen. Der vollstindige Cholesky-Algorithmus erfordert somit

1/6 n* +3/2n*+1/3n
wesentliche Operationen.

Anmerkung:

Bei der Berechnung der i-ten Spalte werden die entsprechenden Elemente
von A und nur bereits von L berechnete Elemente, die links von dieser
Spalte stehen, verwendet. Wegen der Symmetrie ist die Matrix A durch
ihren unteren Dreiecksteil vollstindig bestimmt. Das Element a;; kann
wihrend der Zerlegung direkt mit /; tberschrieben werden.
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Will man die Information von A und L gespeichert halten, so kann man

die FEintrage der oberen Dreiecksmatrix von A verwenden und L bis auf
die Diagonale, die in einem Zusatzvektor zu speichern ist, im strikten unte-
ren Teil von A speichern.

Matlab Programm (Cholesky-Algorithmus)

¢ = zeros(n,1); x = zeros(n,1); pd = 1;

fori=1:n
s=a(i,i) —a(1,1:1-1) * a(1,1:1—1)";
if s<=0
pd =0;
break;
end
diag(i) = sqrt(s);
forj=1+1mn
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a(j,1) = (a(,1) —a(j,1:1-1) * a(1,1:1—1)")/diag(1);

end
end
if pd==
disp(’Matrix nicht positiv definit’)
else
fori=1:n
c(i) = (b(1) — a(i,1:1—1) * c(1:1—1))/diag(1);
end

for1=n:—1:1
x(1) = (c(i) — a(i+1:n, 1)' * x(i+1:n))/diag(i);
end
end
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Bandmatrizen

In der Anwendung treten oft symmetrische, positiv definite Bandmatrizen
auf. Eine Bandmartix A hat die Bandbreite m, wenn nur m Nebendiago-
nalen besetzt sind (alle anderen Nebendiagonalen enthalten nur Nullen).
Eine solche Bandmatrix der Bandbreite m wird zweckmaBigerweise wie
folgt gespeichert.

N
X eee X 0 ]
x 2zl
. s|s| 8 >n Zeilen
22| 2
% -
22| 2%
o Z |z |z §D
% 21&1 2|4
0 X X )
Y /)
m Nebendiagonalen e
m +1 Snalten
Bandmatrix der Bandbreite m Speicherung auf einem n x m+1 Feld
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Diese Speicherung hat den Vorteil, dass der Zeilenindex j unverdndert
bleibt und sich nur der Spaltenindex dndert. Es gilt
a,

=
nxn Matrix nxm+1 Matrix

= i jemel

Nutzt man die Bandstruktur beim Cholesky-Verfahren aus, so benotigt
man nur noch Rechenoperationen der Ordnung O(nm?) in der Zerle-
gungsphase. Im Programm muss eine andere Index-Rechnung durchge-
fiihrt werden. Hierbei verdndern sich die Grenzen der inneren Schleifen.

Tridiagonalmatrizen

Eine Bandmatrix der Bandbreite m =1 heiBt Tridiagonalmatrix. Zur Lo-
sung eines linearen Gleichungssystem mit Tridiagonalmatrix kann der
GauB3-Algorithmus in spezieller Form (vgl. Literatur), oder bei symmetri-
schen, positiv definiten Tridiagonalmatrizen das Cholesky-Verfahren fiir
Bandmatrizen der Bandbreite m = 1 benutzt werden.
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Schwach besetzte Matrizen

Eine Matrix heil3t schwach besetzt, wenn sehr viele Nullen auftreten, aber
keine spezielle Bandstruktur vorhanden ist. Fiir solche schwach besetzten
Matrizen benutzt man die sogenannte Skyline- Speichertechnik.

Beispiel: symmetrische Matrix, nur der obere Teil wird gespeichert

10 2 6
20 4 0
30 0 0
40 5 6 |
50 0 7
60 7
70

A =(10, 20, 2, 30, 40, 0, 4, 50, 5, 60, 0, 6,0, 0, 6, 70, 7, 7).
Zusatzlich speichert man die Position der Diagonalelemente in
IND=(1,2,4,5,8,10, 16).
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16.1.4 Iterative Verfahren

Da der Rechenaufwand beim Gaul3-Algorithmus und auch beim Cholesky-
Verfahren von der Ordnung O(r’) ist, erhilt man bei grofen linearen
Gleichungssystemen sehr lange Rechenzeiten. Um diesen Rechenaufwand
zu verringern, benutzt man zur Lésung gro3er Gleichungssysteme besser
iterative Verfahren. In diesem Kapitel werden wir iterative Verfahren be-
handeln, deren Grundlage das Fixpunktverfahren ist. In einem spéateren
Kapitel behandeln wir iterative Verfahren, deren Grundlage das Gradien-
tenverfahren 1st. Zunéchst befassen wir uns mit dem allgemeinen Fix-
punktverfahren.

Fixpunktverfahren
Gegeben sei g: Bc R" — B mit
g(X) = (g1(X). ..., 2.X)), X =(X1,...,x,) € B
Gesucht ist der Fixpunkt X € B mit
g(X) =X.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-45

Fixpunktverfahren

x, € B Startvektor
X, =8g(x,) k=0,1,...

Satz 16-2: Fixpunktsatz
Die vektorwertige Funktion g: B R" — B besitze stetige partielle Ab-
leitungen in B. Fiir die Funktionalmatrix

% gy o %y
X

Oox, 0.

o= E
B - Eoy

n

gelte

L= max ‘J . (X)H <1 (L heiBt Lipschitzkonstante).
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Dann gilt fiir das Fixpunktverfahren x,, , =g(x,) mit beliebigem Start-
vektor x, € B

limx, =X,
k—o0

mit X dem einzigen Fixpunkt von g in B. Uberdies gelten die a priori
Fehlerabschatzung

k
~ L
%, =], < —lx =
und a posteriori Fehlerabschitzung
[, =], <l =x .
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Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Wir benutzen nun das Fixpunktverfahren, um gewisse lineare Gleichungs-
systeme naherungsweise zu 10sen.

Gesamtschrittverfahren (Jacobi-Verfahren)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax =b mit der reguldren n x n
Matrix A. Wir zerlegen die Matrix A folgendermal3en

A=L+D+R mit

0 e e O all O B O 0 alZ cee al’n
dy 0o . Do, .
L: . . < |, D: . . , R:
: R : : .0 . Ay,
anl an,n—l O O O an,n 0 0

Dann erhalten wir anstelle des linearen Gleichungssystems Ax =b

(L+D+R)x=b = Dx=b—-Lx—-Rx = x=g(x):=D"'(b-Lx - Rx)
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Koordinatenweise ergibt dies

xizgl_(x)——[ Zay X; Zay ]J (i=1...,n).

i Jj=i+l

Fiir die Elemente der Funktionalmatrix J,(x) erhalten wir
0 0 falls j =
20 (x) = {

ox, —ay[a; falls j#i
Also gilt fiir die Lipschitzkonstante L
L = max
1<i<n j lzj:;ﬁl /

Die Konvergenzvoraussetzung L <1 bedeutet also, dass die Matrix A
diagonaldominant sein muss, d.h.

n
a,|> E a,| Vi=l,...,n.
J=1,j#i
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Ist also A diagonaldominant, so konvergiert dieses Fixpunktverfahren. Es
wird Gesamtschrittverfahren oder auch Jacobi-Verfahren genannt.

Nach wihlen eines Startvektors xg, z.B. x;0=1,i=1,...,n berechne

Xikr1 = L Zalj Xjk Zalj JkJ’ (l=1,...,n)
ll

J=i+l

fir k=0,1,... bis |x,,, —x,| <& oder k& zu groB (d.h. keine Konvergenz).

Ist X die gesuchte Losung des linearen Gleichungssystems Ax =b dann
gilt mit der obigen Lipschitzkonstanten L fiir die Ndherung x;.; die a pri-
ori Fehlerabschiatzung

k
1—
Je kleiner L, d.h. je groBer die "Diagonaldominanz” von A, desto besser
ist die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens.

Hxl _XOHOO :

[, —x]. <
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Rechenaufwand

Bei jedem Iterationsschritt wird eine Multiplikation "Matrix x Vektor" mit
O(n*) Rechenoperationen durchgefiihrt. Werden weniger als # Iterations-
schritte benétigt, so ist der Gesamtrechenaufwand kleiner O(r°), also we-
niger als beim Gauf3-Algorithmus.

Ein weiterer Vorteil des Gesamtschrittverfahrens liegt darin, dass es sehr
gut zur "Parallelisierung" geeignet ist, da jede Multiplikation "Spalte x
Vektor" (Skalarprodukt) getrennt durchgefiihrt werden kann, also auf ei-
nem Parallelrechner gut zu realisieren ist.
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Einzelschrittverfahren (Seidel-Verfahren)
Die Umformung des linearen Gleichungssystems

Ax=(L+D+R)x=b

gemal
(L+D)x=b-Rx = x=g(x) =(L+D)"'(b-Rx)

fiihrt zum Einzelschritt- oder GauB3-Seidel-Verfahren.

Die Fixpunktiterationsvorschrift lautet dann
= g(x) = (L+D) ' (b—Rxy) = (L+D)x;;=b—Rx;
= X1 =D7'(b — x4 — Rxy).

Also nach wihlen eines Startvektors x, berechne

lk+l Lb Zay jk+1 Zay ]kj’ .:1?"'771)

j=i+l

fir k=0,1,... bis |x,,, —x,| <& oder k zu groBf (d.h. keine Konvergenz).
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Der Unterschied zum Gesamtschrittverfahren besteht darin, dass auf der
rechten Seite schon die Koordinaten des neuen Iterationsvektors x;.; auf-
treten. Dabei 1st zu beachten, dass nur die schon berechneten Werte auf der
rechten Seite benutzt werden. Fiir i =1 ist die erste Summe auf der rech-
ten Seite eine leere Summe; fiir i = n 1st die zweite Summe auf der rech-
ten Seite eine leere Summe.

Konvergenzvoraussetzung

Man kann zeigen (vgl. Literatur), dass auch das Einzelschrittverfahren
konvergiert, wenn die Matrix A diagonaldominant ist (hinreichendes Kri-
terium). In diesem Fall gilt die gleiche Fehlerabschidtzung wie beim Ge-
samtschrittverfahren.

Ferner kann man zeigen, dass das GauB3-Seidel-Verfahren fiir alle symmet-
rischen positiv definiten Matrizen A konvergiert.
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Uberrelaxationsverfahren (Successive Over Relaxation (SOR)-Verfahren)
Hierbei fiihrt man den zusitzlichen Relaxationsparameter @ wie folgt ein.

(1-1Teo+1/wo)D+L+R)x=b

= (L+1/oD)x=b - (1 - 1/w)Dx — Rx

= x=g(x):=(L+ l/oD)'(b-(1 - 1/w)Dx — Rx).
Als Fixpunktiterationsvorschrift erhdlt man dann

Xe1= g(x0) = (L + /D) (b — (1 — 1/w)Dx; — Rx))

= (L+ 1/oD)Xx s =b - (1 — 1/w)Dx; — Rx,

= X1 =0 D' (b—(1 - 1/w)Dx; — Lx; — Rxy).

Koordinatenweise berechnet man ausgehend von einem Startvektor xg

Xi k1 :a_ b, - 1_; ;i Xk _Zaijxj,kﬂ - Zazjxj,k , ([i=1,...,n)
) =

ii Jj=i+l
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fir k=0,1,... bis |x,,, —x,| <& oder k& zu groB (d.h. keine Konvergenz).

Fir ow=1 erhalten wir das Einzelschrittverfahren. Man versucht @ > 1 so
zu wahlen, dass das Verfahren moglichst schnell konvergiert.

Matlab Programm (Uberrelaxationsverfahren)

xk = ones(n,1);

while (k <=kmax & delta max > epsilon)

for i=1:n

s =a(i,1:1—1) * xkp1(1:i—1) + a(i,i*+1:n) * xk(i+1:n);

xkp1(1) = (omega / a(i,1)) * (b(1) —s) + (1 — omega) * xk(i);

end

delta_max = max(abs(xk — xkp1));
xk =xkpl; k=k +1;

end
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Beispiel:

A sei die folgende symmetrische 25 x 25 Matrix

T -E
-E T -E
A= -E T

—E

—E
T -E
-E T

mit

4
—1

-1
4
-1

—1
4
—1

-1
4
-1

—1
4

und E der 5 x5 FEinheitsmatrix, d.h. A ist eine Bandmatrix der Band-
breite m = 5. Aullerdem sei die rechte Seite b mit b;=-1/18 fiir i =

1,...,25 gegeben.

Auf ein solches lineares Gleichungssystem wird man gefiihrt, wenn man
die Poisson-Gleichung mit Hilfe des Differenzenverfahrens auf einem

rechteckigen Gebiet I6sen mochte. Man kann auch leicht zeigen, dass die
Matrix A positiv definit ist.
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Differenzenverfahren zur Losung elliptischer Differentialgleichungen fiih-
ren hédufig auf lineare Gleichungssysteme mit symmetrischer positiv defi-
niter Koeffizientenmatrix A.

Fiir den Startvektor x, mit x;o=1,i=1,...,25 und ¢= 10° liefert das
SOR-Verfahren fiir verschiedene @ die folgenden Iterationsaufwinde.

w=1 = 62 Iterationen (Einzelschrittverfahren)

w=1.3 = 28 Iterationen

w=1.35 = 22 Iterationen (optimales @ fiir dieses Beispiel)
w=14 = 23 Iterationen.

Anmerkung:
Fiir bestimmte Matrizen A (obiges Beispiel eingeschlossen) existieren Aus-
sagen zur optimalen Wahl des Relaxationsparameters @ (vgl. Literatur).
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16.2 Nichtlineare Gleichungssysteme
16.2.1 Einfiihrung

Gegeben seien n Gleichungen mit » Unbekannten

fi(x) fi(xps...x,) X
f(x)=0 mit f(x)= fzg") - fz(xl’;"xn) und x=| 2
Lx)) U, (x,.x,) X,

Gesucht wird mit X das x, das das nichtlineare Gleichungssystem f(x) =10
befriedigt.

Voraussetzungen

Die Funktionen f; seien in einer Umgebung der gesuchten Nullstelle X
2mal stetig differenzierbar, und die Funktionalmatrix
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o, o,

a7 M ((erad i)
J.o= - - s

Do (x) f (grad £, (x))'

ox,

von f sei in dieser Umgebung reguléir, d.h. J;'(x) existiert.

Sei X, ein Startvektor. Dann fithren wir fiir die Funktionen f; eine Taylor-
entwicklung bis zur 1ten Ordnung durch, d.h. f wird durch das Taylorpo-
lynom Iter Ordnung linearisiert

9 (Xo)

f(X) f(XO)+Z j ]0)+Rllx0
J
= fz (x,)+ (gradfi (Xo)) (x— on + Ri,l,xo
AME
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Setzen wir nun nicht f;(x) = 0, sondern das Taylorpolynom T;;(x) =0,
so erhalten wir

(grad f,(x,)) (x=x,)=—fi(x,) i=1,...,n

Fiihren wir den Vektor Ax =x — X, ein, so lauten diese Gleichungen in
Matrixschreibweise

I (x))Ax = —£(x,).

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems sei der Vektor Ax, dann
ergibt sich die nichste Ndherungslosung zu

X; = Xo T AX.

Durch Fortsetzen dieser Vorgehensweise, erhalten wir das im folgenden
naher beschriebene Newton-Verfahren.
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16.2.2 Newton-Verfahren

Wihle einen Startvektor x, und berechne fiir £=0,1,...
J:(x,)Ax, =—f(x,) (lineares Gleichungssystem losen)
X, =X, tAXx,
bis Hf (xk+1)H <¢ und HAka < ¢ oder k zu groB (d.h. keine Konvergenz).

Umformulieren des linearen Gleichungssystems J; (x, )Ax, = —f(x) liefert

J(x )(x,,, —x)=—M(x;,)) & x,,=%x,— JEI(Xk)f(Xk)

und damit die Erkenntnis, dass das Newton-Verfahren ein Fixpunktverfah-
ren ist. Die Fixpunktfunktion lautet

g(x)=x—-J; (x)f(x)

Um die Konvergenz des Newton-Verfahrens nachzuweisen, miissen wir
noch die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes (vgl. Satz 16-2) liberpriifen.
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g ist stetig differenzierbar in einer Umgebung um X (X gesuchte Nullstel-
le von f und damit Fixpunkt von @), da f 2mal stetig differenzierbar ist.
Weiter muss gelten

L = max
xeU (X)

J, | <L.
Aus obiger Gleichung folgt

I (x)g(x) = J; (x) x —f(x).
Differentiation nach x; ergibt

Kl og(x) 0 _of(x)
~——(1:00)200+ 3100 == == ——(J, (0)x+ I (x) &, -— =

i i i xi

Setzen wir in diese Gleichung x=X (gesuchte Nullstelle von f) ein, so er-
halten wir, da f(X)=0 und g(x)=Xx (X gleichzeitig Fixpunkt von g) und
weil Ji(x)e; und Of(x)/0x; jeweils der i-ten Spalte von J;(x) entsprechen,
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Yy, ®e, -
Oox,

i i

(%) _

J (%) 0.

Ausnutzen, dass J¢(x) in einer Umgebung von X als reguldr vorausge-
setzt wurde, liefert

o) _,
Ox,

]

i=l...,n < J,(X)=0 (Nullmatrix).

und damit
J,®=0 = [,

_=0.

Aufgrund der Stetigkeit von 0g,(x) / Ox; in einer Umgebung von X, exis-

tiert eine Umgebung U(X) mit

J,(®)=0 = ){?Uaé) Jg(X)Hm <1.
und es gilt der folgende Satz.
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Satz 16-3: (Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Ist f 2mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der gesuchten Null-
stelle X und ist dort die Funktionalmatrix J;(x) von f regulér, so kon-
vergiert das Newton-Verfahren gegen die gesuchte Nullstelle x, falls der
Startvektor x, "nahe" genug bei X gewahlt wird.

Problematik: Da man in der Praxis nicht weil}, was "nahe" genug heift, ist
die Wahl eines geeigneten Startvektors x, oft nicht trivial.

Unter der Voraussetzung der Konvergenz des Newton-Verfahrens und unter
der zusitzlichen Voraussetzung, dass f 3mal stetig differenzierbar in einer
Umgebung von X ist, kann man sogar quadratische Konvergenz zeigen.

Satz 16-4: (Quadratische Konvergenz)

Ist f 3mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der gesuchten Null-
stelle X und konvergiert das Newton-Verfahren, so gilt quadratische Kon-
vergenz, d.h.

i, K > 0.

... = %], < K], -5
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Beweis:
Wir fithren fiir die Fixpunktfunktion g eine Taylorentwicklung um X bis
zur 2ten Ordnung durch, d.h.

X = &(x) = g,(X)+(x, —X) gradg, (X) +— (Xk -X)'H, (§)(x, —X)
mit
0’g,

H(&)(

J

&, )) fir i=1,...,n
J.k=1,...n

Wegen g, (X)=x, und gradg,(x)=0 fir i=1,...,n folgt

azgi
ZZ @)

]lkl JVEk

l k+1 i

...~ %], < K], -5
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Anmerkung:
Quadratische Konvergenz bedeutet, dass sich mit jedem Iterationsschritt
die Anzahl der richtigen Stellen ungefahr verdoppelt, denn sei

Ix, %[ <10 =|x,, %] <K-107

Beispiel: (zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten)
Si(x,y)=0
f2(x,y)=0.
Die Funktionalmatrix von f=(f;, /)" lautet
Dixy) Liny)
L=l
a—;(x, ¥) a—yz(x, ¥)
Das lineare Gleichungssystem
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Ax, . Si(x0)
Jf(xk,yk)[Aykj_ (ﬂ(xk,yk)j

geht tiber in
[ixkj _ _Jf1(xk,yk)£f1(xkayk)j
Vi J2 (x50
Mit
GG HE)
Vi1 Vi Ay,
folgt hieraus

Xkt Xi . S0
- —J (X, )
(kaJ (ykJ O ¥ )(fz(xkayk)]

Fur eine 2 x 2 Matrix lasst sich sehr einfach die inverse Matrix berech-
nen, es gilt
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a b » 1 d -b
A= = A = :
c d ad —bc\—c a

Damit lautet das Newton-Verfahren fiir den Spezialfall von zwei Glei-
chungen mit zwei unbekannten

(xkﬂ)_(xkj_ I (fz,y —fl,y)(fl)
Vi) Vi) fofor =S o\ "L S NS

Untersuchen Sie das Newton-Verfahren anhand des folgenden Beispiels.
fi(x,y)=3y=2xy—y"
(6, y)=3x—x" —2xy.

Fiir dieses Beispiel lassen sich die Nullstellen von f auch exakt berech-
nen. Sie lauten

o G} G 0
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X=X Y=V




Nachteil des Newton-Verfahrens

Bei jedem Iterationsschritt miissen alle partiellen Ableitungen Ofi(x)/0x;
berechnet werden. Die Koeffizientenmatrix J¢(x;) ist also bei jedem Itera-
tionsschritt neu zu berechnen, und damit ist in jedem Iterationsschritt ein
komplettes lineares Gleichungssystem zu 16sen.

Vereinfachungen des Newton-Verfahrens

a) Man berechnet nur fiir den Startvektor x, die Matrix J¢(Xo) und er-
setzt dann J¢(x;) immer durch J¢(xo), d.h. die LR-Zerlegung ist nur
einmal am Anfang zu berechnen. Wihrend der Iterationsschritte muss
dann nur noch das Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen durchgefiihrt
werden. Dieses Verfahren ist nur sinnvoll bei sehr guten Startvektoren.
Man erhilt schlechtere Konvergenz oder Divergenz.

b) Man berechnet nur jeden 3 — 5 Iterationsschritt die Funktionalmatrix
J¢(X;) neu. Auch dies fiihrt im allgemeinen zu schlechterer Konver-
genz oder Divergenz.
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c) Man ersetzt die partiellen Ableitungen durch Differenzenquotienten.
Diese Moglichkeit sollte nur dann benutzt werden, wenn die partiellen
Ableitungen nicht oder nur sehr aufwendig berechnet werden konnen.
Auch diese Methode fiihrt im allgemeinen zu schlechterer Konvergenz
oder Divergenz.

16.3.3 Gediampftes Newton-Verfahren

Bei ungiinstigen Startvektoren kann es passieren, dass das Newton-Verfah-
ren divergiert. Um sicher zu gehen, dass der néachste Iterationsvektor x;4
"besser" ist als X, fithrt man einen Ddmpfungsparameter « ein.

Geddmpftes Newton-Verfahren
Waihle einen Startvektor x, und berechne fiir £=0,1,...
J:(x,)Ax, =—f(x,) lineares Gleichungssystem losen
wihle o =1,1/2,1/4,1/8,... bis [f(x, +a Ax,)|<(-a/4)|f(x,)]

X, =X, +taAx,
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bis Hf (Xk+1)H <& und HAka <06 oder a zuklein oder k zu grof3 (keine

Konvergenz).

Damit ist gesichert, dass x;.; eine "besser" Naherung als x; ist. Wird
hierbei «a zu klein, so ist die Konvergenz nur sehr langsam. Liegt a im
Bereich der Rechengenauigkeit, so ist das Verfahren zu beenden. In die-
sem Fall sollte man einen anderen Startvektor wihlen.

In der obigen Ungleichung tritt der Faktor (1 — «/4) auf, damit nicht nur
auf Grund von Rundungsfehlern der Wert "besser" geworden ist.

Beispiel:

Untersuchen Sie anhand des vorangegangenen Beispiels vergleichend das
klassische und das gedimpfte Newton-Verfahren. Ermitteln Sie hierzu fiir
beide Verfahren das Gebiet der Startvektoren fiir die Konvergenz zur Null-
stelle (1,1)" erreicht wird.
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16.2.4 Anwendungsbeispiel, Berechnung von Extrema

Gesucht seien die relativen Extrema einer Funktion /A(xi,x,,...,x,). Die
notwendige Bedingung grad 4(x) =0 liefert » im allgemeinen nicht-
lineare Gleichungen fiir die » Unbekannten xi,x,,...,x,, d.h.

h, (x,...,x,)=0
h (x,...,x,)=0
h, (x,...,x,)=0.

Die Funktionalmatrix enthilt dann die 2ten partiellen Ableitungen

0 h(x
(hxix-(x))._ i = ( ) :
J i=1,...n;j=1,...,n axiaxj . L
i=l,..,n;j=1,...,n
Beispiel:

Gegeben sei die 2mal stetig differenzierbare Funktion 4(x,y). Gesucht sind
deren relative Extrema.
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Notwendige Bedingung:

h.(x,y)=0
h,(x,y)=0.

Fur diesen Fall lautet das Newton-Verfahren

(xkﬂj _ [xkj_ 1 hyy _hxy (hxj
yk+1 yk hxxhyy - hfy - hxy hxx hy

Wenden Sie das Newton-Verfahren auf das folgende Beispiel an.

h(x,y)=xy(3—x—y)=3xy—x"y—xy’
Mit den partiellen Ableitungen

X=X V=Vk

h(x,y)=3y-2xy—y*, h,(x,y)=3x—x"—2xy

findet man aus den notwendigen Bedingungen
h.(x,y)=0, h/(x,y)=0
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die moglichen Extrema an den Stellen

o G} G 0

Mit Hilfe der hinreichenden Bedingung kann man sehen, dass nur bei
(1,1)" ein relatives Extremum (Maximum) vorliegt. An den anderen Stel-
len befinden sich keine Extrema sondern Sattelpunkte.

Anmerkung:

Bei Extremwertaufgaben konnen auch andere gradientenbasierte Verfah-
ren benutzt werden, z.B. das klassische Gradientenverfahren, das cg- und
pcg-Verfahren sowie die Quasi-Newton-Verfahren.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-74




16.3 Eigenwertberechnung bei Matrizen
16.3.1 Grundlagen

Gegeben sei eine reelle n x n Matrix A (mit a; € R). Gesuchtist 1 € C
und x € C"\{0} mit Ax=/Ax. A heilit Eigenwert und x der zu A zuge-
horige Eigenvektor von A.

Anwendungsbeispiel

Gegeben sei ein lineares inhomogenes Differentialgleichungssystem mit
konstanten Koeffizienten

y'(©) = Ay(?) + b(?).
Gesucht ist die Losung des zugehorigen homogenen Differentialglei-
chungssystems

! —
y'(®) = Ay(®).
Einsetzen des Losungsansatzes
A
y(®) =ce”
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in das homogene Differentialgleichungssystem liefert
cle’ =Ace” = Ac=Ac (dae’ #0),

d.h. 1 ist Eigenwert und ¢ der zugehorige Eigenvektor von A.

Fiir sehr kleine Matrizen (n < 3) kann man die Eigenwerte einer Matrix als
Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(A — A E) bestimmen. Bei
grofleren Matrizen ist der Rechenaufwand zur Berechnung der Determi-
nante (O(n!)) zu groB3. AuBBerdem ist die Berechnung der Nullstellen des
charakteristischen Polynoms numerisch sehr empfindlich, da schon kleins-
te Stérungen in den Polynomkoeffizienten groBe Anderungen bei den
Nullstellen hervorrufen. Deshalb miissen in der Praxis andere numerische
Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix benutzt werden.

Im folgenden werden zwei wichtige Verfahren, das von Mises-Verfahren
und das Wielandt-Verfahren behandelt, wobei das Wielandt-Verfahren ei-
ne Variante des von Mises-Verfahrens ist.
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16.3.2 von Mises-Verfahren

Ziel ist die Berechnung des betraglich groB3ten Eigenwerts von A und ei-
nes zugehorigen (normierten) Eigenvektors.

Vorausgesetzt sei die Diagonalisierbarkeit von A, d.h. es existiert eine regu-
lire Matrix C mit C'AC =D, wobei D eine Diagonalmatrix bezeichnet.

Es seien Ai,/4,,...,4, die Eigenwerte von A mit 4| > |4,] >...> |4, und
$1,82,...,8, die korrespondierenden Eigenvektoren. Ferner sei x, ein Start-

vektor mit
n
Xy = Z C;S;
i=1

dann gilt

k k
Afx, = ZciAksi = ch./ifsi = A ¢s, +02££} S, +---+cn(£] s, |-
= = A 4
Wegen |A;/A4| <1 fir i=2,...,n folgt
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Also gilt fiir gro3e &

Akx0 ~ Ks,
Da Ks; der zu A, zugehorige Eigenvektor ist, konvergiert Afx, fiir k— oo
gegen einen Eigenvektor zum betraglich groBten Eigenwert 4; von A. Also
miissen wir die Matrix A mehrmals auf den Startvektor x, anwenden, um
ndherungsweise einen Eigenvektor zu A; zu erhalten.

Problematik: ||Ks|| wird groB, falls |4,| > 1. Deshalb muss nach jedem
Schritt der neue Iterationsvektor normiert werden.

Das Verfahren ist sehr einfach durchzufiihren. Auf den Startvektor x,
wird sukzessive die Matrix A angewendet und nach jedem Schritt wird

der neue Vektor normiert. Wir benutzen hier die co-Norm (||:[|.)-
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von Mises-Verfahren
Wihle Startvektor u, und normiere u, gemal

u :
X, =—2 mit m:argmaxuio‘.
‘u ‘ 1<i<n ’
m,0
Anschlieflend berechne fiir £=0,1,...
u,, = AX,, m=argmaxiu, ; .,
1<i<n
u u
_ Tm,k+l1 _ k+1
My == Xen =7
‘xm,k ‘ m,k+1

bis |t — il < & und [[(Kep il onira) = (il i)' < 6.

Satz 16-5: (Konvergenz des von Mises-Verfahrens)

Es sei A diagonalisierbar und fir die Eigenwerte A, von A gelte |4, >
45| = ... 2| A,|. Ferner seien s; (i=1,...,n) die zu A; (i=1,...,n) zuge-
horigen Eigenvektoren und fiir den Startvektor x, gelte
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n
x,=Yes,
i=1

Dann konvergiert das von Mises-Verfahren fiir £ — oo, und zwar
L1 —> A (gegen den betraglich groflten Eigenwert von A)

X; —> §; (gegen den zu A; zugehorigen Eigenvektor)

Beweis:
Aus obiger Herleitung folgt, dass x; — s;. Da 441X« = ;441 = (AXy); und
X —> 8§ und damit AXk —> ASI = e Xip —> (ASl)i = /’LlS,’,l = U+ — 11.

Anmerkung:
Ist eine der Voraussetzungen des obigen Satzes nicht erfiillt, so kann das
von Mises-Verfahren divergieren.
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Konvergenzverbesserung, Spektralverschiebung

Die Konvergenz des von Mises-Verfahrens hingt wesentlich ab von den
Quotienten |4}/|4| (i=2,...,n). Je kleiner diese Quotienten sind, desto
besser konvergiert das von Mises-Verfahren. Durch Verschiebung des
Spektrums kann man versuchen, diese Quotienten zu verkleinern.

Betrachtet man anstelle der Matrix A die Matrix B=A — aE, so hat B

die Figenwerte u; = A; — . Wendet man das von Mises-Verfahren auf die
Matrix B an, so erhilt man die Quotienten

| /11' —a
‘/ul‘ M’l —a
Ziel ist es, a so zu wihlen, dass
A - a‘ A,
<
4-al |4
gilt.
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Das von Mises-Verfahren, angewendet auf die Matrix B, konvergiert dann
(unter den entsprechenden Voraussetzungen) gegen den betraglich grofiten
Eigenwert u,, = 4, — a und einen zugehorigen Eigenvektor. Man kann mit
dieser Spektralverschiebung auch andere Figenwerte von A berechnen.

Es gelte 41> 1, >...>24,>0 und A; seischon berechnet. Wihle a= A,.
Dann erhilt man den kleinsten Eigenwert A4, von A, denn u,=A4,— «a ist
dann der betraglich groB3te Eigenwert der Matrix B=A — o E.

Beispiel:

1 2 4 8
2 4 8 1
D A_48 1 2
8 1 2 4

Eigenwerte von A sind A; = 15, 4,3 =+ 3+/5 ~+6.7082039, A, = -5.
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Anwenden des von Mises-Verfahrens liefert fur u, =(1,1,0.5, 0.5)"

A1 =15 nach 27 Iterationen, Verschiebung a =0,
A3 ==34/5 nach 22 Iterationen, Verschiebung a=15.

1 -2 -1
2) B=|-4 -7 7
-2 -8 5

Eigenwerte von B sind A, =+3j, 43 =—1. Es gilt nicht |1;| > |4,].
Anwenden des von Mises-Verfahrens liefert fiir u, = (1,1,1)"

keine Konvergenz bei Verschiebung o =0,
A12 =%3j nach 34 Iterationen, Verschiebung o =0.5F2.5;.

5 4 2
3) C=(4 5 2
2 2 2

Eigenwerte von C sind 4, =10, 4,5 =1.
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Anwenden des von Mises-Verfahrens liefert u, = (1,1,1)"

A1 =10 nach 10 Iterationen, Verschiebung a =0,
A3 =1 nach 3 Iterationen, Verschiebung o= 10.

4) Hilbertmatrix (vgl. S.33)
Anwenden des von Mises-Verfahrens liefert fiir u, =(1,...,1)"

n=4: A,=1.50021 nach 11 Iterationen, Verschiebung o =0,
keine Konvergenz bei Verschiebung a=1.5.

n=238: A;=1.69594 nach 13 Iterationen, Verschiebung a =0,
keine Konvergenz bei Verschiebung a=1.7.

Wenn man den betraglich kleinsten Eigenwert von A sucht, ist es besser,
das folgende Wielandt-Verfahren zu benutzen, als eine Spektralverschie-

bung beim von Mises-Verfahren direkt durchzufiihren.
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16.3.3 Wielandt-Verfahren

Ziel ist die Berechnung des am néchsten bei einer vorgegebenen Zahl «
gelegenen Eigenwerts von A und eines zugehorigen (normierten) Eigen-
vektors.

Man wendet das von Mises-Verfahren nicht auf die Matrix A, sondern auf
die Matrix B=(A — ¢ E) ' an. Die Matrix B=(A — «E) ' hat die Ei-
genwerte 1/(4; — a) mit zugehorigen Eigenvektoren s;, wenn A; die Ei-
genwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren s; sind. Der betraglich

grofite Eigenwert von B, also
1 1

/Il.—a‘

max

1<i<n

A = a‘ min

1<i<n

liefert dann den am nichsten bei a gelegenen Eigenwert A4; von A.
Gleichzeitig erhidlt man einen zugehorigen Eigenvektor s;. Man benutzt
bei den Iterationsschritten nicht die inverse Matrix B=(A — ¢ E)', son-
dern 16st (A — a E)u;:; = x; mit Hilfe der LR-Zerlegung von (A — o E).
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Wielandt-Verfahren
a vorgeben, Startvektor u, wahlen und gemalf

u,

X

mit m = arg max

= u.
0 i,0
1<i<n ’

normieren. Anschlie3end berechne fiir £=0,1,...

LRu, , =x, mit LR=(A-akE)

X u )
M, =a+ Lk X, =7, mit [=argmax|u,,
Up ‘ul,k+l 1<isn |5
. ; .
bis |ty — ] < & und [|([X1 kel - Xnret])” = (il Pai]) | < O

Unter den entsprechenden Voraussetzungen (analog den Voraussetzungen
beim von Mises-Verfahren) konvergiert

W1 —> A1 (gegen den am néachsten bei a gelegenen Eigenwert von A)
X, —>8; (gegenden zu A; zugehorigen Eigenvektor).

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-86




Beispiel:

1) A=

oo KN
—_ o0 K~ N
o — o0 K
B~ N — 0

Eigenwerte von A sind A, = 15, 4,3 =+ 3+/5 ~+6.7082039, 4, = —5.
Anwenden des Wielandt-Verfahrens liefert fir u, = (I, 1,0.5,0.5)"
a=14 = A;=15 nach 11 Iterationen.
a=>6 = A, =6.7082 nach 10 Iterationen,
a=—-6 = A3=-6.7082 nach 8 Iterationen,
a=-4.5 = A4,=-5 nach 39 Iterationen,

2) Hilbertmatrix (vgl. S.33)
Anwenden des Wielandt-Verfahrens liefert fiir u, =(1,...,1)"
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n=4. a=0 = A4;,=0.0000967 nach 6 Iterationen,
betraglich kleinster Eigenwert.

n=8 a=0 = A;=1.111-10" nach 6 Iterationen,
betraglich kleinster Eigenwert.

Anmerkung:

Berechnen eines zum Eigenwert A gehorenden Eigenvektors s
Das Wielandt-Verfahren kann auch dazu benutzt werden, zu einem Ei-

genwert A einen zugehorigen Eigenvektor s zu berechnen. In diesem
Fall wahlt man o = A als Verschiebung.

Berechnen der Konditionszahl cond(A) einer Matrix A

Beim Wielandt-Verfahren erhilt man mit der Verschiebung =0 den
betraglich kleinsten Eigenwert. Das von Mises-Verfahren liefert den
betraglich groften Eigenwert. Zusammen erhilt man damit die Konditi-

onszahl cond(A) einer Matrix A, denn es gilt bzgl. der |||,
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cond(A) = /i
H,

wobei u; den groBten und u, den kleinsten Eigenwert von A’A angibt. Im
Spezialfall einer symmetrischen Matrix A gilt

4|

cond(A) =+—
(A) 2

n

mit A; ist der groBte und A, der kleinste Eigenwert von A.

Das Wielandt- und von Mises-Verfahren berechnen jeweils nur einen be-
stimmten Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor. Sollen alle Eigenwerte
einer Matrix A berechnet werden, so muss ein anderes Verfahren benutzt
werden. Das Verfahren, das fiir die meisten Matrizen am besten geeignet
ist, ist der QR-Algorithmus. Die zugehorigen Eigenvektoren miissen dann
anschlieend noch mit dem Wielandt-Verfahren berechnet werden.
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15.4 Interpolation

Gegeben seien n + 1 verschiedene Vs
Stiitzstellen x, xi,..., x, € R mit
den n + 1 dazugehorigen Stiitzwerten b2

J/OsJ’lp---aJ’nEFR- yO

Gesucht wird ein Polynom p(x) vom
grad p <nund p(x;) =y; firi =0,1,...,n

Anwendungsbeispiele

a) Messreihe: Anden n + 1 Stellen xo, x1,..., x, werden diec Werte
Y0, V1,--.» Vn gEMeESSEN.

Gesucht:  Polynom p(x), das diese Messpunkte (x;,;)" verbindet
(interpoliert).

b) Funktion: f: [a,b] > R.
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Gesucht:  Polynom p(x), das an n + 1 Stellen x,, xy,...,x, mit der
Funktion Uibereinstimmt, d.h.: p (x;) =f(x;) firi =0,1,...,n,
d.h.: Die Funktion f wird durch p interpoliert.

Im folgenden Satz wird gezeigt, dass das Interpolationsproblem (wie oben
angegeben) eindeutig 1osbar ist.

16.4.1 Lagrange-Interpolation
Satz 16-6: (Interpolationsproblem)

Gegeben seien n + 1 verschiedene Stiitzstellen x, xi,...,x, € R mit den
n + 1 dazugehdrigen Stiitzwerten yy, y1,..., v, € R. Dann existiert eindeu-
tig ein Polynom p(x) mit grad p<n und p(x;)=y; furi=0,1,....n. p(x)
heifit Interpolationspolynom zu den Punkten (x;,y;)’, i = 0,1,...,n. Es kann in
der Darstellungsform von Lagrange wie folgt angegeben werden.

X . (= xy) (e mx  )(x=x ) (x—x,)
p(x)—kzz(;yklk(x) mit lk(X)_(xk_xo)'”(xk_xk_l)(xk_xk+1)"'(xk_xn)
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Beweis:

Existenz:
Die Lagrange-Grundpolynome /; sind vom grad =n = p ist ein Polynom
vom grad <n. Wegen

L (x) 0 fallsi#k ) Z”: L (x) 01
X. )= — X. )= X.)= ‘Y 1= ) ,...,n
ke \7Vi 1 faIISiZk p i k:()ykk i yl
ist p somit Interpolationspolynom zu den Punkten (x,y;)", i=0,1,....n mit
gradp < n

Eindeutigkeit:

Sei 7 ein weiteres Interpolationspolynom mit grad » <n und r(x;) =y, fiir i =
0,1,...,n = q(x)=r(x) — p(x) ist ein Polynom vom grad < n und ¢(x;) =0
fiir i=0,1,...n = ¢g(x)=0 Vx € R (denn ein Polynom vom grad = » hat
hochstens n verschiedene Nullstellen) = r(x) = p(x) furi=0,1,...,n.
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Beispiel:
1) xo=-1 x,=2, x,=4,

vo=15 y =6, y,=10,

(x-2(x-4 1. 1,
(—1—2)(—1—4)_15(x 2)(x=4) 15(36 6x +8)

(x+1)(x—4)__l B :_l 2 Al

g = A = (34
(x+1)(x—2)_i B :L 2
Gih@d—2 10T TAE e

l(x) =

l(x)=

L(x)=

P(x) = yoly(x) + 1L (x) + ,1,(x)
=(x’-6x+8)—(x*-3x-4)+(x* —x-2)=x —4x +10.

Der Grad von p kann kleiner als n werden, wie das folgende Beispiel zeigt.
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2) x%,=0, x=1/2, x,=1, 2 p
=0, »=1 Y, =2, 1

= p(x) =2x, also grad p < 2. Fo

16.4.2 Approximation einer Funktion durch Interpolationspolynome

Essei f:[a,b] > R, xo<x;<x,<...<x, X; € [a,b]. Dann existiert nach
Satz 16-6 das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom p, mit p,(x;) =
f(x;) firi=0,1,...,n.

Frage: Wie grof} ist der Fehler zwischen f(x) und p,(x) fiir x € [a,b] ?

Satz 16-7:

Ist f:[a,b] > R (n+1)-mal stetig differenzierbar in [a,b], und sind n + 1
verschiedene Stiitzstellen x, <x; <x, <...<x, vorgeben, dann gilt fiir das
Interpolationspolynom p,
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1 - :
()= p,(x) = —— f" U x = x ) (x = x)...(x —x,) mit &e(a,b).

(n+1)!
Beweis:
Mit g(x) = (x — x0)(x — x1)-+(x — x,,) gilt

qgx)=0fliri=0,1,...,n und g(x)#0 Vx=#ux,.

Seix € [a,b] mitx #x; fiiri=0,1,...,n fest gewidhlt, dann definieren wir
f(x) _pn(x) Q(t), {e [a,b]

q(x)
= Fist (n +1)-mal stetig differenzierbar in [a,b] und hat dort mindestens
n + 2 Nullstellen, denn F(x;) =0 fiiri = 0,1,...,n und F(x)=0.

Nach dem Satz von Rolle hat ' mindestens eine Nullstelle zwischen zwei
Nullstellen von F, also gilt bei wiederholter Anwendung des Satzes von

Rolle:

F@)=f®~-p,0)-

16-95
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F’ hat mindestens n + 1 Nullstellen
F" hat mindestens n Nullstellen

F“ hat mindestens 1 Nullstelle in (a,b),
dh. 3Ee(ab) mit FO(E)=0.

Da
p" (@) =0 Vte[a,b] (daPolynomvom grad < n)

und
g" )=+ Vtela,b]

= FUD(E) = £ (g) - f(x)—p,(x) (n+1)!=0
q(x)
= f()-p,(x) = %f(“”(ﬁ)q(x).

(n+1)

16-96
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Satz 16-8: (Folgerung aus Satz 16-7)
Es gilt fiir den maximalen Fehler in [a, b]

Hf—pnf \f(x) p,(x )\

T max |00 may ool

Dieser maximale Fehler hiangt von 2 Faktoren ab:

a) m[aéi] ‘ f ("“)(x)‘ (hdngt nur von der Funktion £ ab)

b) m[a§ ‘q(x)‘ = m[aéc]‘(x — X )(x—x,)- (héngt nur von den
Stiitzstellen x; ab).

Um eine gute Approximation zu erreichen, muss man die Stiitzstellen x; so
wihlen, dass m[ai(] | q(x) | moglichst klein wird.
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Fiir das Intervall [-1,1] kann man zeigen, dass die Nullstellen der Tsche-
byscheff-Polynome 7,y diese Eigenschatft erfiillen. Man kann sogar zei-
gen, dass bei Wahl dieser Stiitzstellen die Interpolationspolynome p,, fiir

n — o gleichmifig auf [-1,1] gegen f konvergieren, falls f in [-1,1] ste-
tig differenzierbar ist.

Beispiel:
1) f(x)=e", [a,b]=]0,1], x, €[0,1], i=0,1,...,n

:e,

(n+1) x
max‘ X ‘ maxi|e
x€[0,1 f ( ) x€f0,1]

max |q () | = max

e = p, (|, <

(x —xp)(x—x,)-

= |

1)v
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= }gg H e —p,(x) HOO =0 (gleichméBige Konvergenz in [0,1]).

) ) xsin(z/x) falls 0<x <1
X)=

) 0 falls x =0

= f iststetigin [0,1].

Wihle x, :L, i=0,1,...,n
i+1

= f(x,)= l% sin((i + 1)) =0

= p,(x)=0 Vxe[0,1]

= p,(x)» f(x), falls x#0, x#x,.
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Die Berechnung der Interpolationspolynome p,(x) nach der Formel von
Lagrange ist numerisch instabil, d.h. es konnen relativ gro3e Rundungsfeh-
ler auftreten, denn es werden die Polynome /,(x) vom grad = n zunichst
mit den Faktoren y, multipliziert und dann addiert. Bei gro3eren » sind die
Polynome [;(x) aber sehr stark oszillierend, und es konnen leicht grofere
Rundungsfehler entstehen.

Ein weiterer Nachteil besteht darin, dass beim Hinzunehmen weiterer
Stiitzstellen (um die Genauigkeit zu erhohen) alle /,(x) neu berechnet wer-
den miissen.

Der Vorteil der Lagrange-Formel liegt darin, dass bei gleicher Stiitzstel-
lenwabhl fiir verschiedene Sdtze von Stiitzwerten die Polynome p,(x) leicht
zu berechnen sind, da sich dann die /,(x) nicht verandern.

In den meisten Fallen ist aber die Berechnung mittels der Darstellungsfor-
mel von Newton vorzuziehen:

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-100




16.4.3 Newton-Interpolation

Es seien xo,xy,...,x, n+ 1 verschiedene Stiitzstellen und yy,y1,...,y, die zu-
gehorigen Stiitzwerte, dann kann man das eindeutig bestimmbare Interpola-
tionspolynom p,(x) auch in der Darstellung von Newton angegeben.

Satz 16-9: (Newton-Darstellungsformel)
p,(x)=B,+B/(x—x,)+B,(x—x,)(x—x,)+...
vt B (x—x)(x—x) - (x—x,_,)

mit B, =y,
B, = Nt o (Vo]
X~ %

[ | i Vit ]
B = Vo Vi YoVi--Via =yl k=2,...,n,

X — %o
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wobel
[y, y =22 1<i<a,
X —Xi
FRUNUE ) [ RTER/SELE /Y hl DA VEEIEN/S1 R\ PP P

X, =X,

die so genannten dividierten Differenzen bezeichnet.

Beweis:

Es sei p, das Interpolationsproblem mit p, (x;) = y; fur i = 0,1,...,n und sei
x € [a,b] mitx #x; fiiri =0,1,...,n eine weitere Stiitzstelle mit dem Stiitz-
wert p,(x) =y, dann gilt

_ YTV _ Vo™ . (%) [yyoyl]:[yoyl]_[y%]

Xy — X Xy — X X, —X

s ]=lyyan] Doy, ]= Loy vl = [y v ]

X, —X X, —X

[yyo]— ) [J’J/o%)/z]:---
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Auflésung dieser Gleichungen ergibt
(%)=, + [y 2,1(x = X0) = vy Ly 1+ [y vy, 10 = %)} (x = x,)
= Yo + o) 1(x = x0) + [y vy 1(x = X0 )(x — x,)
= Yo + 1oy 1(x = X0) + [y, 3, 1(x = x)(x — x,)
[y ¥, 1 = X0)(x = x)(x = X;)
= Yo +lyon 1(x = x0) + [y 1, 1(x = X)) (x = x) +...
+Hyor v ] = x))(x —x) - (x —x, )
vy 2,10 = x)(x = x,) - (x = X, )
= p,(X)=rx)+[yyey .-y, ](x = x)(x —x)--(x—x,)
mit grad7z, <n und p, (x,)=r/(x,), i=0,1,...,%.
Da p, eindeutig bestimmt folgt p (x)=r (x) Vx e[a,b]
= P, )=y, +yon]lx—x)+...+ vy 3, (x —x)) - (x—x, )
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= p,(x)=B,+B(x—x,)+B,(x —x,)(x—x)+...
et B (x=x))(x—=x,) - (x—=x,))

Die Koeffizienten B, werden mit folgendem Schema berechnet.

Newton-Schema (n=3)

Xy | Yo=B,
=y
X1 =% xl_xo =y =B,
1~ %o
[y, -y ]
X, =X, x|y, V2 171 Vo =[y,y,7,]=B,
Xy =Xy
X=X, XX, BRI Loy Fvons]_p
X, =X, X;—X,
[v,x5 1[0, ]
X3 =X Xy | V2 M:[)ﬁyz%]
X3—X
Y=y
X37Xy x3 _x2 =y, )]
37X
X3 1 )3
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Beispiel:
(vgl. Beispiel auf S. 16-93)

x,=-1, x,=2, x,=4,
yo=15 y, =6, y,=10,

Newton-Schema

~1115
; 6—15:_3
3
5 2 16 2_(_3)_1
5
5 10—6:2
2
4 110

= p,(x)=15-3(x+ D)+ (x+1)(x—2) = x> —4x +10.
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Matlab-Programm (Newton-Interpolation)

B(1) = ys(1);
for j=2mn+1
fori=nt+1:-1;j
h = xs(1)—xs(i—j+1);
ys(1) = (ys(i)-ys(i-1))/h;

end

B() =ys();
end
s = B(n+1);

fori=n:—1:1
s =s * (x—xs(1))+B(1);
end
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Neben der numerischen Stabilitit hat die Newton-Darstellung den Vorteil,
dass sich beim Hinzunehmen weiterer Stiitzstellen x,,.1,%,+2,... die Koeffi-
zienten By,B;,...,B, nicht andern und nur die Koeffizienten B,:1,B,:2,...
neu berechnet werden miissen.

Besitzen die Stiitzstellen alle den gleichen Abstand voneinander, d.h. dqui-
distante Stiitzstellen mit 2 = x;1 —x; flir i =0,...,n — 1, dann folgt

1
By=yy, Bi=—(n=n)» B=2500 =23+,
1
B, :ﬁ(% =3V, +3n=Y) -
und damit allgemein
1 &k,
B, = AT ;(lj(_l) Vi-1-
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16.4.4 Hermite-Interpolation

Zusitzlich zu den Stiitzwerten soll jetzt an der Stiitzstelle x; auch der Ablei-
tungswert ¥, interpoliert werden. Das Newton-Schema kann man weiterhin
anwenden, wenn die Stiitzstelle x; im Schema zweimal aufgefiihrt und die
sich ergebende dividierte Differenz [y;y;] durch den Ableitungswert ; er-
setzt wird. Der Rest des Newton-Schemas wird wie bisher berechnet.

Das Interpolationspolynom p,; erfiillt dann X | Yia
die zusatzliche Eigenschaft p) ., (x,) =y, x, |y
Der Grad des Interpolationspolynoms wird 0 Vi
hierdurch um eins erhoht, da ja eine Stiitz- Xio| Vi
stelle x; hinzugekommen ist. Xivt | Vin

Die Fehlerabschiatzung aus Satz 16-7, gilt analog, wobei auf der rechten
Seite der Faktor (x — x;) zweimal aufzufiihren ist.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-108




Beispiel:
Die Sinus-Funktion soll in xo = 0 und in x| = 7 /2 mitsamt ihrer Ableitung
interpoliert werden. Es soll also gelten

p(0)=sin0 =0, p'(0)=sin"0=cos0 =1,
p(r/2)=sin(z/2) =1, p'(x/2)=sin'(z/2)=cos(x/2)=0.

Mit Hilfe des Newton-Schemas (s. nachste Seite) erhalten wir

p(x)=0+1-(x—0)+ 4_3” (x—0)(x—0) + 4”_316(x—0)(x—0)(x—7z/2)
T T
=x+ 4_37[ x>+ 47[_316x2(x—7r/2).

T

Probe:
p;(0) =0, p3(72'/2) =1, p;(O) =1, p;(ﬂ'/Z) = 0.
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Newton-Schema

xz yi
0 0
0 1
/2 0 0 2/7—1 _ 4—%7:
/2 T
R 2n 4/m’—(4=27m)/7° 4z 316
/2 T
2/ 4
/2 /2 |1 =—
/ / 72_/2 72_2
0 0
/2 |1
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Fehlerabschdtzung

x*(x—7/2)
24

/() - p3<x>\<Z§%a/2]\f<4><§>u<x 0y (x—7/2)°| <

1 (7Y
- <—| —
— xg}):cl;/(z]‘f(x) p3(x)‘< moa>/<2](x(x 7[/2)) 24(4} <0,016.

Bei der Polynom-Interpolation erhdlt man bei einer groBen Anzahl von
Stiitzstellen Polynome hohen Grades, die an den Réndern des Intervalls zu
starken Oszillationen neigen.

In solchen Fillen bevorzugt man deshalb eine Spline-Interpolation, d.h. ei-
ne stiickweise Interpolation durch Polynome kleinen Grades (z.B. dritten
Grades bei den kubischen Splines) und an den Verkniipfungsstellen mog-
lichst glatte Ubergiinge (z.B. zweimal stetige Differenzierbarkeit bei den
kubischen Splines).
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16.4.5 Spline-Interpolation

Idee der kubischen Splines

In den Teilintervallen [x;,x;+1] zwischen den einzelnen Stiitzstellen sei s(x)
ein Polynom s;(x) vom grad < 3. An den Endpunkten der Teilintervalle, al-
so an den Stiitzstellen, sollen die Polynome s;(x) glatt aneinander stof3en,
d.h. bei kubischen Splines, dass die Uberginge 2mal stetig differenzierbar
sein sollen. Damit erhalten wir insgesamt eine 2mal stetig differenzierbare
Interpolationsfunktion s(x), die stiickweise aus Polynomen vom grad < 3
besteht.

Konstruktion der kubischen Splines

Im Intervall [x;,x;+1] mit der Intervalllinge 4; = x;;; — x; setzen wir folgen-
des Polynom vom grad < 3 an.

Si(x) = ai('x_'xi)3 +bi(x_xi)2 +Ci('x_xi) +di
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An den beiden Endpunkten des Intervalls [x;,x;+;] erhalten wir die folgen-
den 6 Gleichungen.

(D s;(x)=d, =y,
2) 8 (X)) = aihz’3 + bihi2 +eh+d; =y,
3) si(x)=c¢, =y

(4) $i(X;.1) = 3aihi2 +2bh +c; =y,
(5) si(x)=2b=y]

(6) $/(x,,) =6ah, +2b, =y

"
i+1

Aus den Gleichungen (1), (2), (5) und (6) erhalten wir

1 /4 1 " /N
(1) — di = Vis (5) — bi ZEyiﬂ (6) — ai:6_h(yi+l_yi')

1
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1 1 vyl !
2N = c=—(v. . —v)=h((b+ah)=—(v. . —v)=h| Ll _Ti
( ) Cl h (yz-t—l yz) 1( i az 1) h (th y,) ,(2 6 6}

1 l

1 h, " "
:;(yiﬂ _yi)_gl(yiﬂ +2yi')

1

und zusammengefasst fiir 0 <i <n — 1 schlieBlich

1 1
a =—(y" — "), b=—1y"
i 6hl (yl+1 yl') i 2yl
1 hi " [
¢ :h_(ym _yi)_g(ym +2y)), d; =y,

1

Wir haben somit die unbekannten Koeffizienten a;,b,,c; und d; fir 0 <i <
n — 1, durch die bekannten Stiitzwerte y; und die noch unbekannten Werte
y! (2te Ableitung an den Stelle x; ) ausgedriickt. Kénnen wir diese Werte
¥/ bestimmen, so sind alle Koeffizienten der Teilpolynome s,(x) bekannt.
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Die Werte y; lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (3) und (4) berech-
nen. Es sollen ja die folgenden Glattheitsbedingungen gelten.

s (x)=s/(x), 1<i<n-1
Aus Gleichung (3) folgt
! 1 /!
$i() =6 =W =20 = —(ym +2y)).
Aus Gleichung (4) folgt fir (i — 1) statt
si(x;) = 3ai—lhi2—1 +2b b+
h‘ 1 hz 1

= Oy byl — (= y) == SO 2070)
i—1
h,
=L (2" y" )b — )
6 ( yl yl l) hl_l(yl yl—l)
Aus s, (x;)=s/(x,) folgt mit diesen beiden Gleichungen
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h  Qyl+ v )+ 2yl + ¥ ) =6y, —y)/h—6(y,—y._)/h_,
= h_y  +2(h_ +h)y' +hy =06, 15i<n-1

mit =6y, —y)/h—6(,—y,)/h.,.

Das sind (n — 1) Gleichungen fiir die (n + 1) Unbekannten y;, 0<i<n.
¥, und y! sind frei wahlbar, da hierfiir keine Anschlussbedingungen exis-
tieren. Damit erhalten wir in Matrizenschreibweise das folgende lineare
Gleichungssystem.

2(hy +hy) h, i 51
h, 2(h +hy)  h, Ys 0,
hoooo : 2]

. - h,, Vooa 0,

h,, 2(h,_,+h,)) \y., gn_l

mit
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R " 6 6 "
6, =06, —hyyy=—(, = 1) —— " — o) — Iy
h, hy

6 6
S =(p —p)——>
i h (y1+1 yl) h

i i—1

(y.—y.,), 2<i<n-2

~

8,1=0,,—h,_y, = hi(yn — Vi)~ hi(yn—l —=Yu2) —h, Y,

n—2
Die Koeffizientenmatrix ist eine symmetrische, diagonaldominante, positiv
definite Tridiagonalmatrix (Bandmatrix der Brandbreite 1). Das lineare
Gleichungssystem lasst sich mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens fiir Band-
matrizen losen.

n-1

Als Losung dieses linearen Gleichungssystems erhalten wir die Werte ), ,
1 <i<n-1, wenn man vorher die beiden Werte y; und y' gewéhlte hat.
Aus den Werten »; lassen sich dann die Koeffizienten a;,b;,c; und d;, 0 <
i <n—1, der Teilpolynome s;(x) mit Hilfe der Formeln auf S. 114 bestim-
men. Damit ist die kubsiche Spline-Funktion s(x) bekannt.
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Aquidistante Stiitzstellen

Sind alle #; = 4 (h = Schrittweite), also x; = xy + ik, 0 <i<n, so lautet das
lineare Gleichungssystem (nach Division aller Gleichungen durch £)

4 1 yy Yy =2y + ¥, Yo
1 4 1 Vs Vs=2y,+ 0
y y . S h_z : I

1 4 1 y;;—z Vo1 — 2yn—2 +V,.3 0

1 4) Vo =2Vt Vs y

Wahl von y, und y':

1) Man kann y; =y, =0 wihlen. Dann erhélt man den natiirlichen Spli-
ne. Diese Wahl ist ungiinstig, wenn an den Enden des Gesamtintervalls
[x0.x,] starke Krimmung vorliegt.
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2) Man kann die Kriimmung an den Endpunkten in Beziehung zur Kriim-
mung in den benachbarten Punkten setzten, d.h.

yo=ay und y, =Ly’ mit a,feR,

z.B.a=f=1 oder a=p=0.5. Diese Wahl verdndert im linearen Glei-
chungssystem nur die erste und letzte Zeile

a, h, y S,
b 2(h+h,) h, Vs 0,
h, Col=]

. . h,, Vooa 0,

h,, i, ) \ Vi, 0,

mit
a, =2(hy+h)+ahy, a,,,  =2(h,_,+h_)+ph,,
und
0, =6(y,,— yi)/hi —6(y, - yi—l)/hi—l , Isi<n-1.
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3) Sind die Werte der ersten Ableitung an den Endpunkten des Intervalls
[x0,x,] bekannt, so kann man diese Werte y, und y, vorgeben, also

So(X0) = Yo» - $,4(x,) =y,
Dann erhilt man im linearen Gleichungssystem oben und unten jeweils
eine neue zusitzliche Gleichung

2h, hy Y g J,

hy  2(hy+h)  h i o

h,, 2(h,_,+h,_) b, J/Z—1 0,
h,_, 2h, ) Y ,’;

n

mit

é:0 :6((y1 _yO)/hO _y(l))’ gn :6(-)}:1 _(yn _yn—l)/hn—l)
und

é‘i :6(yi+1 _yi)/hi _6(yi _yi—l)/hi—l9 I<isn-1
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Denn aus Gleichung (3) und (4) von S. 113 folgt
] 1 h " 4 !/
So(Xp) =€ = h_(yl — ) _ZO(% +2y5) =Y,
0
= 20,0+ hoy! = 6((v, = )/ by = ¥p)-
bzw.

' 2
Sn—l ('xn ) = 3an—lhn—l + an—lhn—l + Cn—l

h _ " " " 1 hn_ i "
== Oy Ty = (0 =) e (0 25

n—1

h " " 1 4

n—1

= MY, +2h,_y, = 6()’:1 —(y, _yn—l)/hn—l)'
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Beispiel:
15 Interpolationspunkte
x =-2,-1,0
v, = T, 6,4,

Spline-Interpolation
a=1,p=1

Der Kurvenverlauf der Newton-Interpolation weist im Vergleich zur
Spline-Interpolation an den Enden starke Oszillationen auf.
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16.5 Numerik Partieller Differentialgleichungen

Es sei das Randwertproblem einer partiellen Differentialgleichung zu 16sen.

Beispiel: (Elliptische Differentialgleichung)
Gegeben sei G « R* Normalbereich sowie

u, (X, 1) +u,,(x,¥)= f(x,y) und u(x,y)=p(x,y) V(x,y) €dG

mit f:G— R stetigauf G und f :0G — R stetig auf 0G. Gesucht
wird die Losung u auf G mitu € C*(G) und u € C(GUOG).

16.5.1 Differenzenverfahren

Man legt ein Netz iiber G und erhilt die Gitter- T TN
punkte (x;)). { }
Ferner bezeichnet man die Ndherungslosung von N e

u(x,y) 1m Punkt (x;,y;) mit u; .
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Fur (x;,y;) € 0G, d.h. fur einen Randpunkt 1st u(x;,y,) = ¢(x;,);) als Rand-
wert gegeben.

Die Ableitungen u,, und u,, werden fiir die inneren Gitterpunkte durch Dif-
ferenzenquotienten

1 1
u,(x,y)= ?(ui—l,j —2u; + U, ) und  u,(x,y)= ?(ui,j—l = 2u; +u; )
approximiert. Hierbei bezeichnen /# und % die Gitterpunktabstinde in x-
bzw. y-Richtung.

Beispiel: (rechteckiges/quadratisches Gebiet) |
Essei h=k=1/n, x;=hi, y;=kj und

Ji=f(xsy) fir 0<i,j<n. 2
Die folgenden Punkte sind Randpunkte PR ]I
u; o =u(x;,0) = ¢, (x;) = 9(x;,0) 0<i<n —
uy, =u,y)=¢,(y,)=0l,y;)  0<j<n !
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u,, =u(x;,1)=@,(x;) = o(x,,1) 0<i<n
u”aj:u(o’yj):¢4(yj):¢(09yj) 0<j<

Nach Multiplikation mit /4 * erhalten wir die Gleichungen
(ul._l,j —2u, +u,, ) + (ui,j_l —2u; +u, ) = hzfl.j 1<i,j<n-1.

Das sind (n — 1)* Gleichungen fiir die (n— 1)> Unbekannten uyy, us,...,
U,—1.,-1, d.h. die Naherungslosungen an den inneren Gitterpunkten. Fiir z.B.
i =j = 1 erhalten wir die Gleichung

2
Uy —2uy, +uy + Z{g —2uy, +u, =h" ),

——
Randpunkt Randpunkt

wobei uy; und u;o Randpunkte sind. Nachdem wir diese Randpunkte auf die
rechte Seite gebracht und anschlieBend auf beiden Seiten mit (—1) multipli-
ziert haben, lautet die Gleichung
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2
uy —uy, —uy =—h" fi, +uy +uy,

In Matrixschreibeweise lassen sich die (n — 1)* Gleichungen fiir die (n — 1)*
Unbekannten dann z.B. fiir » =5 in dem folgenden linearen GLS darstellen.

Au=-hf+r
mit
T -E 4 -1
-E T -E -1 4 -1
A: ) T:
-E T -E -1 4 -1
-E T -1 4
sowie
T
u:(”11»”12>”139”14>”219"-9”419”42»”439”44)
T
f:(fnsflzafl3af14af219°--af417f429f43>f44)
und
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T
r :(u01 Uy Uy s Uz, Uy +u15,u20,0,0,u25,...) )

Die Koeffizientenmatrix A ist eine (n — 1)* x (n — 1)* Bandmatrix der
Bandbreite (n — 1). Sie 1st symmetrisch, positiv definit und "fast" diagonal-
dominant.

Das GLS lasst sich fiir kleine » mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens fiir
Bandmatrizen 16sen. Fiir groBe n sollte man ein iteratives Verfahren be-
nutzen, z.B. das Uberrelaxations-Verfahren.

Beispiel:
uxx(x’y)+uyy(x’y) = 0

in G= {(;j eR*: 0<x,y< 1} (Rechteck)

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-127

a) Randbedingung:
M(X,O):(DI(X):XZ, u(lay):gpz(y):l_yza

2

M()C,l) :(03()6) =X2 _19 u(O,y) :¢4(y) =V

Exakte Losung:
u(x,y)=x’-y°

Eroebnis mittels Differenzenverfahren:

Maximaler Fehler zwischen u;; und u(x;, ;) in Abhéngigkeit der Anzahl
der Unterteilungen #:

n Maximaler Fehler
5 210"
10 5.107"
20 1,5-107"

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16-128




b) Randbedingung:

U s =Ssin(zx)+sin(zy)

Exakte Losung:

u(x,y)= [sin(ﬂx) (sinh(;z y)—sinh(7z(y— 1)))
+sin(zy) (sinh(ﬂx) —sinh (7 (x— 1)))] / sinh 7

Eroebnis mittels Differenzenverfahren:

Maximaler Fehler zwischen u;; und u(x;, ;) in Abhéngigkeit der Anzahl
der Unterteilungen n:

n Maximaler Fehler
-2
5 3,4-10
10 9,4-107
20 2,410
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Algorithmus:
fur u (x,y)+u, (x,y)=f in G= {(

mit den Randbedingungen
u(x,0) = b, (x), u(l,y)= ®, (y), u(x,1)= Dy (x), u(0,y)= @4 ).

X

yjeRz: O<x,y<1} h=l

n

% Erzeugen der Bandmatrix
% Erzeugen der rechten Seite
Cholesky- oder iteratives Verfahren anwenden = u;

Anmerkung :

Liegen andere Grundgebiete (als Rechtecke) vor, so miissen evtl. in der
Néhe des Randes andere Differenzenquotienten gewahlt werden (siehe z.B.
Schwarz: Numerische Mathematik). Dann erhélt man andere Koeffizien-
tenmatrizen. Diese sind aber im Allgemeinen immer noch symmetrische
Bandmatrizen.
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