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17.  Wahrscheinlichkeitsrechnung

17.1 Definitionen, Beispiele

Definition 17-1:

Ein Versuch der beliebig oft wiederholbar und dessen Ergebnis ungewiss
ist, heifit Zufallsexperiment.

Die Menge der bei einem Zufallsexperiment potentiell moglichen Ergeb-
nisse heilit Ergebnisraum (Merkmalsraum, Stichprobenraum) €, seine
Elemente @ € () Ergebnisse.

Teilmengen E von () heilen Ereignisse. Ein Ereignis E < Q tritt ein,
wenn eines der Ergebnisse eintritt aus denen E besteht. Die einelementi-
gen Teilmengen {w} heilen Elementarereignis.

Die Menge Q heif}t sicheres Ereignis, die leere Menge & unmogliches
Ereignis.
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Definition 17-2:
1) Fir Eic Q i1=1,2,...,n (endlich viele Ereignisse) bzw. i=1,2,...
(abzdhlbar unendlich viele Ereignisse) heil3t

E :LnJEi bzw. E =0Ei
il i-1

die Summe der Ereignisse, d.h. E tritt genau dann ein, wenn mindes-
tens eines der endlich bzw. abzdhlbar unendlich vielen Ereignisse E;
eintritt.

2) Fir E;cQ i=1,2,...,n (endlich vicle Ereignisse) bzw. i=1,2,...
(abzdhlbar unendlich viele Ereignisse) heil3t

das Produkt der Ereignisse, d.h. E tritt genau dann ein, wenn alle der
endlich bzw. abzahlbar unendlich vielen Ereignisse E; eintreten.
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3) Zwei Ereignisse E; und E, heiflen unvereinbar, wenn E; N E, =
gilt, d.h. wenn ihr gleichzeitiges Eintreten unmaoglich ist.

4) Das Ereignis E = Q\ E heiit das zu E komplementire Ereignis, d.h.
E tritt genau dann ein, wenn E nicht eintritt.

Definition 17-3:
Ein System S von Ereignissen heifit Ereignisfeld (Mengenalgebra, o-

Algebra), wenn es alle moglichen Ereignisse eines Zufallsexperiments
enthilt, insbesondere auch die Vereinigung und den Durchschnitt von Er-

eignissen sowie Q und . (S5 < P(Q), der Potenzmenge von Q)

Beispiel:

1) Werfen eines fairen Wiirfels
Ereignisraum: Q=1{1,2,3,4,5,6}
Elementarereignis: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}

andere Ereignisse z.B.: E={2,4,6} = {2} U {4} U {6} (gerade Zahl)
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2) Wiirfeln mit zwei fairen Wiirfeln
Ereignisraum: Q= {(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),....,(6,6)}
Sei El = {(196)9(296)93(696)} bZW° EZ = {(691)9(692)99(696)} das
Ereignis, dass mit dem einen bzw. dem anderen Wiirfel eine 6 gewor-
fen wird. Dann bedeutet das Ereignis E=E; N E, = {(6,6)}, dass mit
beiden Wiirfel eine 6 geworfen wird.

3) Minzwurf

E: Zahl liegt oben

E,: Wappen liegt oben

E,UE;: Zahl oder Wappen liegen oben
EinE;: Weder Zahl noch Wappen liegen oben

Ereignisfeld: S= {E], Ez, Q= E1 Y Ez, = E1 M Ez)
bildet das Ereignisfeld des Zufallsexperiments
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Definition 17-4:
Ist bet n Wiederholungen eines Zufallsexperiments ein Ereignis E genau

hn(E)-mal eingetreten, dann wird h,(E) als absolute Haufigkeit und
H, (E) = 12E)
n

als relative Haufigkeit des Ereignisses E in n Versuchen bezeichnet.

Offenbar gilt:
a) 0<HyE)<1
b) Hy(Q) =1

C) Hn(El . Ez) = Hn(El) + Hn(Ez), falls E1 M E2 = (dls]unkt)

Die Erfahrung zeigt, dass sich H,(E) bei wachsendem n im allgemeinen
bei einem festen Wert einpendelt, der charakteristisch fiir E ist.
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Beispiel:

Miinzwurf  E; Zahl liegt oben, E, Wappen liegt oben

Liegt nun bei n Wiirfen h,(E,)-mal Wappen oben, so ist

hn(El) — n-— hn(E2) :1_ hn(E2) :1_ Hn(Ez)
n n n

HL(E)="2) ()=

Die Erfahrung lehrt hier (empirisches Gesetz der groflen Zahlen)
H.(E) —— %

Der Wert, bei dem sich H,(E) "einpendelt", liefert gewissermallen ein
Mah fiir die "Zufalligkeit" des Ereignisses E, eben die Wahrscheinlichkeit
des Eintretens von E. Der Versuch, die Wahrscheinlichkeit als Grenzwert
der relativen Haufigkeit zu definieren, ist jedoch gescheitert. Stattdessen
hat sich die axiomatische Vorgehensweise, die gewisse Grundeigenschaf-
ten relativer Hiufigkeiten erfiillen, durchgesetzt.
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Definition 17-5: (Axiome von Kolmogorow)
Essei S ein Ereignisfeld. Eine Abbildung P: S — R mit

1) 0<P(E)<1 firEe S
2) P(QQ)=1 fiir das sichere Ereignis

3) Fiir paarweise unvereinbare Ereignisse E; i=1,2,..., d.h.
Ei M Ej:@ fur I-‘#j gllt

P(UL, Ei)=gP<Ei>

heif3t Wahrscheinlichkeit.

Satz 17-1:

1) P(D)=0

2) Fir E=Q\E gilt: P(E)=1-P(E)

3) Fir E;,E, € S gilt P(E, U E,)=P(E)) +P(E,) — P(E; N Ey)
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Beweis:

1) 1=P(Q)=PQuUI)=P(Q)+P(D)=1+P(J) = P()=0,da
QQ und O unvereinbar.

2) 1=P(Q)=P(EUE)=P(E)+P(E) = P(E)=1-P(E), da
E und E unvereinbar.

3) Sind E,;, E; unvereinbar, so ist E; N E, = O, also ist die Behauptung
gerade Forderung 3) in Definition 17-5.
Fir E,nE, = gilt
E.VE=(E\(E NE))UE), wobei (E\\(EiNE))NE,=C
E.=(E\N(E NE))U(E NE,y),wobei (Ej/\(EiNE)N(ENE)=C
Hieraus folgt
P(Ei U Ey) +P(EINEy)=P(E\(E1 N Ey)) + P(Ey) + P(E1 N Ey)

=P((E;1\(E1 " Ey)) U (E1 " Ey)) + P(Ey) =P(Ey) + P(Ey)

= P(E,UE,)=P(E)) +P(E,)-PE nE))
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Satz 17-2:

Ist der Ereignisraum endlich, d.h. Q= {w,,...,®,}, und ist das Auftreten
der endlich vielen Elementarereignisse {@;} gleichwahrscheinlich (Lapla-
ce-Zufallsexperiment), so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(E) eines Er-
eignisses E € P(QY)

‘E‘ _ Anzahl der Elementarereignisse in E

P(B)=+= —
‘Q‘ Anzahl der Elementarereignisse

wobei |[E| und |QQ] die Machtigkeit der Mengen E bzw. €2 angibt.

Beweis:
P(E)= > P({o})= D P({m})
w;€E w; €E
=P = w pray= L iz
({a)l}) ‘ ‘ ‘Q ’ a ({a)|}) ‘Q‘ ur | 9"'9n
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Beispiel:
Das Werfen eines fairen Wiirfels ist ein Beispiel fiir ein Laplace-Experiment.
Essei Q= {w,...,ws} mit {@} = {i} fir i=1,...,6, und P({w;})=1/6.
E, = {2,4,6} tritt ein, wenn Ergebnis des Wurfes gerade ist
E 2,4,6
p@J:‘J: H H :ézl
Q  [{1,23.456} 6 2

E,={2,3,4,5,6} tritt ein, wenn Ergebnis des Wurfes keine 1

E-Q\E =il PE)=; = P(E)=1-PE)=>

E= E1 O E2 mit E1 = {2,4,6}, E2 = {1,6}
P(E,VE,)=P(E)+P(E,)-P(E,nE,)

= P({2,4,6)) + P({L6}) — P({6}) =%+ %

1
6

W | —
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17.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, unabhingige Ereignisse

Definition 17-6:

Es seien E;, E; € S mit P(E,) > 0. Dann heif3t

P(E,|E,)= o0 E)
P(E,)

die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E; unter der Bedingung
des Ereignisses E,.

Beispiel: (bedingte Wahrscheinlichkeit)
Zwei Karten werden nacheinander aus einem Skatspiel gezogen.
E, sei das Ereignis: "lte Karte ein As",
E, sei das Ereignis: "2te Karte ein As".
P(E,|E;) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die 2te Karte ein As ist,
wenn auch schon die 1te Karte ein As war. Es gilt
4 3 3 4

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 17-11

Anmerkung:

Im allgemeinen sind die Wahrscheinlichkeiten P(E;|E;) und P(E;,|E,) vo-
neinander verschieden. Aufgrund der Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit besteht zwischen beiden die Beziehung

P(El | Ez)P(Ez) - P(Ez ‘ EI)P(E1)°

Definition 17-7:
Zwei Ereignisse E;, E; € S heiflen voneinander unabhéngig, wenn

P(E1 ‘ Ez) = P(El)

gilt.

Definition 17-8:
n Ereignisse Ei,...,E, € S heillen

1) vollstandig unabhéngig, wenn fiir jedes m-Tupel (iy,..., i) mit
1< <..<ip<n gilt
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P(E; n--NE; )=P(E)-....P(E, ) mit m=2,...,n

2) paarweise unabhéngig, wenn fiir beliebige i,] mit i#] E; und E;
unabhéngig sind

Anmerkung:

Aus der vollstindigen Unabhéngigkeit folgt die paarweise, nicht umge-
kehrt, z.B. fiir n=3

Ei, Es, E3 € S paarweise unabhédngig, wenn
P(El M Ez) = P(El)' P(EZ)a
P(El M E3) = P(El)‘ P(E3)9
P(Ez M E3) = P(Ez)‘ P(E3)

Ei, Es, E3 € S vollstindig unabhingig, wenn aulerdem noch gilt
P(E,nE, nE;)=P(E)-P(E,)-P(E)
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Beispiel: (unabhangige Ereignisse)

Die Schalter S; seien unabhingig S S
voneinander offen oder geschlossen A 1 B
mit der Wahrscheinlichkeit Si_

P(S; geschlossen) = ;.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Strom von A nach B flief3t?
Ei bedeute: "S; ist geschlossen",
E bedeute: "Strom fliet von A nach B"
= E=E U(E;n Ej)
= P(E)=P(E, v (E; " Ej))

=P(E)) + P(E; " E3) —P(Ei " E; N Ej)

=P(E) + P(E2) - P(E3) — P(Ey) - P(E2) - P(E3)

= P17+ P2P3 = P1P2P3

(da alle Ereignisse unabhéngig sind).
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Damit n Ereignisse

a) paarweise unabhidngig sind, miissen n iiber 2 Bedingungen
b) vollstindig unabhiingig sind, miissen 2" —n—1 Bedingungen
erfiillt sein.

Beim "Abzdhlen" der Moglichkeiten wurden die folgenden Aussagen be-
nutzt, die auch bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-
Experimenten Anwendung finden.

Definition 17-9: (Permutationen)

Eine Permutation von n unterscheidbaren Elementen ist jede Zusammen-
stellung, in der die n Elemente in irgendeiner Anordnung nebeneinander
stehen. Unterschiedliche Anordnungen der n Elemente bedeuten stets
verschiedene Permutationen.

Jede Anordnung von K unterscheidbaren Elementen, von denen das i-te
Element n;-mal auftritt, 1= 1,2,...,k heiflit Permutation mit Wiederholung.
Die Anzahl der Elemente in der Permutation ist dann n=n; + ... + ny.
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Satz 17-3:
1) Die Anzahl der Permutationen von n unterscheidbaren Elementen ist

P =n!
2) Die Anzahl der Permutationen von K unterscheidbaren Elementen, von
denen das i-te Element n;-mal auftritt, i = 1,2,...,k, ist
n!
n!-....n!

(n,...n) __
Pn 1 k) —

Definition 17-10: (Variationen)

Eine Variation von n unterscheidbaren Elementen zur K-ten Klasse (k <
n) ist jede aus k Elementen bestehende Zusammenstellung, die sich aus
den n Elementen unter Beriicksichtigung der Anordnung bilden lasst.

Variationen von n unterscheidbaren Elementen zur Kk-ten Klasse, bei de-
nen sich die einzelnen Elemente bis zu k-mal wiederholen, hei3en Varia-
tionen mit Wiederholung.
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Satz 17-4
1) Die Anzahl der Variationen von n unterscheidbaren Elementen zur k-ten

Klasse ist |

" (n=k)!

2) Die Anzahl der Variationen von n unterscheidbaren Elementen zur K-ten
Klasse mit Wiederholungen ist

(K) _ K
VW’n =N

Definition 17-11: (Kombinationen)
Eine Kombination von n unterscheidbaren Elementen zur K-ten Klasse (k

<n)ist jede aus kK Elementen bestechende Zusammenstellung, die sich aus
den n Elementen ohne Beriicksichtigung der Anordnung bilden lésst.

Kombinationen von n unterscheidbaren Elementen zur k-ten Klasse, bei
denen sich die einzelnen Elemente bis zu k-mal wiederholen, heiflen
Kombinationen mit Wiederholung.
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Satz 17-5
1) Die Anzahl der Kombinationen von n unterscheidbaren Elementen zur
k-ten Klasse ist
) n n!
( ) = = —-—
" k) kli(n-k)!

2) Die Anzahl der Kombinationen von n unterscheidbaren Elementen zur
k-ten Klasse mit Wiederholungen ist

w0 _(n+k=1)_(n+k-D!
CW’”_( k )_ k!(n—1)!

Beispiel:
1) Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Berechne P(E,), P(E,) und
P(E;|E4), wobei E; eintritt, wenn Augensumme = 2,
E, eintritt, wenn Augensumme = 5,
E; eintritt, wenn Augensumme > 10,

E, eintritt, wenn Augensumme gerade.
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Q= {(1,1),(1,2),...(LL6),(2,1),.....(6,6)} mit |Q| = 6>=36

= P({w}= L_1 I=1,...,36 (gleichwahrscheinlich)
o " 36
E,={(1,)} mit |[E|=1 = P(E):E:L
1 ’ 1 1 ‘Q‘ 36
E,={(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} mit |[E;]=4 = P(E,)= ‘E‘ _L
2 s T o\ &9 Jo\ o< )5\ Ty 2 ‘Q‘ 36 9

Ist E; eingetreten, so gibt es fiir E; 18 mogliche Elementarereignisse,
davon sind 4 fiir E; glinstig, d.h.

P(E ‘E):P(E3mE4):\E3mE4\/\Q\_\E NE|_4 2
e P(E,) E,|/|2 E,| 18 9
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2) Ein Schiitze gibt auf eine Zielscheibe drei unabhiangige Schiisse ab mit
der jeweiligen Trefferwahrscheinlichkeit 1/2. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass er insgesamt mindestens 2 Treffer erzielt?

Q= {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),...,(1,1,1)} mit |Q|= 23=8
wobeil die "0" keinen Treffer und "1" einen Treffer kennzeichnet.

E tritt ein, wenn Schiitze mindestens 2 Treffer erzielt, d.h.
E = {(0.1,1),(1,0,1),(1,1,0)(1,1,1)} mit |E|=4

E

P(E
j()\Q\SZ
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17.3 Zufallsvariablen und Verteilungsfunktionen

Bisher haben wir den Ausgang eines Zufallsexperiments (Zufallsereignis)
verbal beschrieben. Im folgenden wollen wir ein Zufallsereignis mathema-
tisch mit Hilfe einer Variablen, die verschiedene Werte annehmen kann,
beschreiben.

Definition 17-12:

Eine Zufallsvariable X ist eine Abbildung X: Q — R die mit der Eigen-
schaft, dass fiir jedes Intervall | — R die Teilmenge E = {w € Q : X({®w})
e I} von Q zum Ereignisfeld S gehort.

Beispiel:
1) Werfen einer Miinze

E, tritt ein, wenn Wappen oben, E, tritt ein, wenn Zahl oben
Zufallsvariable X(E;)=1, X(E;)=0
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2) Zwei Wiirfel werden geworfen
Ereignisraum: Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),....,(6,6)}
Zufallsvariable X sei definiert als die Augensumme, z.B.
X({(2,5)0) = {73, XHG.H) = {7}, X({(1,1),2,4),(4,6)}) = {2,6,10}.
Ereignisraum fiir X: Qy = {2,3,4,...,12}
In diesem Ereignisraum sind die Elementarereignisse nicht mehr
gleichwahrscheinlich, denn fiir A < Qx muss gelten

Py(A)=P({we Q: X({w}) e A}) VA e P(Q)
zB.  Px({2})=P({(1,1)}) = 1/36,
Py (£31)=P({(1,2),2,1)}) = 1/18, usw.

Einem Zufallsereignis E € S wurde seine Wahrscheinlichkeit P(E) zu-
geordnet. E wird nun vermoge X(E) durch eine Zufallsvariable be-
schrieben. Ordnet man jedem Intervall | R die Wahrscheinlichkeit da-
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fiir zu, dass die zur Beschreibung des Experiments eingefiihrte Zufallsvari-
able zu dieser Menge gehort, so liefert diese wahrscheinlichkeitstheoreti-
sche Charakterisierung der Zufallsvariablen eine sinnvolle Modellierung
des Experiments.

Definition 17-13:
Es se1 X eine Zufallsvariable. Dann heif3t

Fo: R>R mit F (X)= P ((—o,X])
=P({oeQ: X(w)<Xx})=P(X <X)
Verteilungsfunktion (Wahrscheinlichkeitsverteilung) von X.

Seien X;, X, € R mit X; <X, und
E={we Q: X({w}) <X},
F={we Q: X({w}) <X},
GC={we QX <X({w})<x} mit EFGeS
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dann gilt
P(F)=P(EUG)=P(E)+P(G), da EnG=0
= P(G)=P(F)-P(E)
= PX, <X <X)=P(X <X,)=P(X X)) =F(X)—=F(X).

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit eindeutig durch die Verteilungs-
funktion Fyx(X) bestimmt.

Satz 17-6: (Eigenschaften der Verteilungsfunktion)
Ist Fx(X) Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X, so gilt

1) 0<Fx(X)<1 fliralle x e R
2) limy, ,Fx(X)=0, lim,,,Fx(X)=1

3) Fx(X) ist eine monotone nichtfallende Funktion, d.h.
Fyx (xth) > Fy (X) fiirjedes h>0 und alle x € R

4) Fx(X) ist rechtseitig stetig, d.h.
lim g, o+ Fx (X+h) = Fx (X)
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Definition 17-14:

Eine Zufallsvariable X heif3t diskret, wenn sie nur endlich oder abzahlbar

unendlich viele Werte annehmen kann.

Eine diskret verteilte Zufallsvariable wird durch thre moglichen Werte X;
und die Wahrscheinlichkeiten p; = P(X=X;) (Zihldichte) gekennzeichnet,

wobei Zi pi=1 sein muss. Fiir die Verteilungsfunktion gilt
F.(X)=>.p; (Treppenfunktion).

Xj <X

Beispiel:

Drei unabhéngige Schiisse auf eine Scheibe mit der jeweiligen Treffer-

wahrscheinlichkeit 1/2. Es se1 X ein Modell fiir die zufallige Trefferzahl

nach drei Schissen.
Mogliche Werte von X: X;=0, X, =1,X3=2,X4=3
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1 3 3 1 .
P, = 3’ P, = 3’ P, = 3’ P, = 3 (vgl. Beispiel auf S.16-20)
Somit ergibt sich die Verteilungsfunktion zu
0 X<0

0.125 0<x<l1
F, (X)=40.5 1<x<2
0.875 2<x<3
1 3<X

Definition 17-15:

Eine Zufallsvariable X heif3t stetig, wenn es eine integrierbare Funktion

fx (X) gibt, so dass sich die Verteilungsfunktion fiir X € R in der Form

Fe00 =] f ()dx
darstellen lasst. fx(x) heifit dann Dichtefunktion von X.
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Anmerkung:

Die Dichtefunktion ist eine nichtnegative Funktion, d.h. fx(x) >0, die
Verteilungsfunktion Fy (X) ist stetig, und es gilt F; (x) = f, (X) fiir alle
Stetigkeitsstellen X von fy (X).

Es folgt

P(x <X <x)=F, (x,)-F, (X) :j f, (x)dx
und damit

P(—0 < X <o) = F (0)—Fy (—) = [ f,(x)dx=1.
Bei einer stetigen Zufallvariablen gilt

P(X=x)=0 da P(X :X):lhiirgP(x< X <x+h)

—tim [, (x')dx' =0

h—0 J X

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 17-27

17.4 Erwartungswert und Varianz

Wichtige Informationen iiber eine Verteilung, wenn auch in der Regel kei-
ne vollstindige Beschreibung, liefern bestimme Kennwerte (Verteilungs-
parameter).

Definition 17-16:

1) Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit den Werten X; und der Zahl-
dichte p;, dann heif3t

E(X)= Z X;p; Erwartungswert von X, falls Z‘Xi‘ p; < oo.

2) Ist X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f,, dann heif3t

E(X)= J.X f, (X)dx Erwartungswert von X, falls ﬂx‘ fo (X)dx < oo,
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Definition 17-17:
Ist X eine Zufallsvariable, dann heil3t

1) Var(X):E((X—E(X))z) Varianz von X,

2) /Var(X) Standardabweichung von X,

wenn der angegebene Erwartungswert existiert.

Im diskreten Fall berechnet sich Var(X) gemal

Var(X) = Z(Xj _E(X))2 P; :Z(Xj _in pi] P;-

i i

Im stetigen Fall erhidlt man entsprechend

0 o0 0 2
Var(X) = [ (x=E(X))" f,()dx = | Ex — [ X £,(x) dx’] f. (x)dXx.
Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 17-29

Beispiel:
Drei unabhéngige Schiisse auf eine Scheibe mit der jeweiligen Trefferwahr-
scheinlichkeit 1/2. Es sei X ein Modell fiir die zuféllige Trefferzahl nach 3

Schiissen. Mogliche Werte von X sind X; =0,X=1,X3=2,X4=3 mit

1 3 3 1 .
p, = 3’ p, = 3’ P, = 3’ p, = 3 (vgl. Beispiel auf S.16-25).
Fiir den Erwartungswert erhilt man

4 1 3 3 1 3
E(X)=>» xp=0-—+1-—4+2-—+3-—
();.p. Stlo+2 43 o=2
und fiir die Varianz

4 4 2 4 3 2
Var(X) = Z(Xj - 2% pi] Pj :Z(Xj 5 ) P
j=1 i=1

j=1

2 2 2 2
:(O_ij l+(1_§) §+(2_§ §+(3_§j l:i
2) 8 2) 8 2) 8 2) 8 4
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Besitzt eine Zufallsvariable X den Erwartungswert E(X) = ¢ und die Va-
rianz Var(X) = o> # 0, so ldsst sich X mittels

X —
Y=g(X)="—£
o
eine standardisierte Zufallsvariable Y zuordnen, fiir deren Erwartungswert
X — 1 1
E(Y)=E(g(X))= E(—”] =—E(X — 1) =—(E(X) - ) =0
o o o

und deren Varianz

Var(Y) = E((Y —E(Y))") = E(Y) - (E(Y))" = E(Y?)

:E((X _”j J:%E((x —y)z):izVar(X)ﬂ
(o (o2

o)

gilt.

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 17-31

17.5 Beispiele fiir Verteilungsfunktionen
17.5.1 Null-Eins-Verteilung

Zufallsvariablen mit einer Null-Eins-Verteilung eignen sich zur Modellie-
rung von Zufallsexperimenten mit nur zwei moglichen Ergebnissen (Ber-
noulli-Experimenten), z.B. beim Werfen einer Miinze.

1 falls A eintritt

Zufallsvanable: X = —
0 falls A eintritt

Besitzt das Ereignis A die Wahrscheinlich p, so gilt
P(X=1)=p, PX=0)=1-p.
Der Erwartungswert einer Null-Eins-verteilten Zufallsvariablen X lautet
EX)=0-(1-p)+1-p=p.
Fiir die Varianz von X erhéalt man

Var(X) = B(X*) = (E(X))’ =p - p’=p (1 - p).
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17.5.2 Binomialverteilung

Wir fithren i=1,...,n voneinander unabhingige Bernoulli-Experimente
durch und setzen voraus, dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von A
bei jedem Experiment gleich ist, d.h. P(A) =p mit 0 <p <1.

Ausgehend von diesem Experimentierschema untersuchen wir die Zufalls-
variablen

Xn = zufallige Anzahl der Experimente, von insgesamt n Experimenten,
bei denen A eintritt

Die Zufallsvariable X, besitzt den Wertebereich {0,1,...,n}. Fiir beliebige
n (n=1,2,...) und p (0<p<1) ergibt sich die Zahldichte von X, zu

P(X, =k)= (Ej p“(1-p)"

und die Verteilungsfunktion zu

Hochschule Bremen Hohere Mathematik 4 / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 17-33

F (0=P(X,<x)= Y (Ej (L py.

0<k<x

Offensichtlich gilt
Py, (M) = Z(jp(l =(p+-p)" =

Fiir den Erwartungswert und die Varianz erhalten wir

4 n o
E(X,)=>_k kjpk(l—p) ‘
k=0
_ C n—-1) _\n-1=(k-1)
=T k_ljp 1-p) p

< (n-1 no1
=np ( y )pk(l—p) T=np

5:0

J

v

=1
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und

Var(Xn):E(Xf) E(X) Zk ( jp (l_p)n K _n2 2
i kn (E:D p'(1-p)" P p—n’p’
=np Z k ( ) pk 1(1 p)n—l—(k—l) _n? pz

— n_l n-1-
=an(k+l)( ’ )pk(l—p) T-ntp?
k=0

J/

E(X, +1)=(n-1)p+1

=np(np+1-p)-n*p>=np(l-p)
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Binomialzéhldichte

Binomialverteilungsfunktion
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17.5.3 Poisson-Verteilung

Ist X binomialverteilt mit n und p, undist n groB und p klein mit
np = a> 0, so kann die Binomialverteilung naherungsweise durch die
Poisson-Verteilung ersetzt werden.

Aus n—> oo, p,—> 0, np, > a folgt
k

P(X =k) :%e‘

denn

n k 1 n— n'
k pn( _'pn) Egz_tjE;;pn( _'pn)

~(np)* n n-1 n—k+1 1_&)” l_npnjk \ake_a
kk n n = n n n e T
~— — S
oo Ky =0 e
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Die Verteilungsfunktion lautet
Fy (X) = Z —
0<k<x !
Fiir den Erwartungswert und die Varianz erhalten wir
0 0 ak—l © ak
E(X)=)» k— “=a e’=a) —e“’'=a
% kZ:(k 1)' kzzll(k_l)! gk!
und
Var(X) = E(X?)—(E(X)) Z —e-—a’=)Kk e’ —a’
e =" (k-1
© k+l
=) k+1)—e —a’ = aZ(kH)—e
k=0
E(X+1)=A+1

=a(a+l)-a’=a
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Poisson-Zahldichte Poisson-Verteilungsfunktion
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k X
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17.5.4 Hypergeometrische Verteilung

Werden aus einer Urne mit M schwarzen und N —M roten Kugeln n Ku-
geln mit zuriicklegen gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Zug
eine schwarze Kugel zu ziehen, immer M/N =p und eine rote (N — M)/N =
1 — p. Die Wahrscheinlichkeit, dass von n gezogenen Kugeln k schwarz
sind, bestimmt sich nach dem Modell der Binomialverteilung zu

P(X, =k)= @ p(1-p)""

Wird das gleiche Experiment ohne Zuriicklegen durchgefiihrt, so ergibt
sich dagegen

MYN-M
_ Anzahlder giinstigen Félle | k A n-k

P(X. =k)= =
(Xn =) Anzahl der moglich Fille (Nj

n
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Die Verteilungsfunktion lautet

- g 2 (410

0<k<x 0<k<x

Fiir den Erwartungswert und die Varianz erhalten wir

o= 2 (3 (5 /0

und
Var(X,) = E(X*) = (E(X))
", (MYN=-MY) /(N NY
:Zk.k ) A
k=0 n-— n M
M- M]IN=n
N N /)N-1
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17.5.5 Rechteckverteilung
Es gelte a <b. Eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

1
fy (X) = b_a 1 p7(X)

heif3t rechteckverteilt (gleichverteilt), wobei 1y(X) die Indikatorfunktion
der Menge M — R bezeichnet, d.h.

L () = I, xeM
M - 0, sonst

Die Verteilungsfunktion der rechteckverteilten Zufallsvariablen X kann
wie folgt ausgedriickt werden.

0, x<a
Fooo=[" fL () di = — S () de =122 xefa,b]
o0 b—a -~ b—a
1, X>b

\
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Fiir den Erwartungswert und die Varianz erhalten wir

und

Var(X) = E(X?) = (BOO) = —— [ xdx

o0 ] b
E(X)=J‘_wxfx(x)dx:a axdx
1" p-a _a+b

b-a 2| 20b-a) 2

i

_(a+b)”
b—a‘a

1 | (a+by b’-a' (a+b)’ (b-a)

“b-a 3 4  3b-a) 4 12

a

Eine rechteckverteilte Zufallsvariable X ~ R(—x,7) wird haufig zur Mo-
dellierung der zufilligen Nullphase eines Sinussignals verwendet.
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Rechteckdichtefunktion Rechteckverteilungsfunktion
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17.5.6 Exponentialverteilung

Eine stetige Zufallsvariable X besitzt eine Exponentialverteilung, wenn
thre Dichtefunktion durch

fy (X) =2 exp(- A1) 1, ., (X)

gegeben ist. Die Verteilungsfunktion berechnet sich hieraus zu

Fe) = _Xw i (x) dx'= [ _sz exp(—2x) 1, (X') dx

= [ "4 exp(=Ax) dx'= (1= exp(=2X)) Iy, ., (X) .
Fiir den Erwartungswert und die Varianz erhalten wir
E(X)= [ xf(xdx=4 j:Xexp(—/lx) dx:%

und

Var(X)=E(X?*) - (E(X)f = 2 j: x? exp(—4 X) dx —% 1

12
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Die Exponentialverteilung findet Anwendung bei der Lebensdauer von
technischen Bauteilen und Systemen, z.B. von Glithlampen.

Exponentialdichtefunktion Exponentialverteilungsfunktion

0.9 1 — A=1
0.8
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X 05 e
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0.3
0.1
0 T 0 I I
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17.5.7 Normalverteilung

Als normalverteilt kdnnen wir Zufallsvariablen ansehen, die durch Uberla-
gerung einer gro3en Zahl von Einfliissen entstehen, wobei jede einzelne
Einflussgrofle nur einen im Verhiltnis zur Gesamtsumme unbedeutenden
Beitrag liefert, z.B. wie bei der Entstehung von Messfehlern.

Eine stetige Zufallsvariable X heil3t normalverteil mit den Parametern u €
R und o> 0, in Kurzschreibweise X ~ N{x,07), wenn ihre Dichte- und
Verteilungsfunktion durch

1:x (X) = \/2172 exp{— (Xz_o_él) }
o

Fe0 =" £ (x) dx'= \/271[7 [* exp {_ (X;;;) }dx.

gegeben sind.

und
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Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ N(y, o?) lautet

E(X):Ijoooxfx(x) dx

1 o X — 1)
— j_w X exp{— %} dx=u

2o

und

Var(X) = B(X - %)= [ (x= m)* £,,(x) dx

(x—ﬂf}dxzaz

: [~ (x=w) expy-
DY 20°
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Normalverteilungsdichtefunktion
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Normalverteilungsfunktion
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