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1 Grundbegriffe der Schwingungslehre

1.1 Harmonische Schwingungen

Unter allen Schwingungsformen nehmen die harmonischen
Schwingungen eine zentrale Stellung ein.
Thr Zeitgesetz, d.h. ihre funktionale Abhangigkeit von der
Zeit, wird durch eine Kosinus- bzw. Sinusfunktion wie folgt
beschrieben.
x(t)=Acos(wt+3)

mit

A: Amplitude f=w/27: Frequenz

w: Kreisfrequenz T=1/f : Schwingungsdauer

9 : Nullphasenwinkel
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_ Ruhelage
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Beschreibt x(¢) die zeitabhiangige Auslenkung eines Punktes
aus der Ruhelage, dann gibt
dx

v=—=—wAsin(wt +9)
dt

die Geschwindigkeit/Schwingungsschnelle an.

In komplexer Darstellung kann man die harmonische Schwin-
gung durch

x(t)=Ae" ")
ausdriicken, wobel
x(t)=Re{x(t)} =Re {Aej(”t+‘9)} = Acos(wt +9)
gilt.
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Die komplexe Darstellung ist insbesondere beim Differenzie-
ren und Integrieren von Schwingungsfunktionen vorteilhaft.
dx(t)
dt

= jox(t) und [x(t)de=——x()
ja

1.2 Uberlagerung von Schwingungen
Superpositionsprinzip

Die Auslenkungen sich tliberlagernder harmonischer Schwin-
gungen konnen addiert werden, wenn die Summe der Aus-
lenkungen den elastischen (linearen) Bereich des Schwin-
gungssystems nicht iibersteigt.
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Die tliberlagerten harmon. Schwingungen konnen sich in ihrer
* Phase
= Amplitude
" Frequenz

unterscheiden.

1.2.1 Uberlagerung harmonischer Schwingungen
gleicher Frequenz

Es seien

y,(t)=4, cos(wt +9,)=Re {)_;1 (t)} _ Re{Alej(mgl) }
Vs (t) = Az COS(a)t + 192) = Re{-XZ (t)} — Re{Azej(a)HSZ)}
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zwel sich liberlagernde harmonische Schwingungen. Die resul-
tierende Schwingung lautet

y(t):y1(t)+y2(t)
=Re{y, (t)} +Re{y,(t)}
= Re{(Alej‘g1 +A,e’") e’ }

- Re{Aej‘gej”t } = Acos(wt+9),
wobel sich A und ¢ aus
Ae’’ = A e + Ae’”
=A,cosY +A4,cosY, + j(A,sing +4,sin,)

U
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A= \/(A1 cos Y, +4,cos S, )+ (4,sind, +4,sin G, )’

— \/Af +A2+2A,A,(cos 9, cos 3, +sing, sing,)

— JA2 + A2 +2A, A, cos(9, - 3,)
und
A, sind +4,sing,

A cos§ +A4,cos S,

tan &=

ergeben.
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1.2.2 Uberlagerung harmonischer Schwingungen
unterschiedlicher Frequenzen

a) geringe Frequenzunterschiede

Bei der Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen
mit nur geringfiigigem Frequenzunterschied treten Schwe-
bungen auf.

Die Amplitude der resultierenden Schwingung schwillt
langsam an und wieder ab.

al) reine Schwebung

Voraussetzung: A, =4,=A4

0.B.d.A. se1 9, =9,=0
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Die Uberlagerung der Schwingungen

y,(t)=Acos(w,t)
Y,(t)=Acos(w,t)

liefert mit Hilfe eines Additionstheorems die resultierende
Schwingung

y(t)= Y1 (£)+ Y2 (t)=4 (cos(a)lt) T cos(a)zt))

@, + @

@. — @
—L 2 ¢ |cos| =
2

=2Acos 1 2
2

Dies kann als harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz
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aufgefasst werden, die eine sich mit der Schwebungsfrequenz

W, — @

f.=|fi—f,| mit —=7(f,~ 1)

andernde Amplitude besitzt, d.h.

y(t)=2Acos(xft)cos(wt)
A\(ft)

= A(t)cos(wt).
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Die Periodendauer der Schwebung ergibt sich zu

1 1 1 T, T,

o fs _|f1 _f2| :|1/T1 _1/T2| :|T2 _T1|.

a2) unreine Schwebung

Voraussetzung: A, # A4,

0.B.d.A. se1 g =8 =0

Be1 unreinen Schwebungen wird die Amplitude nie
null, sondern lediglich periodisch minimal!
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b) groB3e Frequenzunterschiede

Es tritt keine Schwebung und keine harmonische
Schwingung mehr auf.

Die Schwingung mit der grof3eren Frequenz (kleineren
Periodendauer) schwingt um die periodische Achse, die
durch die Schwingung mit der geringeren Frequenz
(groBBeren Periodendauer) beschrieben wird.

Die Amplitude der resultierenden Schwingung 1st gleich
der Summe der Amplituden der Ausgangsschwingungen.

Kapitel 1 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 16



Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Uberlagerung bei groRen Frequenzunterschieden
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1.2.3 Fourier-Analyse

a) Fourier-Reihe

Bei der Uberlagerung von Schwingungen, deren Frequenzen
in einem ganzzahligen Verhiltnis zueinander stehen, erhalt
man wieder ein periodisches Schwingungsmuster.

Beispiel: Uberlagerung der Schwingungen
V,(t)=A4, cos(wt)
V,(t)=A4, cos(3wt)
liefert
y(E)=y,(t)+y,(t)=A f(t)
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mit
f(&)=f(t+kT) und |f(t)|<1,
wobel
T:lzz—jZ und A=A +A4,.
f o
Amplitudenspektrum

Die Funktion, die die Abhangigkeit der Amplitude als Funktion
der (Kreis-)Frequenz angibt, d.h. zeigt welche Frequenzen mit
welchen Amplituden zur resultierenden Schwingung beitragen,
bezeichnet man als Amplitudenspektrum.

Kapitel 1 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 19



INSTITUTE OF
- WATERACOUSTICS,
SONAR ENGINEERING AND
SIGNAL THEORY

Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Uberlagerung mit ganzzahligem Frequenzverhiltnis
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Die Zerlegung eines periodischen Schwingungsmusters in har-
monische Schwingungen, deren Frequenzen ganzzahlige Viel-
fache einer Grundfrequenz sind, ist unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen moglich.

Eine periodische Schwingung lasst sich in eine Fourier-Reihe
gemall

y(t)= D, i(ak cos(kayt)+b, sin(ka,t))

_0
2 4

entwickeln, wobei

gilt.
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Die Anteile mit

k= 1: bilden die Grundschwingung (1te Harmonische)
k=2: 1te Oberschwingung (2te Harmonische)
k= 3: 2te Oberschwingung (3te Harmonische)

k=n: (n—1)te Oberschwingung (n-te Harmonische)
Fiir die Entwickelbarkeit einer periodischen Schwingung in

eine Fourier-Reihe ist es hinreichend, dass die Schwingung
y(t) der Dirichlet-Bedingung geniigt.
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Dirichlet-Bedingung

1) y(t) muss beschrankt sein

2) y(t) darfim Intervall [-T/2,T/2] hochstens endlich viele
Unstetigkeitsstellen besitzen.

3) y'(t) muss im Intervall [-T/2,T/2] bis auf hochstens end-
lich viele Stellen stetig sein.

Bei1 den 1n der Praxis auftretenden periodischen Schwingungen

kann man in der Regel davon ausgehen, dass die Dirichlet-Be-
dingung erfiillt wird.
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Die g, und b, bezeichnet man als die Fourier-Koeffizienten.
Sie berechnen sich ausgehend von

y(t)=

70 > (a, cos(kayt)+b, sin(ka,t))
k=1

durch Multiplikation mit
cos(lo,t) bzw. sin(lw,t)

und anschlieBender Integration liber eine Periode

r/2 cos(lw.t 172 a (cos(lat
j)’(t) .(0) —j _(O)dt+...
T2 sin(la,t) 72 2 (sin(legt)
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o T2 (cos(la,t))
.+ J a, cos(ka,t)y . -dt
o172 sin(lw,t) |
o T2 (cos(lot)
+Z j b, sin(ka,t)q . o, )>dt
o172 sin(laoyt)
sowie Ausnutzen der Eigenschaften
T/2 T/2
j cos(layt)dt=0 [0, j sin(lw,t)dt =0,
~T /2 -T/2
T /2
| cos(kayt)sin(lo,t)dt =0
~T/2

und
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Tf kort)cos(latyde=10 K
cos(ka,t)cos(lw, =
2 T/2: k=l
Tf n(keo O)sin(lo)de =10 KF
sin(kao,t )sin(lo, =4
2 \T/Z: k=1
ZU
2T/2
a, == [ y()cos(kat)dt  k=0,1,2,...
T—T/Z
2T/z
b == j y(t)sin(kat)dt  k=1,2,3,...
T—T/Z
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Die Integrationsgrenzen, die hier mit +7/2 angenommen wor-
den sind, konnen beliebig gewahlt werden solange sich die In-
tegration iiber eine volle Periode erstreckt.

Die Kosinus- und Sinusglieder gleicher Frequenzen konnen je-
wells zu resultierenden Kosinus- oder Sinusglieder zusammen-
gefasst werden.

a, cos(ka,t)+b, sin(kw,t)= A, sin(kao,t +9, )=
=4, [sin 8, cos(ka,t)+cos I, sin(ka)ot)]

Koeffizientenvergleich liefert

A sind =a, und A4, cosS =b,.
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Daraus folgt

A =.\/ai+b} und tang, :Z—".
k

Die Fourier-Reihe kann somit auch durch
y(t)= "?u Y 4, sin(ko,t +9,)
k=1

ausgedriickt werden.

Man erhilt einen anschaulichen Uberblick iiber die in einer peri-
odischen Schwingung enthaltenen harmonischen Schwingungs-
komponenten, wenn man die Amplituden 4, Uiber der Frequenz
in einem sogenannten Amplitudenspektrum darstellt.
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A, gibt dabei die Amplitude der A~ten Harmonischen bzw. der
(k-1)-ten Oberschwingung an.

Das Amplitudenspektrum enthilt aber keine Information tiber
die Phasenlagen der harmonischen Schwingungskomponenten.

Beispiel: Fourier-Reihe der Rechteckschwingung

A“
L 1 L 1

v

-1/2 1/2
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Da y(t) eine ungerade Funktion ist, d.h. y(t)=—-y(-t), gilt

T/2
ak:% j y(t)cos(kao,t)dt =0 fir k=0,1,2,...
~T/2
und
v T /2
b, =— | y(©)sin(koyt)dt
~T/2
( T2
_24) j sin(ka,t)dt + j sin(keo, t)dt}
T
| -T/2
24 1 o 1 :
= < O 7 O =
T | ko, 7 ka, °

.
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A
...=—(1-2cos(ka, T/2)+1)
kx
p 0 flir k=0,2,4...)
=—(2—2(—1)k):<4A 3
T — flir k=1,3,5...
k7 )

Mit A, =b, =4A/kr sowie 9 =0 fur k=1,2,3,... ergibt sich
die Fourier-Reihe der Rechteckschwingung schlie3lich zu

y(t)=) A sin(kat+9,)
k=1

— ﬂ(sin(%t) + %sin(Ba)ot) + %sin(Sa)ot) +.. j .
T
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Lnphtude

Lnplitude
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b) Fourier-Reihe 1n komplexer Darstellung

Ausgehend von den Eulerschen Gleichungen
e’ =cos(w,t)+ jsin(aw,t)
e’ =cos(aw,t)— jsin(w,t)
erhalt man durch Addition bzw. Subtraktion
_ 1 Jant —Japt
Cos(a)ot)—g(e +e )

sin(w,t)= %(ej‘”(’t —e /" )
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Einsetzen 1n die reelle Fourier-Reihe

y(t)= a7°+ S (a, cos(kayt)+b, sin(kam,t))
k=1
liefert
a >.(a b .
t)=—2 4 ) | K (et g ket ) Zk ((glkent _ g7k
Vo)== kz; 2( ) 2]_( )
ao S L Jkayt Jkao,t
=—2+> ~(a,—jb)e" +Z (a, + jb e ™
2 &2
— i Cke]ka)ot
k=—0

Kapitel 1 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 36



INSTITUTE OF
; WATERACOUSTICS,
5/ SONAR ENGINEERING AND
) SIGNAL THEORY

c,=a,/2, c¢,=(a,—jb,)/2 k>0 und c, =c.
Die komplexen Fourier-Koeffizienten konnen mittels
¢, =(a,—jb,)/2
T /2

~ [y costkanae—jf | ysingro,iat|

T2
1 e7/2 ..
:F._T/zy(t)[cos(ka)ot)—]Sln(ka)ot)]dt
. 1 ¢7/2 — jka,t
_?._my(t)e dt

auch direkt bestimmt werden.
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Anmerkung:
Die Paare

k —jk
ce” +c_ e’ k=1,2,3,...

sind reell. Ein solches Paar entspricht genau der Darstellung
einer Sinusschwingung durch ihre komplexe Amplitude

%(l_]ejka)ot _I_Q*e—jka)ot).

Die ¢, stimmen also bis auf den Faktor 1/2 mit der komplexen
Amplitude der Wechselstromrechnung iiberein. Sie bestimmen
wie diese die Amplitude und den Nullphasenwinkel der betref-
fenden Schwingung.
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Armplitudenspeldrum fir Fourler-Eethe in reeler Darstellung

B/ 1
Amplitudenspeltrum fir Fourler-Eethe in komplexer Darstellung

'l ... ........ ........ ........ ........ ......... ......... ......... ......... ......... ......... ....... -]

B/ f
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Zwischen den Amplituden der reellen und komplexen Fourier-
Reihe bestehen die Zusammenhéange:

, A =2lc,| k>0

cy=4,=0,/2, |c_|=lc,

c¢) Fourier-Integral

Es stellt sich nun die Frage, ob auch nichtperiodische Funk-
tionen 1in harmonische Schwingungen zerlegt werden konnen.

Hierzu fithrt man eine periodische Funktion f.(t) ein, in dem
man den Ausschnitt von f(t) liber —-T/2<t<T/2 periodisch
wiederholt, d.h.

f.()=f(t) fir -T/2<t<T/2
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und

f-(t)=f.(t+T) VteR.

Offensichtlich gilt
f(6)=lim £, (£).

f(t):e_altl fT(t) fT(t) 1 fT(t)

I T

0;1!1[“1[“1 04 04
AU L L L N L
L\

-10 (o) 10 -10 (0] 10 -10 (0] 10 -10 (0] 10
t t t t
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Fur f.(t)existiert die komplexe Fourier-Reihe

f)= e

k=—c0

mit der Grundkreisfrequenz @,=27/T und den komplexen
Fourier-Koeffizienten

T/2 T/2
_Z j fo()e tdt == j f()e *de.
—T/2 —T/2

Beim Grenziibergang strebt die Grundkreisfrequenz @, und
damit auch der Abstand zweier benachbarter Frequenzen des
Spektrums gegen Null.
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Das Linienspektrum (mit einer abzahlbaren Menge beitragen-
der Frequenz-Komponenten) geht dabei in ein kontinuierliches
Spektrum (mit einer tiberabzihlbaren Menge beitragender Fre-
quenz-Komponenten) tiber.

Um dies anzudeuten, schreibt man Aw statt @,, also
7T 27
Aw=— statt w,=—.
T T

Anwendung dieser Schreibweise liefert mit T=27/Aw
Z& T/Aw |
=== [ fl)e dt
27

-7 /Aw

und
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o0

1 c, 27 .
t)=— Zk T pIRAOt A o,
fr(t) zfz,Z;o ~

Beim Grenziibergang Aw — 0 kann kA® jeden beliebigen
Wert @ annehmen, wenn man k nur gentigend grof3 wahlt.

Fur alle @ fur die

w/Aw

j Ft)e " tdt

- /Aw
endlich bleibt, folgt, dass beim Grenziubergang
Aw—>0 auch ¢, =0
aber
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27C, > F(o)= j f(H)e'“tde
Aw -

strebt. F(w) bezeichnet man als die Fourier-Transformierte
von f(t).

Die Fourier-Reihe geht beim Grenziibergang Aw — 0, d.h.
T — o0, 1n das Integral

1 27c, 1 % -
t —llm t —hm— k @/FAOEA oy = F(o)e' dw
f(£)=lim £, (t) 2@2@ - ﬂj (@)

uber. Es wird als Umkehrintegral der Fourier-Transformation
bezeichnet.
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Die Fourier-Transformation

F(o)= T F()e ' dt

und die inverse Fourier-Transformation
flt)y=— j F(w)e'” dw

bilden das sogenannte Fourier-Transformationspaar.

Bisher wurde stillschweigend davon ausgegangen, dass die
Grenziibergiange, die das Fourier-Transformationspaar liefern,
ungeachtet der Eigenschaften der Zeitfunktion zuldssig sind.

Kapitel 1 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 46



Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

INSTITUTE OF
; WATERACOUSTICS,
5/ SONAR ENGINEERING AND
) SIGNAL THEORY

Hinreichend fiir die Giiltigkeit des Fourier-Transformations-

paares sind

1) Die Zeitfunktion f(t) ist absolut integrierbar, d.h.
| |f@)]de <.

2) Die Zeitfunktion f(t) ist in jedem endlichen Intervall stiick-
weise stetig differenzierbar (von beschrankter Variation).

Beispiel: f(t)=4e ", a>0 ‘

()

—1/a

v

1/a {
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Flw)= [ f(t)e " dt= [ Ae~M e/ dt
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0 0
=A| e e 'dt + Aje_“te_jwtdt

:oo 0

o )
= A- j e(“_j“’)tdtJrje(_“_j”)tdt

- 0

[ lajor | ajor |? 1 1
=A———— + ; =A —— :

a-jo|, -a-jol, a—jo —-a-jo
_ 4 1.+ 1. :A22a2

a—-jo a+jo a’+w
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Unvereinbarkeit von strenger Zeit- und Frequenzbegrenztheit

am Beispiel von f(t)=e .
flt)=e"" _ Flo)=20/(a"+0")
15
:
0.5
; QlaéS (a)) 5 10
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1.3 Mechanische Impedanz

Die mechanische Impedanz ist der Widerstand, den eine elasti-
sche Struktur den wirkenden Kraften entgegensetzt.

Ist F die angreifende Kraft und v die Teilchen-/Systemge-
schwindigkeit dann gibt das Verhaltnis

_F@)
" y(t)

unter Voraussetzung, dass beide in gleicher Richtung wirken
und F(t) und v(t) den harmonischen Schwingungsgesetzen

E(t) — ﬁ'ej(a)t+(01) — Eeja)t bZW. Z(t) _ "}ej(a)t+q02] _ zeja)t
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gehorchen, die mechanische Impedanz eines Systems bzw.
eines bestimmten Punktes des Systems an.

Die Geschwindigkeit der Teilchen v wird in der Akustik zur
Abkiirzung und Unterscheidung von der Schallausbreitungs-
geschwindigkeit ¢, Schallschnelle oder kurz Schnelle genannt.

Durch Einsetzen von F(t) und v(t) ergibt sich die mechanische
Impedanz zu

_ = _E PUCGRZY | |819
|4

mit
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1.4 Mechanisches Resonanzsystem

Das System besteht aus
= einer Masse m,
= ciner Feder mit der Nachgiebigkeit n,
bzw. Federkonstante ¢=1/n,
= ecinem Verlustwiderstand w.

Dabei 1st

n

_ Auslenkung Kehrwert der
" Federkraft Federkonstante

und

. Reibungskraft geschwindigkeitspro-
~ Schnelle portionale Reibung
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F,=-wv <+—ma
 ——
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Nach dem Newtonschen Bewegungsgesetzen gilt

dv
F(t)+F.+F,=ma=m—,
L)+ £+ Ey dt
wobel
1 1
F.=—cx=——x :——jvdt
n n
die Federkraft,
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F,=—wv

die Reibungskraft und F(t) die erregende dullere Kraft bezeich-
net. Einsetzen von F und F, in die Bewegungsgleichung lie-
fert nach Umformen

dv 1
F(t)=m—+wv+—|vdt.
Q dt n-.‘

Bei1 harmonischem (erregenden) Kraftverlauf mit der
Kreisfrequenz @ ergibt sich aus

Fel™ :mdit(Zej”t)er(Zejm)+%jzej“’tdt =...
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.= jomV e’ +wV e/ +_LZej‘”t
Jjon
und
F=| jom+w +_L |4
jon
die mechanische Impedanz zu
Z =£=W+] com—i
V wn

bzw. mit w,=1//mn zu

Z :W+jm(a)2 —a)g)
W
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Ortskurve der Impedanz

>
8

Die Ortskurve wird fur @ von 0 > o0  Im{Z,}
von unten nach oben durchlaufen.

Fir o=, ist Z reell.

| . i Z Re(Z,)
Die Kreisfrequenz o, £ A®w bei ’ elZn}

denen der Phasenwinkel ¢ =145°
ist, heiBen auch “45°-Frequenzen”.

Dabei gilt z.B. fir ¢ =45°

m;,g - 2
W:—( —a)o)
),

w,—Aw

L 70)

und fir o =w,+Aw mit Aw < w,, dh. w<o,m,
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w (0, +Aw) -@ o +2000,+ A0’ - o,
m (0, + Aw) W, + Aw
_ 2A(w, +Aw [ 2) <2Am
@, +Aw

Bei aufgepragter Kraft F ist der Betrag der Schnelle gegeben durch

V- Fl F
Tz WP+ (m/ o) (o - o} Y
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Die Schnelleamplitude 1st bei
den Frequenzen o, * Aw auf
das /1/2-fache der maximalen

Schnelleamplitude v abge-  Vna/Y? s s
sunken, d.h. Halbierung der
Leistung.
Demzufolge bezeichnet “2ha
2Aw : die Halbwertsbreite
2A 0/ @, . die relative Halbwertsbreite

Q=w,/2Aw : die Giite

des Resonanzsystems.

Kapitel 1 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 58



INSTITUTE OF
; WATERACOUSTICS,
/) SONAR ENGINEERING AND
i SIGNAL THEORY

1.5 Wirkleistung einer auf ein Schwingungs-
system einwirkenden Kraft

Unter einer Wirkleistung P versteht man den zeitlichen Mittel-
wert der Momentanleistung P(t)=F(t)v(t), d.h.

T/2

P=P(t)= m@% j_mF(t) v(t)dt.

Be1 harmonischen Schwingungen gilt bekanntlich

1 e¢7/2
pP= - j_mz:(t) v(t)dt,

wobel T die Periodendauer der harmonischen Schwingung angibt.

Kapitel 1 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 59



INSTITUTE OF
s WATERACOUSTICS,
§: SONAR ENGINEERING AND
SIGNAL THEORY

Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Mit

A 1 _ . _ A
F(t)chos(a)t+¢1)=E(1je”"t+F e‘f‘“t), F=Fe”

und

v(t)=vcos(wt+@,)= %(Z e/t 1V et ), V=ve”
kann die Wirkleistung wie folgt berechnet werden.
=1 Liper 1 pretor) L (verr sye o )d
T7-T/22 2

=ﬁ TT//ZZ(EZejZ“’t FEV' e P v FV +F'V)dt=...
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= (EV 4 EV) = Re(FV'} = Ficos(p, ~ )

4

Ausnutzen von

P 1Re{g zz*}—lﬁzRe{gm}
bzw.
leRe{IjIj*/Z;}:%ﬁzRe Zi
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