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4. Kugelwellen

Im Gegensatz zu ebenen Wellen sind Kugelwellen zwingend
mit der Vorstellung bestimmter Schallquellen verbunden.

Dementsprechend wird bei spharischen Wellenfeldern unmit-
telbar Bezug auf elementare Quellentypen genommen.

4.1 Einfuhrung

Da Schallwellen 1.d.R. von rdumlich begrenzten Schallquellen
ausgehen und sich dann liber ein immer grofleres Gebiet aus-
breiten, stellen Kugelwellen einen im Vergleich zu ebenen
Wellen realistischeren Wellentyp dar.
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Be1 Kugelwellen geht man von der Vorstellung einer punkt-
formigen Quelle aus von der sich die Schallwelle omnidirek-
tional, d.h. in alle Richtungen gleichméalig ausbreitet.

a

Z

Kugelkoordinaten

X =T COS @ C0S

y=rsingcosy

Z=rsind
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Im Ursprung des Koordinatensystems befinde sich eine Schall-
quelle verschwindend kleiner Ausdehnung. Von dort wird der
Schall omnidirektional abgestrahlt. Die Schallfeldgrof3en, z.B.
der Druck, hangen nur von der Entfernung r, nicht aber vom
Azimut ¢ und von der Elevation 9 ab.

Der 1n der Wellengleichung
1%
¢ ot
auftretende Laplace-Operator A 1st in kartesischen Koordina-

ten durch

o°  0° 0
+ +

ox* oy* o0z

A=
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und in Kugelkoordinaten durch

o° 1 ¢° 1 0° 20 tan$ 0
2 T2 2 T2 2 T T T T 2
or° r°o0% r‘cos"$o0p° ror r° 08

A=

definiert. Da hier die Schallfeldgrof3en unabhiangig von ¢ und
U sind, vereinfacht sich der Laplace-Operator zu
2
A= 6_2 + Ei
or® ror

Die Wellengleichung fiir den Schalldruck lautet somit

o’p 20p 10°p
L= .
or* ror c* ot

Kapitel 4 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 5



Kugelwellen

Kugeloberflache:
A(r)=4nrr’

Intensitit:

I(r) = P P 1

= oC
Alr) 4zr* r’
— pﬁﬁf(r)/zw
Schalldruck:

1
') oC —
peﬁ() ”

Ansatz:

plr.py =20

X=r

mit (harmonische ebene Welle)
px,t)=pcos(wt—kx+9)
folgt

p(r,t):Mzgcos(cot—krhS‘)
roor
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Durch den Ansatz

p(r.t)

p(rt)=
geht sie in die folgende einfachere Differentialgleichung tiber

o°p 1 0°p

or* c* ot*

Beweis:

~ ~ 2~ ~ _~

i i B +z£ B :llza_l; — 6 prrz p +

or\or\r ror\r) rc° ot or\ r

p r+p —p)r:—(pr—-p)2r 2r(pr-p) 11 6*p o°p 1 0°p

_, (pyr+p, pr)4 (p,r—p)2r (pr4 P) _ 0P _ 0P _10p
r r rc” ot or- c¢c° ot
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Diese besitzt analog zu Kapitel 3.1 die allgemeine Losung

p(r,t)=f(t-r/c)+g(t+r/c).

Losung der Wellengleichung fiir den Schalldruck ist folglich

p(r,t)=%f(t—r/c)+%g(t+r/c) - p(r,t)%f(t—r/c).

A4 Vo
divergierend konvergierend

Sie besteht aus einer divergierenden sich in Richtung wachsen-
der r ausbreitenden Schallwelle, die die eigentliche Losung
der Abstrahlung darstellt und einer konvergierenden auf den
Ursprung zulaufenden Schallwelle, die physikalisch wenig

Sinn macht.
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4.2 Die harmonische Kugelwelle

Be1 harmonischer Anregung eines Kugelstrahlers des Radius a
(atmende Kugel mit omnidirektionaler Abstrahlcharakteristik)
ist die Losung der Wellengleichung durch

p(r t) — gej(a)t—krﬂp)
— r

:éej(a)t—kr)

r

mit A=ae’’

bzw. in reeller Form durch

Fa

p(r,t)= Re{p(r,t]} = E(:os(a)t —kr+¢)
- r
gegeben.

Kapitel 4 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 9



INSTITUTE OF
; WATERACOUSTICS,
5/ SONAR ENGINEERING AND
) SIGNAL THEORY

Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Die in Kapitel 3.2 fiir den 1-dimensionalen Fall hergeleitete
(approximative) Euler-Gleichung

R

lautet in komplexer Darstellung und unter Berticksichtigung,
dass hier r die Rolle von x iibernimmt

op ov

P

Einsetzen von p(r,t) liefert

2

v A _ jkeltwtrkn) _ gitot-kn) A1 +jk otk
ot p, r po\rt r
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und, nach Integration bzgl. t die Schallschnelle

g(r,t): : A ( ]; n ]kjej(a)tkr) ZZ(’") ejcot.
JOPp I T

Im Gegensatz zum Schalldruck setzt sich die Schallschnelle
aus dem mit

* 1/r abfallenden Beitrag, der mit dem Schalldruck in Phase ist,
und dem mit

= 1/r* abfallenden Beitrag, dessen Phase um 90° gegeniiber
der des Schalldrucks verschoben 1st,

zusammen. Der erste Beitrag beschreibt das Fernfeld
1/r>1/r* fir r>1
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der zweite das Nahfeld
1/r<1/r* fir r<1.

Zur Bestimmung der komplexen Amplitude A miissen wir die
Randbedingung in die Gleichung fiir die Schallschnelle einset-
zen, d.h. unsere LOsung so anpassen, dass sie auf der Oberfla-
che des Kugelstrahlers mit der vom Kugelstrahler erzeugten
Schnelle libereinstimmit.

Man erhalt fur r = a

v(a,t)=v(a)e’” = A ( 12 +]Ej j(ot-ka) _ (1.+Jkg)éej(a)t—ka),
Jop, \ad a jwp,a

wobei v (a) die physikalisch gegebene komplexe Schnelleamp-
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litude auf der Kugelstrahleroberflache bezeichnet. Umstellen
nach A liefert

A: ja)poaz

via)e’*.
— 1+ jka v(a)

Da der Radius a des Kugelstrahlers 1.d.R. sehr viel kleiner als
die Wellenlange A ist, d.h. ka = 2ma/A < 1, gilt

A= jop,a’v(a)
und mit

pla,t)=2 /) = p(a) e
a

schliefBlich
pla)= jop,av(a).
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An der Oberflache des Kugelstrahlers sind der Schalldruck und
die Schallschnelle ungefahr 90° zueinander phasenverschoben.

AuBerhalb des Kugelstrahlers, d.h. r > a, ergibt sich der
Schalldruck zu

: 2
p(r,t) :éej(a)t—kr) _ JOp,a v(a) pl(@t=kr)
— r r

_ ]wpog(a) ej(a)t_kr)
4rzr

= B(r) eja)t )
wobel

q(a)=4ra’v(a)

die Schallflussamplitude des Kugelstrahlers, d.h. die iiber die
Kugelobertlache integrierte Schnelleamplitude, bezeichnet.
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Diese Beziehung gilt im ganzen interessierenden Frequenz-
bereich, wenn der Radius des Kugelstrahlers nur hinreichend
klein 1st (Punktstrahler, Monopol).

4.3 Leistung eines Punktstrahlers

Die Intensitat ist nach Kapitel 3.5 gegeben durch

1)~ V)= Re [p( )V (1)

lee{A jkrjA*(l—jkr)ejkr} AP

2 2 4 2
A, / _ 4P _e'pd'|va)f o
r WP, 20p,r 20p,r c

2
(@I pla@F o pdtla) o
327°rc 327°c r*  32x°c rt
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mit

(@t+9)

=q(a)e’

jot

q(a)=q(a)e’, wobei g(a,t)=q(a)e

Bei stationarem/harmonischem Schallfluss nimmt die Intensitat
» quadratisch mit der Frequenz zu

= bei zunechmender Entfernung mit 1/r? ab.

Durch Integration der Intensitiat auf der Kugeloberflache erhalt
man die gesamte Wirkleistung

P9 (a) (a)
P = IdA = 4a’I(a) =
Cﬁ) (a)= 87rc
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4.4 Strahlungsimpedanz

Die atmende Kugel muss an ihrer Oberflache die Reaktions-
kraft des sie umgebenden Mediums liberwinden. Diese 1st
gegeben durch

F(a)=Spla)=5Zv(a)=Z;v(a),

wobei S =4ra’ die Oberflache der ruhenden Kugel,
p(a) den Schalldruck und
v(a) die Schallschnelle an der Oberflache,

Z=pla) / v(a) die akustische Impedanz und
Z.=F(a)/v(a) die Strahlungsimpedanz mit Z, =S Z
angibt.
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Finsetzen von p(a) und v(a) in Z bzw. Z, liefert

7 (A/a)e_jka . jop,a
~ (4] jop,a®)(1+ jka)e ™ 1+ jka
_ Jpocka _ e jka _ pC  pC
1+ jka " 1+jka 1+1/jka 1-j/ka
bzw. _ "
7 s PP g, KA _ o PiC

= "1+jka " 1+jka 1-j/ka
Mit Hilfe der Strahlungsimpedanz lasst sich gemal

P=—Re{F(a)v*()} = Re{Sp(a)v *(a)

:%| Z(a)|2 Re{Z,} =%|K(a)|2 W

Kapitel 4 / EinfGhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 18



INSTITUTE OF
WATERACOUSTICS,
5/ SONAR ENGINEERING AND
) SIGNAL THEORY

die abgestrahlte Wirkleistung berechnen, wobei W als Strah-
lungswiderstand bezeichnet wird, der hier durch

S So.ck’a® |Sp.ck*a” fir ka<1
W; =Re{Z;}= Pof 20D z{ Po

1+1/(ka)* 1+k*a*® |Sp,c  fiir ka>1
gegeben 1st.

Die Frequenzabhingigkeit des Strahlungswiderstandes und der
abgegebenen Leistung bei frequenzkonstanter Strahlerschnelle
kann leichter interpretiert werden, wenn man den Kehrwert der
Strahlungsimpedanz bildet

1 1 1+ jka 1 1 1 1 1 1
= + + +

jodna’p, Sp,c joM,'

ZS:S,OOC Jjka _Spoc jSpOQISa:SpOC

wobel
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M, =4ra’p,
die ,,mitschwingende Mediummasse” bezeichnet.

Elektrisches Ersatzschaltbild

V(a) —
. T
F(a) = SP(a) Zs=> SpocC M, =4ma’p,

. l

Die mechanische Last besteht also aus dem

= reellen Anteil Sp,c und dem

= imaginiren Anteil M= 4ma’p,, der mitschwingenden
Mediummasse.
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+ W/ Spoc

Kugelstrahler

mmm Kolbenmembran

[
»

0,1 1 10 ka

Bei tiefen Frequenzen wird iiberwiegend Mediummasse hin- und her
bewegt, was wirkleistungslos und ohne Schallabstrahlung erfolgt.

Bei hoheren Frequenzen wird das Medium wegen der Massen-
tragheit zunehmend periodisch verdichtet (Druckanderungen), was
zu einer fortwandernden Welle, d.h. zur Schallabstrahlung, fiihrt.
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4.5 Doppler-Effekt

Bewegt sich Quelle und Empfanger einer Welle relativ zuein-
ander, so nimmt der Empfanger mit der Frequenz f; eine von
der Frequenz f, der Quelle verschiedene Frequenz wabhr.

Be1 Schallwellen wurde dieser Effekt erstmals von C. Doppler
im Jahre 1842 beschrieben.

Zur Berechnung der Empfangerfrequenz sind die Falle
= Quelle ruht, Empfanger bewegt sich
= Empfanger ruht, Quelle bewegt sich
= Empfanger und Quelle bewegen sich

= Quelle bewegt sich mit Uberschallgeschwindigkeit

zu unterscheiden.
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Wellenfelder zum Doppler-Effekt
a) ruhende Quelle, b) bewegte Quelle,
bewegter Empfanger ruhender Empfanger

A 4

& )

AN

—_| | —| |-—

A A
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4.5.1 Quelle ruht, Empfanger bewegt sich

Empfanger bewegt sich mit v radial auf die Quelle zu bzw.

von der Quelle weg.

» Wellenberg/Verdichtung und Wellental/Verdiinnung wech-
seln sich beim Empfanger in rascherer Folge bzw. in lang-
samerer Folge gegeniiber dem statischen Fall ab.

Der zeitliche Abstand zweier aufeinanderfolgender Wellen-
berge / Verdichtungen betragt am Empfanger

T, = A
cC+v,

bzw.
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Der Empfanger registriert also die Frequenz

c+v c—v
=— £ bzw. fr = £

fe

die sich mit ¢ = A f, wie folgt ausdriicken lasst.

fe =1, (1+V—Ej bzw. fe =1, (1—‘%)

C

4.5.2 Empfanger ruht, Quelle bewegt sich

In Bewegungsrichtung eilt eine Quelle thren eigenen Wellen-
ziigen hinterher
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» Der Abstand der Wellenfronten verringert sich vor der
Quelle bzw. vergroB3ert sich hinter der Quelle.

Fir einen Empfanger auf den sich die Quelle zubewegt bzw.
von dem sich die Quelle wegbewegt 1st die wirksame Wellen-

lange durch

Ay =A-v,T, bzw. Ay =A+V,T,

gegeben. Der Empfanger nimmt also wegen
fe=c/A; und c=Af,=4/T,
die Frequenz
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bzw. fr =

wabhr.

4.5.3 Empfanger und Quelle bewegen sich

Bewegt sich Empfanger und Quelle relativ zum Ausbreitungs-
medium so unterscheidet man die folgenden 4 Falle.

= Empfanger und Quelle bewegt sich aufeinander zu

= Empfanger und Quelle bewegt sich voneinander weg

= Empfanger folgt Quelle

" Quelle folgt Empfanger
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Empfanger und Quelle bewegen sich aufeinander zu

fo Frequenz einer ruhenden
Jo= 1-v,/c  Ersatzquelle (vor der Quelle)

1+v./c c+v,

= f,

1-v,/c c—V

fE f(l'l__j fQ

¢ Q

Empfanger und Quelle bewegen sich voneinander weg

fo Frequenz einer ruhenden
fi= 1+v,/c Ersatzquelle (hinter der Quelle)

fe :fQ (1—V—E]:f Lovg/c :fQ am_d

Q
C 1+v,/c c+V,
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Empfanger folgt Quelle
fo Frequenz einer ruhenden
fo= 1+v,/c Ersatzquelle (hinter der Quelle)
1% 1+v,./c c+v
= 7I. 1 —|——E = E = E
Je fQ( cj “1+v,/c c+y,

Quelle folgt Empfanger

fo Frequenz einer ruhenden
fo= 1-v,/c Ersatzquelle (vor der Quelle)

c—V,

e :fé(l_?j:f() 1—vQ/c:fQ c—V
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Anmerkung

Die angegebenen Formeln sind nicht beim Doppler-Effekt von
elektromagnetischen Wellen anwendbar. Dort 1st nicht die Ge-
schwindigkeit relativ zu emnem ruhenden Koordinatensystem,
sondern nur die Relativgeschwindigkeit v von Quelle und
Empfanger zueinander maf3gebend.

Es ergibt sich bei
Anndherung bzw. Entfernung
C+V c—V
f E f 0 f, E~ f Q
c—V C+vV
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4.5.4 Quelle bewegt sich mit Uberschallgeschwindigkeit

Mit v, = ¢ riicken die Wellenfronten vor der Quelle immer
dichter zusammen, bis sie schlieBlich bei v, = ¢ alle durch
einen gemeinsamen Punkt gehen und die Einhiillende einer
ebenen Wand gleicht.

Beivy>c, d.h. Uberschallgeschwindigkeit, durchstoBt die
Quelle diese Wand (sogenannte Schallmauer) und es stellt
sich ein Wellenfeld mit einer kegelformigen Einhiillenden,
dem sogenannten Machschen-Kegel, ein.

Die kegelformige Wellenfront nennt man auch Kopfwelle.
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: »
:\ \ VvV "’ VQ >C
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Da sich die Wellenfront auf dem Kegelmantel konstruktiv ad-
dieren, hort ein von der kegelformigen Wellenfront getroffener
Beobachter einen explosionsartigen Knall.

Der Offnungswinkel des Machschen-Kegels ergibt sich wegen

. ct C 1
sing = =—=
th V, Ma
VAV
P =2a=2arcsin 1
Ma
wobel
MaQO/c

die Machsche-Zahl bezeichnet.
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