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7 Akustische Leitungen

7.1 Leitu

ngsgleichung

Die Ausbreitung ebener Wellen wird durch parallel zur Ausbrei-
tungsrichtung befindliche schallharte Flachen nicht gestort.

Diese Feststellung gilt auch dann, wenn die schallharten Fla-
chen zu einem Rohr zusammengebogen werden.

Die Ausbreitung zwischen parallelen, schallharten Ebenen oder
emem schallharten Rohr folgt somit den gleichen Gesetzmalig-

keiten wie d

1e Ausbreitung einer unbegrenzten ebenen Welle.

Ideal schall
die Praxis g

harte Wande sind naturlich nicht realisierbar. Fiir
entligt es aber, wenn die Wand hinreichend dick
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und schwer und wenn der Wellenwiderstand des Wandmateri-
als moglichst grofl im Vergleich zu dem des Schallausbrei-
tungsmediums 1st.

p(0),}v(0) A p(x)v(x)
: B :
x=0 —>X X

p(x,t)= Aej(wt—kx) +Bej(a)t+kx)

p(x)=Ae ™ +Be’”,
wobel A und B vorerst beliebige komplexe Amplituden sind.
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Die Schallschnelle 1st iiber den Wellenwiderstand gemal3

v(x)=4p(x)/Z,

mit dem Schalldruck verkniipft, wobe1 das positive Vorzeichen
fiir die sich 1n positiver x-Richtung und das negative Vorzei-
chen fiir die sich 1n negativer x-Richtung ausbreitende ebene
Welle gilt. Hieraus ergibt sich

Z,v(x)=Ae ™ —Be’™
und nach Ausnutzen von
e’ = cos(kx)* jsin(kx)
schlieBBlich
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p(x)=(A+B)cos(kx)— j(A—B)sin(kx)
Z,v(x)=(A-B)cos(kx)— j(A+B)sin(kx)
bzw. wegen
p(0)=A+B und Z, v(0)=A-B

die Darstellung
p(x)=p(0)cos(kx)— jZ v(0)sin(kx)
Z,v(x)=—jp(0)sin(kx)+Z v(0)cos(kx).
Diese Gleichungen heillen Leitungsgleichungen. Sie verkniip-

fen den Schalldruck und die Schallschnelle an emer beliebigen
Stelle x mit den an der Stelle x = 0 vorliegenden Grof3en.
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Nun se1 die Rohrleitung an der Stelle x = 0 aufgetrennt und
mit einer Flache der Impedanz Z(0) = p(0)/v(0) abgeschlos-

sen. Die Stelle x = =1 befindet sich im Abstand / vor diesem
Abschluss.

Division der beiden Leitungsgleichungen
p(1)=p(=1)= p(0)cos(ki)+ jZ ,v(0)sin(ki)
Z,v(D)=Z, v(~1)= jp(0)sin(kl)+ Z, v(0)cos(kl)
liefert

Z() p(0)cos(ki)+ jZ,v(0)sin(kl)
Z,,  jp(0)sin(kl)+Z,v(0)cos(ki)

bzw. nach Auflosen
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Z(0)+ jZ,, tan(kl)

1+;Z(0)/Z, tan(kl)

Diese Gleichung besagt, dass ein Rohrstlick eine gegebene
Impedanz 1. Allg. in eine andere Impedanz transformiert.

=Z()=

Spezialfalle:
1)I=A/4alsokl=m/2 = Z(D)=Z,/Z(0),

d.h. ein Rohr mit / = A/4 transformiert eine gegebene Im-
pedanz Z(0) bis auf den Faktor Z, in ihren reziproken Wert.

2) Schallharter Abschluss bei x = 0, d.h. Z(0) = o
Z(1)=—jz,, cot(kI).
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7.2 Leitungen mit unstetigen Querschnitts-
anderungen

7.2.1 Einfacher Querschnittssprung

pZ’VZ

R/

XIZO

An der Verbindungsstelle muss der Druck p, auf der linken
Seite mit dem Druck p, auf der rechten Seite iibereinstimmen.
Driickt man p; und p, mit Hilfe des Reflexions- und Transmis-
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sionskoeffizienten und dem Schalldruck der einfallenden Wel-
le p,aus, d.h. p; = (1+R)p, und p, = Tp,, dann ergibt sich nach
Gleichsetzen

1+R=T. (%)

Uberdies muss das von links an den Querschnittssprung her-
angefiihrte Medium (Wechselstromung) von der rechten Seite
vollstandig aufgenommen werden (Kontinuitatsprinzip). Es
gilt also

K151 = ZZSZ
oder mit
P,
v,=v, (1-R)===(1-R)
ZW
und
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v, = Tv =T P,
e ZW
letztlich
S(1-R)2e=§T2 (++)
Z Z
w w

Aus (*) und (**) folgt fiir den Reflexionskoeffizienten

Sl(l—R):Sz(l-l—R)> N stl_SZ
R(S,+5,)=5,-5, S5 +S,
und fur den Transmissionskoeffizienten
S@-T=sT| 25
T(S, +S,)=2S, 5 +S,
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a) Rohrerweiterung, d.h. S, > §;
= -1 <R <0, d.h. die Welle wird bzgl. des Schalldrucks
unter Phasenumkehr reflektiert.

b) Rohrverengung, d.h. S, < S,
= 0<R<1und T>1, letzteres 1st durchaus 1m Einklang
mit dem Energieerhaltungsprinzip, da die durch die Sprung-
stelle sekiindlich hindurchtretende Schallenergie 1n jedem
Fall um den Faktor

2
T?S /S,

kleiner ist als die von der einfallenden Welle herangefiihrte
Energie.
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Aullerdem besteht zwischen den Impedanzen zu beiden Seiten
der Sprungstelle

Z =pi/vy und Z*=p,/v,
die Beziehung

Z _py, U*RpIv, S, o5,
Z+ Ezkl (1 o R)ZeTEe SZ

— 1

2

d.h. der Querschnittssprung in einer Rohrleitung transformiert
also auch die Impedanz.
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7.2.2 Doppelter Querschnittssprung

P—
N WV

x=0

>

Primarwelle fallt von links auf die Sprungstellen ein. Ferner

breite sich im rechten Rohr nur die durchgelassene Welle aus,
d.h. das Rohr ist entweder unendlich lang oder mit einer Wand
der akustischen Impedanz = Wellenwiderstand abgeschlossen.
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Damit gilt dort

p.c=Z(1+).

W

<< ||"c

Durch den rechten Querschnittssprung wird dieser in

w

Z(-)=227(1+) =27
Z(I-)=Z(+)=_

3 3

transformiert. Ausnutzen der Impedanztransformationseigen-
schaften von Leitungen liefert die Impedanz am Ort x = 0+

Z(1-)+ jZ , tan(ki) S,/S, +]tan(kl)
1+jZ(1-)/Z, tan(kl) 1+jS,/S, tan(kl)

2(0+)=
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_ SZ+jS3tan(kl).
"'S,+jS,tan(kl)

Der linke Querschnittssprung bewirkt eine weitere Impedanz-
transformation

Z(0-)= >, Z(0+)
Z _S_z_ :

Die Eigenimpedanz der Gesamtanordnung ergibt sich damit zu

S, S,+JS, tan(kl).
"'S, S, +jS, tan(kl)

Z,=2(0-)=Z
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Spezialfalle:
Im folgenden se1 kIl K 1 und S5 =S5, d.h.
7 =7 S, Sz+jk153:Z S, Sz+jk151_
ETTWS S +jkIS, "YS S +jKIS,
a) Rohrverengung, S, < S,
1+ jkIS /S, S
Z.=7Z, =7, | 1+ jkl—
1+]le /S S,
<<1
21 S, S
=7, +jpc—I1-+=Z +]a)p0 —=Z, +jom’
A S, S,
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Die Rohrverengung wirkt wie eine Flachenmasse

1
SZ

m=p,.l

deren Tragheit von der einfallenden Schallwelle zuséatzlich
liberwunden werden muss.

1>
S

elektrisches Ersatzschaltbild
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Lasst man [ immer kleiner, d.h. das verengte Rohrstiick immer
kiirzer werden, dann erhilt man beim Grenziibergang eine ver-
schwindend diunne Blende, die nach obiger Gleichung keinen
Einfluss auf die Schallausbreitung hitte, was physikalisch na-
tirlich unsinnig ist.

Dieser Schwierigkeit begegnet man durch Einfiihren einer
effektiven Lange

[ =1+2Al,

wobei Al die Miindungskorrektur bezeichnet, die der allmih-
lichen Einschniirung der Stromlinien Rechnung tragt.

Fiir kreisrunde, koaxiale Rohre gilt
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3

AM="al1-147 L 4047 & | |=Zaq=~08a
4 b b 4

wobel a und b den Radius des engeren bzw. weiteren Rohr-
abschnitts angibt.

Miindungskorrektur (Modellierung der allmihlichen Ein-
schniirung der Stromlinien)

oo i HEFORE ’—-—-*
____\\ SZ i s
~ - e
51 ___________________ "Sl
———————— \
_/’/ ______ =~ i
L 7 ~ —
———’/ \-—_’
: >
0 [ X
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b) Rohrerweiterung, S, < S,
§1
1+ jkIS, /S, 1
Z,=7,— =7, —
1+jkIS, /S, ~ W1+ jkiIS, /S,
Fir die Admittanz, d.h. den Kehrwert der Impedanz
1 1 1
Y=— und Y =—=
ZE ZW Py
erhalt man
S o S
Y. =Y |14 jkl=2 |=Y +j——1-2=Y + jon’
—x w Sl w pOCZ Sl W

Hierbei stellt jon” die Admittanz eines Federelements dar, die
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dem vom Schalldruck der einfallenden Welle beanspruchten
Medium gewissermallen eine Ausweichmoglichkeit bietet.

elektrisches Ersatzschaltbild

c) Resonator

Eine Rohrverengung von S; auf den Querschnitt S, der Lange
[ wird durch einen schallhart abgeschlossenen Rohrabschnitt
mit dem Querschnitt S; der Lange I’ abgeschlossen. Die Ein-
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gangsimpedanz der schallhart abgeschlossenen Leitung ist
nach Kap. 7.1 gegeben durch

Z(I+)=—jZ , cot(Kl").
Fir kI’ <1 gilt approximativ

Z
Z0)=—j ==
kI jol'/pc®  jon

I4

mit n"=1'/p c’, d.h. der schallhart abgeschlossene Rohrab-
schnitt wirkt als Feder mit der Nachgiebigkeit n’. Die Impe-
danz der vorgelagerten Einschniirung lautet

. Y . Sl
Jjom =]a)S—pOI.
2
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Addition beider Impedanzen liefert die Eingangsimpedanz
der Anordnung, d.h.

1 S c*
Z =jom + =jp | Llw-
e =) jon' /P S wl’

2

Sie stellt einen Resonator dar, beil dessen Resonanzfrequenz
w = w, die Eingangsimpedanz verschwindet, d.h.

wobel V=S I’ das Volumen des abgeschlossenen Teils angibt.
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1>
~
|
|

: i elektrisches Ersatzschaltbild

1 [
»

x:IO X;I XI=I+I’ X

Da die Abmessungen des Resonators im Vergleich zur Wellen-
lange klein sind, kommt es nicht so sehr auf seine Form an.

Verschiedene Formen von Helmholtzresonatoren
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d) Tiefpassfilter

Durch eine abwechselnde Folge von Rohrerweiterungen und
-verengungen entstehen 1n Analogie zu den aus Langsindukti-
vititen und Querkapazitaten aufgebauten elektrischen Tief-
passfiltern, akustische Tiefpassfilter.

Das Filter iibertragt Schall mit Frequenzen unterhalb seiner
Grenzfrequenz

und dariber dampft es die Schallwelle mit wachsender Fre-
quenz zunchmend.
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Die Dampfung je Filterglied betriagt

~ 0

D=8,686 arcosh| — | [dB].

a)g
Akustisches Tiefpassfilter
Anordnung elektrisches Ersatzschaltbild
—ill+

oo S S, cee A 4 — coe
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7.3 Leitungen mit stetigen Querschnittsanderungen
7.3.1 Einfihrung

Gegeben se1 eme Rohrleitung deren Querschnitt sich gemal
der Funktion S(x) stetig verandert.

Analog zur Herleitung der Wellengleichung stellen wir fiir ein
Langenelement die Krifte- und Massenbilanzen auf.

(S(x+dx)=5(x)) pyg($) 1.

S(x) py(x) | o Serrdn) py(x+ax)

):( E x-l-:dx
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Die Kréftebilanz
S(x)p, (x,t) - S(x+dx)p (x+dx,t)+(S(x+dx)-S(x))p, (£,t)

=p ﬂde=p ﬂ+va—v Sdx,
gdt I\ dt  ox

wobel ¢ e(x,x+dx), liefert nach einigen Umformungen

d(Sp,) ds_ ds op, dS [av 8v)

+p —=——p —S—ZL+p —=p S| —+v—
0x Py dx dxpg 0x Py dx Py ot  odx

sowie Beriicksichtigung von p, = p, + p die Beziehung
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Aus der Massenbilanz

%) P,
ot

p,(x+dx,t)v(x+dx,t)S(x+dx)—p (x,t)v(x,t)S(x)= —S(&)dx

wobei §e(x,x+dx), gewinnt man nach Umformen

%) P,
ot

%,
a—X(PgVS )=-S

sowie Ausnutzen von p, = py+ p und p = p/c* den Ausdruck

d S dp
ax P =g

Ableiten von (*) nach x und (**) nach ¢ liefert
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_Op_9df ov) 9d( v

o ox\ Prac | ox\ PV ox
0 0 2
99 (pys)=2| Lo g | 9Py gl 9, | _SIP
ot ox ¢ ox| ot ox| ot ox\ 9ot c’ ot”

und wegen v klein niherungsweise

_9p_9f ov
[pgat] (+)

Ix> 0
bzw. : 3
0 ov ovdS o ov dpdS S d°p
2o - Mg P _ 9P
ax(pg at] TP ot dx Bx(pg at) oxdx  c¢? ot’ (++)
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Durch Einsetzen von (+) in (++) erhilt man schlief3lich

°p 1dSadp 1 9°p
—— 4= = .
ox? Sdxodx c? ot?

Diese Gleichung ist als Trichtergleichung oder Webstersche
Differentialgleichung bekannt.

7.3.2 Kegeltrichter

Beim Kegeltrichter wachst die Querschnittsflache mit dem
Quadrat der Koordinate x, d.h. | Trichter

S(x)=r(xtana)’* = ax”

mit a=rtan’q.
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Einsetzen von S(x) und dS/dx in die Trichtergleichung liefert
d’p 2dp 19°p
——+——= .
dx*> x0x c? at?

Diese Gleichung stimmt mit der Wellengleichung fiir kugel-

symmetrische Probleme iliberein, wenn man x durch r ersetzt.
Man erhalt demzufolge die Losung

C
p(X,t) — _e](a)t—kx) ,
- X
wobei C eine noch zu bestimmende Konstante bezeichnet. Im
Trichter breitet sich somit eine Kugelwelle aus.

Befindet sich in der Ndhe von x = 0 eine Schallquelle mit der
Schallflussamplitude Q, so verteilt sich diese nicht wie be1 frei-
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er Kugelwellenausbreitung auf der gesamten Kugeloberfliache,
d.h. nicht auf dem gesamten Raumwinkel Q =47, sondern nur
auf der vom Trichter ausgeschnittenen Kugelkalotte, d.h. auf den
vom Trichter eingeschlossenen Raumwinkel Q= 27:(1 - cos(oc)).

Kugel: S=4nr’=Qr*, Q=4r
Kugelkalotte: S=2nrh=Qr*, Q= 27r(1 - cos(oc))

Die Konstante C ergibt sich somit zu
jop,Q Q ]CUPOQ jop,Q

ar Q Q  2n(l-cosa)’
Fiir den Schalldruck erhalten wir dann

] poQ j(wt—kX)
xQ
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Die dem Quadrat der Schalldruckamplitude proportionale Inten-
sitat 1st gegeniiber der Kugelwellenausbreitung um den Faktor

&)%) (ot ()
Q) (o) 27(1—cosa) | 1-cosa

grofler, was sich durch

= die auf einen, um den Faktor 47/ Q kleineren Raumbereich
konzentrierte Schallenergie und

= die Qurch die Anwesenheit des Trichters, um den Faktor
47/Q stiarker belastete Schallquelle

deuten lasst.

Demzufolge 1st die Gesamtleistung der Quelle mit Trichter um
den Faktor 47/€Q groBer als ohne Trichter.
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7.3.3 Exponentialtrichter

Die Querschnittsinderung des Exponentialtrichters wird durch
die Funktion

S(x)=S e

beschrieben, wobei € das Wuchsmal} kennzeichnet. Einsetzen
von S(x) und dS/dx in die Trichtergleichung liefert

Mit dem Losungsansatz

plx,t)=P e/

Kapitel 7 / Einfuhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 35



INSTITUTE OF
; WATERACOUSTICS,
/) SONAR ENGINEERING AND
l SIGNAL THEORY

Hochschule Bemen
D> City University of Applied Sciences

erhalten wir

ap jlot—kx) _ Zp 2p ,j(wt—kx) 2

o= KBTI =—jkp(xt), 5 =—k'Pe" ™ =—k'p(x.1),
p . J° -

a_; ja)Be](a)t—ng) — ja)B(X,t), a_tl; — _wZEe](a)t—l_(X) — —G)ZE(X,I:)

und nach Einsetzen uber

2

—lszg(x,t)—jZ«?kg(x,t)=—% p(x,t)

die quadratische Gleichung
k* +j21_<£—(a)/c)2 =0
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Von den beiden Losungen

Igz—jei\/(a)/c)z—gz :ilx/a)z—ezcz — je
c

wahlen wir die aus, die einer in positiver x-Richtung fortschrei-
tenden Welle entspricht, d.h.

1 ~/
l_<=—\/a)2—a)2—j8:k—j8, w =&c.
C 9 9

Der Schalldruck der Trichterwelle 1st dann

p(X,t) — Bej(wt_(ﬁ_jg)x) — Pe—SXej(a)t—/;X).

Unterhalb der Kreisfrequenz w, ist keine Wellenausbreitung
moglich, d.h. der Exponentialtrichter 1st eine Hochpassleitung.
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Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle 1im Trichter ist

. wC C
C:E:\/wz_wzz 2
g \/1—(a)g/a))

mit ¢ >c. Ferner ist ¢ abhingig von w, d.h. es tritt Dispersion
auf. Die zum Schalldruck gehorende Schnelle ergibt sich aus

ox ~Jot ot
Al
d
v(x,t)=—— 1 £_ k p(x,t)= ...
jop, ox wp, ~
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p(x,t) mit w =E&c, Z, = p,C

— \/1—(a)g/a))2 —j(a)g/a)) E(Zx't).

w

\/a)z—a);—jec
op c

Den Wellenwiderstand des Exponentialtrichters erhialt man nun
durch einfaches Umformen.

-2,/ | \1-(0, 0] - (o, /0
-2, | {1-(0, /) +(o, /o)
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Eine an der Stelle x = 0 1m Exponentialtrichter angebrachte
Schallquelle, z.B. ein hin und her schwingender Kolben,
wird mit der mechanischen Impedanz

Z ZWSO , SO B S(X B O) Exponential-
belastet. Deren Realteil e hrer mit
W,=Re{Z }=Re{Z,|S, 0 ¥
W |
= Z S \/ ( / (U) ZywSo|f-=—"""""""-Z-=—=====--
gibt den wirksamen Strah- S
lungswiderstand an. 1 2 3 4 5 6 o,
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7.4 Hohere Wellentypen
7.4.1 Parallele Ebenen

Yy
A % schallhart
L,
p(xy.t)
0 X ™ schallhart

Die Wellengleichung lautet
d’p 9d°p 109°p
—+ =
ox* dy° c¢* ot

Kapitel 7 / Einfuhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 441



INSTITUTE OF
WATERACOUSTICS,
/) SONAR ENGINEERING AND
l SIGNAL THEORY

Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Mit dem Losungsansatz (ebene Wellenannahme)

jlot-k x)

p(x,yt)=p(y)e

liefern die zweiten Ableitungen

2 2 2 ~ 2
a B _kzﬁej(a)t—kxx) a E a pej(a)t—kxx) a B —_ 2~ jlot-k x)

e , = , —==—@m"pe
x| 0y’ 0y o P
nach Einsetzen in die Wellengleichung
2
. d°p ) .
—k’p+—L=—| =
Xp dyZ C p

und Umformen schlieB3lich
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Diese homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten besitzt die Losung

p(y)=Asin(k y)+Bcos(k y).

Ausnutzen der Randbedingungen, d.h. Druckmaxima an den
schallharten Ebenen, liefert

mit

p(y)=Bcos| —y |.

L

y
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und damit

)

B jlot—k, x) E jlot-k, xk, v) _jlotk,  xtk, y)
p(x,y,t)—Bcos(ky,my)e =3 (e +e )

wobei k, =mn/L und

k= \/kz— K

_ kZ_ m_ﬂ _Q 1_C2 mn _Q 1— &
V L c w’| L c )

y Yy

mit k=w/c und w, =mnc/L,.

Kapitel 7 / Einfuhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 44



INSTITUTE OF
; WATERACOUSTICS,
/) SONAR ENGINEERING AND
l SIGNAL THEORY

Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Ferner gilt

mn io(t—x/c
p(Xl.ylt): B COS L_y e]w(t / x,m)

y

_ o c
x,m kx,m \/1_(wm/w)2

mit C

bzw.

mmn jlot-kcosa, x)

p(x,y,t)=Bcos L—y e

y

mit kx,m =kcosocm, coso =\/1—(a)m/a))2 .

Kapitel 7 / Einfuhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 45



INSTITUTE OF
WATERACOUSTICS,
SONAR ENGINEERING AND
SIGNAL THEORY

Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

7.4.2 Rechteckkanal

schallharte
Berandung

Ausgehend von der Wellengleichung
0’ P, 82p ’p 19°p
E)xz dy’ Bz %

Ap =
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und dem Losungsansatz (ebene Wellenannahme)

jlot-k x)

p(x,y,zt)=p(y.z)e
ergibt sich aus

2 2 2 ~
Jd°p 2~ j(@t-kx) Ip_d°p o (@tH0)

)

Xt ay’ 9y’

2 ~ 2
d B _ azp ej(wt_kXX), a_E _ —0)215 ej(a)t—kxx)
0z° 0z° ot*

nach Einsetzen und Umformen

2 ~ 2 ~ 2 2 ~ 2~
A L U LU R a€+a’j+(k2—kj);5:0.

Jdy’* 0z’ c dy’ 0z
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Diese partielle Differentialgleichung kann mit dem Bernoulli-
schen Produktansatz

ply.z)=f(y)g(2)

gelost werden. Durch Einsetzen in die partielle Differential-
gleichung erhalten wir

df(y)
dy”

und nach Division durch f(y) g(z) den Ausdruck

49 (Z)+(k2 k) f(1)g(2)=0

9(z) wityd

L d/W), 1 d9z), g2 42y g
) & 9@ d X

Kapitel 7 / Einfuhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 48



INSTITUTE OF
WATERACOUSTICS,
/) SONAR ENGINEERING AND
l SIGNAL THEORY

Hochschule Bremen
City University of Applied Sciences

Diese Trennung der Veranderlichen erlaubt nun den Schluss, dass

1 dfly )=C0nst.=—k2 und 1_dg(z)
f(y) ay g 9(z) dz’

gilt, wobe1 die Konstanten die Separationsgleichung
k*=k’+ ki +k

— const. = —kZ2

erfullen mussen.

Die beiden gewoOhnlichen homogenen linearen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten, d.h.

2 2
dcjl;(zy)+k§f(y)=0 und —dc‘?z(zz)+kzzg(z)=0,

besitzen die Losungen

Kapitel 7 / Einfuhrung in die Technische Akustik / Prof. Dr.-Ing. Dieter Kraus 49



INSTITUTE OF
WATERACOUSTICS,
/) SONAR ENGINEERING AND
l SIGNAL THEORY

f(y) :Asin(kyy)+Bcos(kyy) und g(z)=Csin(k z)+Dcos(k z).

Ausnutzen der Randbedingungen, d.h. Druckmaxima an den
schallharten Berandungen, liefert

f(¥)=Bcos(k,y)=Bcos((mz/L,)y)
und
g(z)=Dcos(k z)= Dcos((mr/LZ )z)

und damit
p(x,y,z,t)= BDcos((mﬂ/Ly )y) COS((”UT/LZ )Z) &/ Kem)

wobel
N S :\/kz—(mn/Ly ) (/L) = ...
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..:9\/1—"—22[(m7z/Ly)2+(m/L ) =2 {1-(a,, /o)

mit

o =C\/(m7z/Ly )2 +(nz/L, )2 .

Aullerdem gilt
B(X, v,z,t)=BD cos ((mﬂ/Ly )y) COS ((”ﬂ/LZ)Z) I )

mit

\/1 mn/a)
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Schallausbreitung im Rechteckkanal

(t =0, Schnitt bei x =0, m und »n bezeichnen die Ordnungszahlen der Wel-
lentypen, Knotenflachen der Wellentypen sind gestrichelt gekennzeichnet)
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7.5 Dispersion

Die in Kapitel 7.4 behandelten hoheren Wellentypen besitzen
eine frequenzabhingige Ausbreitungs- (Phasen-) geschwindig-
keit. Diese Erscheinung bezeichnet man als Dispersion.

Die Dispersion hat zur Folge, dass eine aus mehreren harmo-
nischen Komponenten bestehende Welle im Zuge der Ausbrei-
tung 1thre Form andert, da jede Spektralkomponente sich mit
der 1hr eigenen Phasengeschwindigkeit ausbreitet.

Nun betrachten wir die Uberlagerung 2er harmonischer Wellen
mit geringfuigig unterschiedlichen Frequenzen und Wellenzahlen

(a)+Aa))t—(k+Ak)x)

te j((0—-Aw)t—(k—Ak)x) ) .

p(x,t)=p (e
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Umformen liefert

p(x,t)=2pcos(Awt - Akx)e (@),

Fir die Ausbreitung eines bestimmten Schwingungszustands
der modulierten Schwingung, z.B. eines bestimmten Null-
durchgangs, muss ausgehend von

wt —kx = const.

fiir den Zeitpunkt ¢ + dt ein dx existiert, so dass
w(t+dt)—k(x+dx)=const.

gilt. Subtrahieren der 1ten von der 2ten Beziehung liefert
wdt =kdx
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und damit die Phasengeschwindigkeit

_a)_dx
Ph ke dt

C=¢C

Analoge Uberlegungen fiihren fiir den modulierten Teil, d.h.
fuir die Hiillkurve der Schwebung, mit Hilfe von

Awt — Akx = const.
Aw(t+dt)— Ak(x+dx)=const.

= Awdt=Akdx

nach Grenziibergang zur Gruppengeschwindigkeit
. Aw dw
¢ =lim =—.
I a0 Ak dk
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Fir den 1in Kapitel 7.4.1 beschriebenen Wellentyp 1st

me:Cph: - 2
J1-(0, /o)
und
do 1 1 - \/ j 2
T dk_ dk Jdo 20 1 1 o oV (@ /0]
c* Zk
wobel

k. =@/ (o, /c) :%\/1—(a)m Jof

ausgenutzt wurde.
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Ferner gilt hier

Cph/C 4 Cgr/c

L

w/wq
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